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La funcién modular j

Propiedades algebraicas

La funcién j : H — C es una funcién holomorfa que clasifica clases de
isomorfismo de curvas elipticas.
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La funcién modular j

Propiedades algebraicas

La funcién j : H — C es una funcién holomorfa que clasifica clases de
isomorfismo de curvas elipticas.

Sea {®n(X,Y)}no1 C Z[X, Y] la familia de polinomios modulares.
e Oy (X,Y) es un irreducible en C[X, Y].
o O1(X,Y)=X - Y.
e Para N > 2, oy (X, Y) es simétrico y de grado total > 2.
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La funcién modular j

Propiedades algebraicas

La funcién j : H — C es una funcién holomorfa que clasifica clases de
isomorfismo de curvas elipticas.

Sea {®n(X,Y)}no1 C Z[X, Y] la familia de polinomios modulares.
e Oy (X,Y) es un irreducible en C[X, Y].
o O1(X,Y)=X - Y.
e Para N > 2, oy (X, Y) es simétrico y de grado total > 2.

Para todo g € GLy(Q)" sea red(g) la Gnica matriz de la forma rg con
r € QT tal que la entradas de rg enteras y relativamente coprimos.
Entonces, para todo z1, zp € H, las siguiente afirmacions son equivalentes:

(M1): ®n(j(21),4(22)) =0,
(M2): gz = z para algiin g € GL(Q)™ con det (red(g)) = N.
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La funcion j

Propiedades diferenciales

La funcién j satisface la ecuacién diferencial:

o

J

"3 < j”)z j2 — 1968; + 2654208

7z 1\2 _
j 2 2/2(j — 1728)? vy =o.

Sea W(X1, Xa, X3, Xa) € Q(X1, X2, X3, Xa) la funcién racional que satisface
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La funcion j

Propiedades diferenciales

La funcién j satisface la ecuacién diferencial:

o

J

"3 < j”)z j2 — 1968; + 2654208

7z 1\2 _
j 2 2/2(j — 1728)? vy =o.

Sea W(X1, Xa, X3, Xa) € Q(X1, X2, X3, Xa) la funcién racional que satisface

Denotaremos por j : H — C3 la funcién j(z) := (j(z),/'(2),/"(2)).
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Variedades especiales y débilmente especiales

Para todo z € H se tiene que tr.deg.qQ(z,j(z)) =0 <= zis cuadratico
sobre Q <= la curva eliptica asociada a z tiene multiplicacién compleja.
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Variedades especiales y débilmente especiales

Para todo z € H se tiene que tr.deg.qQ(z,j(z)) =0 <= zis cuadratico
sobre Q <= la curva eliptica asociada a z tiene multiplicacién compleja.

Una variedad algebraica V' C C" se dice débilmente especial si esta definida
solo por ecuaciones de la forma &y (X;, Xk) =0y Xy = ¢, para algin
ceC.

S. Eterovi¢ (Berkeley) Consecuencias de Ax-Schanuel para j Septiembre 2020 4/20



Variedades especiales y débilmente especiales

Para todo z € H se tiene que tr.deg.qQ(z,j(z)) =0 <= zis cuadratico
sobre Q <= la curva eliptica asociada a z tiene multiplicacién compleja.

Una variedad algebraica V' C C" se dice débilmente especial si esta definida
solo por ecuaciones de la forma &y (X;, Xk) =0y Xy = ¢, para algin
ceC.

V se dice especial si es débilmente especial y si todo hiperplano de la forma
Xy = ¢ que contiene a V/, satisface que ¢ = j(z) para algin z cuadratico.

S. Eterovi¢ (Berkeley) Consecuencias de Ax-Schanuel para j Septiembre 2020 4/20



Teorema de Ax-Schanuel para j

Versién 1

Sea E; C C? el grafo de la funcién j, y E[" el grafo de j : H” — C". Sea
7o : C?" — C" la proyeccién sobre las ultimas coordenadas.
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Teorema de Ax-Schanuel para j

Versién 1

Sea E; C C? el grafo de la funcién j, y E[" el grafo de j : H” — C". Sea
7o : C?" — C" la proyeccién sobre las ultimas coordenadas.

Teorema (Pila-Tsimerman, 2016)

Sea V C C?" una variedad algebraica, y sea U una componente de V N Ef.
Entonces:
dimU =dimV — n,

a menos que ma(U) estd contenido en una subvariedad propia débilmente
especial de C".
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Teorema de Ax-Schanuel para j

Versién con derivadas

Para una variedad analitica compleja M, sea JxM el k-ésimo jet-space de
M.

Teorema (Pila-Tsimerman, 2016)

Sea V C LH" x Jo,C" una variedad algebraica, y sea U una componente
de VN JgEj-”. Entonces

dim U =dim V — 3n,

a menos que la proyeccion de U a C" esté contenida en una subvariedad
propia débilmente especial, o alguna de las proyecciones de U a J,H esta
contenida en JSH.
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Teorema de Ax-Schanuel para j

Versién diferencial

Dos puntos wy, wy € C se dicen modularmente independientes si para todo
N se tiene que ®p (w1, wr) # 0.

Teorema (Pila-Tsimerman, 2016)

Sea (K; 01,...,0m) un cuerpo diferencial de caracteristica 0, donde
O1,...,0m son derivaciones que conmutan, sea C = (;__; ker Ok, y sean
R/

zj, ji, gl € KX, i=1,...,n, tales que para todo i € {1,...,n} y
todo k € {1,...,m}:

V (i i gt Ji") = 0 A Okji = jiOkzi A Okji = ji' Okzi N Okji’ = ji" Okzi.
Si{j1,.-.,Jjn} es modularmente independiente (dos a dos), entonces

tr.deg..C (21, R DY Ay SRy A U ,j,’f) > 3n + ran(0kzi)i k-

v
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Problemas que discutiremos hoy

o Clausura existencial.
@ La conjetura de Schanuel modular.

@ La conjetura de Zilber-Pink para j.
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Clausura existencial

Encontrar una conjunto minimal de condiciones geométricas que una
variedad V C C2" debe satisfacer para asegurar que para todo cuerpo
finitamente generado F C C existen zi,...,z, € H tales que

(z1,---y2n,j(z1),---,J(zn)) € V' y

tr.deg.pF(z1,...,2n,j(21),...,j(zn)) = dim V.
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Clausura existencial

Encontrar una conjunto minimal de condiciones geométricas que una
variedad V C C2" debe satisfacer para asegurar que para todo cuerpo
finitamente generado F C C existen zi,...,z, € H tales que

(z1,---y2n,j(z1),---,J(zn)) € V' y

tr.deg.pF(z1,...,2n,j(21),...,j(zn)) = dim V.

Teorema (E.-Herrero, 2020)

Sim: C?" — C" denota la proyeccién sobre las primera n coordenadas, y si
(V) es Zariki denso en C", entonces los puntos de V de la forma
(z1,...,2n,j(21),-..,j(2n)) forma un conjunto Zariski denso en V.
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La conjetura de Schanuel para la exponencial

Conjetura (Schanuel, 1966(7))

Sean xi, ..., x, naumeros complejos Q-linealmente independientes.
Entonces:

tr.deg.Q(x1, - - ., Xn, exp(x1), - . . ,exp(xy)) > n.
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La conjetura de Schanuel para la exponencial

Conjetura (Schanuel, 1966(7))

Sean xi, ..., x, naumeros complejos Q-linealmente independientes.
Entonces:

tr.deg.Q(x1, - - ., Xn, exp(x1), - . . ,exp(xy)) > n.

Teorema (Ax, 1971)

Sean fi, ..., f, funciones meromorfas definidas en un dominio U C C",

Q-linealmente independientes médulo C. Entonces:

df;
tr.deg.cC(f1, ..., fn,exp(f),...,exp(f)) > n+ rank (dz ) .
k/ ik
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La conjetura de Schanuel para la exponencial

Conjetura (Schanuel, 1966(7))

Sean xi, ..., x, naumeros complejos Q-linealmente independientes.
Entonces:

tr.deg.Q(x1, - - ., Xn, exp(x1), - . . ,exp(xy)) > n.

Teorema (Ax, 1971)

Sean fi, ..., f, funciones meromorfas definidas en un dominio U C C",
Q-linealmente independientes médulo C. Entonces:

df;
tr.deg.cC(f1, ..., fn,exp(f),...,exp(f)) > n+ rank (dz ) .
k/ ik

C. Bertolin (2002) demostré que la conjetura de Schanuel se puede deducir
de la conjetura generalizada de periodos de Grothendieck-André.
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Conjetura de Schanuel modular

Conjetura modular: Bertolin 2002

Sean Eq, ..., E, curvas elipticas, no iségenas de a pares. Dado Ey, sean wyy
y woy sus periodos, sean 11y y 74 sus cuasi-periodos, sea Ty = %ﬁ cHT
(asi j (7¢) es el invariante j de Ey), sea q; = exp(27iTy), y sea

k; = End (Eg) ®z Q.

Conjetura (modular)

n
tr.deg.oQ ({271, q¢, J (7¢) , wie, wae, Mes M2e}p—y) > 42 (dimg k)™
=1

donde dimg k¢ es la dimensién de k, como Q-espacio vectorial, y

ran (qe),_; es el rango del grupo abelian multiplicativo generado por

qi;---,qn.

4
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Conjetura de Schanuel modular

Conjetura (Schanuel modular con derivadas: MSCD)

Sean zi,...,z, € H nimeros no cuadraticos, en distintas
GL2(Q)*-érbitas. Entonces:

tr.deg.oQ (21, -, 2n,i(21), - - -,i(2n)) > 3n.
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Conjetura de Schanuel modular

Conjetura (Schanuel modular con derivadas: MSCD)

Sean zi,...,z, € H nimeros no cuadraticos, en distintas
GL2(Q)*-érbitas. Entonces:

tr.deg.oQ (21, -, 2n,i(21), - - -,i(2n)) > 3n.

Conjetura (Schanuel modular: MSC)

Sean zi,...,z, € H nimeros no cuadraticos, en distintas
GL(Q)"-6rbitas. Entonces:

tr.deg.oQ (21, -,2n,j(21),---,4(za)) = n.
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Jj-Derivaciones

Una j-derivacién en C es una funcién 0 : C — C que satisface las
siguientes propiedades:

@ 0(a+ b)=0(a) + 9(b) para todo a, b € C,

@ 9(ab) = ad(b) + bd(a) para todo a, b € C,

@ Para todo z € H:

0i(2)) =Jj'(2)0(2), 0('(2)) =j"(2)0(2), 9("(2)) =j"(2)0(2)-

v
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Jj-Derivaciones

Definicién

Una j-derivacién en C es una funcién 0 : C — C que satisface las
siguientes propiedades:

@ 0(a+ b)=0(a) + 9(b) para todo a, b € C,
@ 9(ab) = ad(b) + bd(a) para todo a, b € C,
@ Para todo z € H:

0i(2)) =Jj'(2)0(2), 0('(2)) =j"(2)0(2), 9("(2)) =j"(2)0(2)-

Teorema (E., 2018)

v

Existen j-derivaciones en C no triviales.

De hecho existen |C| j-derivaciones C-linealmente independientes.
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Jj-Clausura

Definicién
Sea AC Cy z € C. Decimos que z € jcl(A) si para toda j-derivacion 9
que satisface A C ker 0 se tiene que 9(z) = 0.

Decimos que A es jcl-cerrado si jcl(A) = A.
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Jj-Clausura

Definicién

Sea AC Cy z € C. Decimos que z € jcl(A) si para toda j-derivacion 9
que satisface A C ker 0 se tiene que 9(z) = 0.

Decimos que A es jcl-cerrado si jcl(A) = A.

Definicién
Sea A C C. Decimos que dim/(A) = n si existen z1,...,2z, €Ay
J-derivaciones 01, ...,0, tales que A C (\ker0d; y

1 sii=k
8"(zk):{ 0 siidk

y n es maximal con esta propiedad.
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Ax-Schanuel y MSCD

Proposicién (E., 2018)

Sean z1,...,z, € H nimeros en distintas GL(Q)"-drbitas, y sea C C C
jcl-cerrado. Entonces:

tr.deg.cC(z1, ..., 2Zmi(21), - --,i(za)) > 3n +diml(z,. .., z,| C).
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Ax-Schanuel y MSCD

Proposicién (E., 2018)

Sean z1,...,z, € H nimeros en distintas GL(Q)"-drbitas, y sea C C C
jcl-cerrado. Entonces:

tr.deg.cC(z1, ..., 2Zmi(21), - --,i(za)) > 3n +diml(z,. .., z,| C).

En particular podemos escoger

C= ﬂ ker @ = jel(0).

o es j-derivacion

En este caso, C es un subcuerpo numerable de C algebraicamente cerrado
y tal que si z € C NH, entonces j(z) € C3.
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Aplicaciones a la clausura existencial

Sea C = jcl(0).

Teorema (Aslanyan-E.-Kirby: en preparacion)

Sea V' C C? una curva plana irreducible que no es una linea horizontal o
vertical. Si V' no se puede definir sobre C, entonces para todo cuerpo
F C C finitamente generado existe z € H tal que (z,j(z)) € V y

tr.deg.cF(z,j(z)) = 1.
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Aplicaciones a la clausura existencial

Sea C = jcl(0).

Teorema (Aslanyan-E.-Kirby: en preparacion)

Sea V' C C? una curva plana irreducible que no es una linea horizontal o
vertical. Si V' no se puede definir sobre C, entonces para todo cuerpo
F C C finitamente generado existe z € H tal que (z,j(z)) € V y

tr.deg.pF(z,j(z)) = 1.

Un paso clave para este teorema es el siguiente resultado.

Teorema (Aslanyan-E.-Kirby: en preparacién)

Sea F C C un cuerpo tal que tr.deg..F < co. Entonces existen
t1,...,tm € H en distintas GLy(Q) " -drbitas tales que:

o Fg C(tlv"'7tm7j(tl)7"'7j(tm))'
Q tr.deg.cC(t1,...,tm,j(t1),...,j(tm)) =3m+din’ (t1,...,tm).
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Conjetura de Zilber-Pink para j

Intersecciones atipicas

Sea V C C" una variedad algebraica.

Definicién
Decimos que X C V es una componente atipica de V si existe una
subvariedad especial T de C” tal que X es una componente irreducible de

VNTy

dmX >dmV +dim T — n.
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Conjetura de Zilber-Pink para j

Intersecciones atipicas

Sea V C C" una variedad algebraica.

Definicién

Decimos que X C V es una componente atipica de V si existe una
subvariedad especial T de C” tal que X es una componente irreducible de

VNTy
dmX >dmV +dim T — n.

Decimos que X es una componente fuertemente atipica de V si X es una
componente atipica de V' y ninguna coordenada de X es constante.
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Conjetura de Zilber-Pink para j

Intersecciones atipicas

Sea V C C" una variedad algebraica.

Definicién

Decimos que X C V es una componente atipica de V si existe una
subvariedad especial T de C” tal que X es una componente irreducible de
VNTy

dimX >dimV +dim T — n.

Decimos que X es una componente fuertemente atipica de V si X es una
componente atipica de V' y ninguna coordenada de X es constante.

Una componente (fuertmente) atipica de V' se dice maximal (en V) si no
esta propiamente contenida en otra componente (fuertemente) atipica de
V.
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Conjetura de Zilber-Pink para j

Conjetura (Zilber-Pink)

Toda subvariedad de C" tiene una cantidad finita de componentes atipicas
maximales.
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Conjetura de Zilber-Pink para j

Conjetura (Zilber-Pink)

Toda subvariedad de C" tiene una cantidad finita de componentes atipicas
maximales.

A partir de Ax-Schanuel se puede obtener un resultado parcial.

Teorema (Pila-Tsimerman, 2016)

Toda subvariedad de C" tiene una cantidad finita de componentes
fuertemente atipicas maximales.
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Aplicaciones a la clausura existencial

Decimos que una variedad V C C" es libre si no esta contenida en la
subvariedad especial propia de C".

Teorema (E.-Herrero: en preparacion)

Sea V' C C?" una variedad algebraica irreducible libre de dimensién n
definida sobre Q tal que la projeccion a las primera n coordenadas es
Zariski densa en C". Entonces la conjetura de Schanuel modular implica
que existen zi, ..., z, € H tales que (z1, ..., zn,j(21),...,j(zn)) € V and

tr.deg.oQ(z1, .- -, zn,j(21), - - - ,j(2zn)) = n.
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Moraleja

Hay varias funciones trascendentes que aparecen en geometria aritmética
para las cuales existe un correspondiente teorema tipo Ax-Schanuel. En
particular, la uniformizacién de variedades de Shimura puras:

p: X — Shk(G, X) (Mok-Pila-Tsimerman).
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Hay varias funciones trascendentes que aparecen en geometria aritmética
para las cuales existe un correspondiente teorema tipo Ax-Schanuel. En
particular, la uniformizacién de variedades de Shimura puras:

p: X — Shk(G, X) (Mok-Pila-Tsimerman).

Aln mas, las versiones de la conjetura de Zilber-Pink para variedades de
Shimura también tienen algunos casos que se conocen gracias a
Ax-Schanuel (Daw-Ren).
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Moraleja

Hay varias funciones trascendentes que aparecen en geometria aritmética
para las cuales existe un correspondiente teorema tipo Ax-Schanuel. En
particular, la uniformizacién de variedades de Shimura puras:

p: X — Shk(G, X) (Mok-Pila-Tsimerman).

Aln mas, las versiones de la conjetura de Zilber-Pink para variedades de
Shimura también tienen algunos casos que se conocen gracias a
Ax-Schanuel (Daw-Ren).

Vale la pena estudiar problemas analogos en estos casos usando métodos
similares.
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