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El 12° problema de Hilbert

@ Sea K/Q un cuerpo de nimeros.

El Jugendtraum de Kronecker

Describir todas las extensiones abelianas de K a través de “funciones
modulares”.

Caso mas sencillo: K = Q.

Teorema (Kronecker—Weber (1853, 1886))

Qab: UQ(6%>

n=1

La funcién transcendental f(z) = ¢2>7** toma valores algebraicos
en los argumentos racionales!



K /Q cuadratico imaginario: la teoria CM

La teoria de la multiplicacion compleja
es la parte mas bella no sélo de las
matematicas, sino de toda la ciéncia.

David Hilbert
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K cuadratico imaginario: K = Q(+/D) con D < 0

={2eC|S(») > 0}.
SL»(Z) actia en H a través de (¢4) z = 2=t

cz+d®
Consideramos funciones modulares:
» Meromorfas en H,
» Invariantes por SLy(Z), y
» Crecimiento lento: su serie de Laurentes >, a,e*™ "=

Hecho: todas ellas son funciones racionales en

1 .
J(2) = T4+ 196884g + 21493760¢% + -+, q = €>™*.

Escribimos HM = {r e H | [Q(7): Q] = 2}.

Teorema (Kronecker, Weber, Takagi, Hasse)
Si 7 e H°M, entonces j(7) € Q(7). Ademaés, tenemos:

K= | |JKG@D),0r(1/n)G)-

TEK NHOM n=>1




Algebraicidad de j(7) (l)

® Ei(2) = 1+ Ck Yoy ok-1(n)g", cON oj_1(n) = > d* L.
1<d|n

_ (14240s3)3—(1-504s5)?

1738 = 55312755 + (1003§ — 14752 + 800053).
> Ejercicio: A(z) = ¢ — 24¢% +252¢° + -+~ € Z[[q]].

0 j(2) = B — g1+ 744 1196884g + - = ¥,o ; dug” € Z[g 1, q]].
@ Ejercicio:

SLo(Z)\ (MQ(Z)dEt:m> —{(4%) |d>0,ad =m,0<b<d}

F(X) = I1 (X — j(72)) e O(H)[X] (bien definido)
veSLy (Z)\Ma(Z)det=m

Coeficientes de F(X): funciones holomorfas, SLo(Z)-invariantes,
meromorfas en co.

~ F(X) € C[j(2)][X].
— 37,,(X,Y) e C[X,Y]tal que F(X) = U,,(X, j(2)).



Algebraicidad de j(7) (ll)

Desarrollando [ | (z)der=m (X — j(72)) obtenemos

YEM2
l—[ <X <a2;b>>:H<X Zlc <lm an/d>
bmod d A

Como ¢, — ¢ fija LHS, obtenemos un polinomio en Z[X][¢™!, q]].
Finalmente, vemos que V,,(X,Y) € Z[ X, Y].

@ Supongamos m no es cuadrado perfecto, y miremos V,, (X, X).
¢, Como es la ¢g-expansion de ¥,,(j(z),(z))?

> J(@) =g+
R j(aerb) C;bq_a/d‘i‘

a # d = los dos términos no se cancelan. Luego ¥,,,(j(z),j(z))
tiene como coeficiente principal una raiz de la unidad.

Como también ¥,,, (X, X) € Z[ X], la raiz tiene que ser +1.



Algebraicidad de j(7) (lIl)

Polinomios modulares

Para todo m > 1 existe ¥,,,(X,Y) € Z[ X, Y] tal que
Q@ U,.(X,j(2)) tiene como raices j(vz) con dety = m.
Q Sim # [, ¥,,,(X, X) es mdnico salvo signo.

Ejemplo:

Uy(X,Y) = X3+ V3 — X2Y? + 1488(X?Y + XY?) — 162000(X? + Y?)
+40773375XY + 8748000000(X + Y') — 157464000000000

Supongamos que T satisface At% + Bt + C = 0.

Tomamos v = ( 5, §).

» m:=dety = AC > 1 (B? — 4AC < 0).
Br+C

r T = T =T
= 0=Un(i(y7),4(7)) = Um(i(7),5(7)).
@ Por lo tanto j(7) es un entero algebraico. O



K cuadratico real: K = Q(+/D) con D > 0.

Problema: Hn R = !

En 1999, Darmon propuso considerar un analogo p-adico de H.
Fijemos un primo p inerte K.
K, es una extension cuadrética de Q,.

Escribimos H, = K,\Q,.
Sea I' = SLy(Z[1/p]), que actla sobre H, via (¢ 4) z = 9ztb,

cz+d
» I' ~ O = O(H,) = funciones rigido-analiticas en H,.
» I' =~ M = M(H,) = Frac(O) = funciones rigido-meromorfas en H,,.

Nuevo problema: {f: I'H, — K,} = K, (constantes).



Interludio: cohomologia de grupos (l)

@ G un grupo, V un Z[G]-mbdulo.
@ H*(G,—): functor derivado de V — V& = Homg(Z, V).
@ Ponemos C(G,V) = Homz(Z[G], V), y entonces

ZNG,V) = {p: CHG,V) | p(gh) = ¢(g) + ge(h)},

BI(G, V)={ps|veV}, ¢,(9)=gv—nu.
e Finalmente, H'(G,V) = ZY(G,V)/BY(G, V).



Interludio: cohomologia de grupos (ll)

H. (G, —): functor derivado de V' — Vi = Z Q) V.
Z1(G,V) = {ng Qup e ZIGl®z V | X gk_lvk — v = 0}.
Bi1(G,V)={(g®v—gh®v+h®g v|g,heGuveV).
~ H(G,V) = 7Z1(G,V)/B1(G, V).

Hay un morfismo candnico

H'(G,V) x Hi(G,W) = Ho(G,V @, W) =V &gz W.

@ Asi, dado un pairing G-equivariante V ®z; W — L (L cualquier
anillo), obtenemos

HY(G,V) x Hi(G,W) — L.

Ejemplo: M x Div’' K, — C.
" <¢aZP in> = HP (b(P)nP-
e Ejemplo’: M*/C) x Divy K, — C.



Paso a la cohomologia

El problema es que H°(T', M) = K,.

Darmon propuso fijarse entonces en HY(T', M*) (fijense en x).
Supongamos dada una classe J € HY(I', M*).

Dado z € HiM = {z € H,, | Q(z) cuadratico real}, tenemos:

I', = Stabp(z) = (7;)~ 0, = [7. ®z] € H(I', DivH,).
Podemos definir
Jz] ={J,0,) = J(v.)(2) € pr.

Darmon-Vonk
Para cada 7 € K n H,, construyen J, e H'(T', M*).

Conjetura (Darmon—Vonk)
Si 7' ¢ I'r, la cantidad J,['] pertenece a Q(7)2°Q(r’)2b.




La construccion de Darmon—Vonk

Henri Darmon Jan Vonk



La construcciéon de Darmon—\Vonk
Fijemos inyecciones K — R and K — Q..
Dadoy = (2%) eTywe K (v conjugado de w), definimos:
+1 v <
oy(w) =< -1 w' >2>uw,
0 sigé¢(wu).

< w,

Qle ole

Lema

La aplicacion v — >, ., 0+(w) - (w) es un cociclo, que da lugar a
[0] = [6,] € HY(T, DivP I'7).

Lema
q Z—w
La clase del cociclo v — ®X(y) =[] /
Z—w
/wegT
w <E<’LU

define una clase de cohomologia en H'(I', M* /K ).
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Cociclos

& e HY(I', M* /K)).

Consideramos la sucesion exacta
0— K - M* - M*/K) — 0.
Da lugar a la siguiente sucesion larga
5
- — HY(D, M*) > H'(I, M* /K ) = H*(I', K} ).

Médulo 12-torsion, H*(I', KX ) =~ H' (o (p), K.
Relacionado con formas modulares de peso 2 y nivel I'y(p).

Proposicion (Darmon—Vonk)

Sea p un primo {p | p < 31} U {41,47,59, 71}. Entonces (@j/@;)m se
levanta a J* € HY(T', M*).

@ Engeneral: a ®* se le aplica 7; que mate H'(T'o(p), K).



Ejemplos

En alguna parte esta una teoria que ex-
plicaria mis observaciones empiricas, pero
esta teoria aln esta por descubrir.




Ejemplos

=9
p e [_34;\/5} _ 3 J_rgzis\/fs (mod 210)
p=7T
[2{] <3+8\F+ 12F+2f) (mod 74%).,
p=5
Jj/g{Hf} Q(W—1,v3,v17),

satisface (modulo 52%°) el polinomio
19448128 + 110073627 + 2036417425 + 7199462425 + 8408397792 +
7199462423 + 2036417422 + 11007362 + 194481.




Interludio: los puntos de Stark—Heegner

Kurt Heegner



Interludio: los puntos de Stark—Heegner

En 1999, Darmon ya habia construido unos ciclos
®F e HY(D, M /K))
asociados a curvas elipticas de conductor p.

Tate: 1 : E(K,) > K /qb.
Demostré que 7, se podia levantar a

X e HYT, M* /q5).

Conjetura (Darmon, 1999)

"ate (PE[T]) € B(Q(D)™).

Notacion: A(7) = DivIyr, y Ag(7) = DivP Tyr.
Si 7 = o, escrivimos A = A(w) = DivP}(Q) (igual para Ay).
Fijémonos que ®*[7] = (®*,0,), con 0, = [y, ®T]| € Hi(I'g, A(7))].



Las clases de Darmon—Vonk son del siglo XX

Trabajo conjunto con Xevi Guitart (UB) and Xavier Xarles (UAB).
Pongamos M = {f e M* | div(f) < I't}, recordad div ®* = [§,].
Tenemos s.e.c. 0 > Ay ®A(T) > ARA(T) = A(r) — 0.

DX sy HY(D, MY /K

J'{ div
[0,] ¢~y HY(T, DivI'T)
Jv/ =~ | Shapiro

2T tonnnny HY (Do, A(7))

=~ | Borel-Serre

torsion

Mﬁ Hy (o, ACRY - (A0 @A(T))FO — (a @A(T))FO

[vr @ 7] —— [(yr0 — 0) ®7]



Generalizacidon cuaternionica: ciclos

Sea B un algebra de cuaterniones indefinida y no ramificada en p.
Elegimos immersiones i : B — Ma(R) Yy tp: B — M>(Qy).
Elegimos un orden maximal R c B tal que ¢,(R) = Mx(Zy).
Definimos I'y = R;* (unidades de norma 1).

Siy: O — R es un embedding optimal (O ¢ K un orden),

Yo = V(u), {uy = Of/tors.

Si 2y = 24, €ntonces Oy, = [vy ®zy] € H1(To, A(zy)).
Si 3P = 11, (T, Z) es torsion, entonces 0, € H1(To, Ao(2y)).
» 0, fue considerada por M.Greenberg y otros, para construir puntos de
Darmon cuaterniénicos.

» Si H1(T'o, Z) no es torsion, se puede usar operadores de Hecke para
levantar 6.



Generalizacidén cuaternionica: cociclos

Sea z € H arbitrario. 1o () = (¢7) € GLa(R) tiene dos puntos fijos

en PL(R):
a—d=++/(d—a)? + 4bc
St
2¢ ’

o]

@ 1,(vy) también fija dos puntos 7+ € H,,.
Dado v € Ty, y w* =, 75 € To72, definimos 4, (w):
C(z,yx)

Hecho: El conjunto {w* e Ty7} | §,(w) # 0} es finito.

~ = 3, 0y (w) - (w) € ZH(To, A(T)).

~ [¢r] € HY(T'g, A(7)) (independiente del punto base x).

Si I'3b es torsion, se puede levantar la clase a H' (T, Ag(7)).
El isomorfismo de Shapiro nos da J* € H'(I', M* /K ).



Ejemplo conp =5

@ B= (661), discriminante 6.

@ R={1,i,1+1i+j,i+k).
0 Ok, = Z(LEY3) y oy (11y53) = 1/2 — 3/2i — 1/2j.
>~ v, = 51/2 4 21/2i + 7/25.
Ok, = Z(V23) y ¥2(V23) = 2i + 5.
>~ Yy, = 1151 + 4804 + 2405.
@ Obtenemos

J-

iy py = 00971141466526826096289662898361868496463698468806135561183036939036

1++/53
VL0

+9674029354607221223815165708202713711819464972332940921086896674730 2

(5°7)

@ Elperiodo J, . satisface, salvo raices de la unidad, el polinomio

f(x) = 411778892 + 786701223 + 3305850222 + 7867012z + 41177889.

@ Setiene L = K1 K»(f) es el compositum de los narrow class fields
de K; y K,, como predice la conjetura.



Existencia de un objeto global?

® K1 =Q(V53) (hg, = 1), K2 = Q(v23) (hj, = 2).
@ Calculamos J3(53,23) € Q32 usando B de discriminante 10.
J3(53,23) = 2263329212681251489468 + 664401O739654’744556634lJrig/ﬁ + O(346)
@ Calculamos J5(53,23) € Q52 usando B de discriminante 6.
J5(53,23) = 76500603105371600283097752216081+718763263101730299763311430565401+7;/§+O(547)

@ El compuesto M de los cuerpos de clases narrow esta generado por

8 — 427 + 8445 — 2382 + 1869z — 33462 + 726022 — 56262 + 3497.

@ Existe 135: M — Q32 ¥y t5: M — Qse.
@ Comprovamos que existe o € M y unidades u; y us de

Q(+v/53,4/23) < M tales que:
»ig(au) = J3(53,23) ¥ t5(aug) = J5(53, 23).

@ Elideal generado por « esta soportado sobre primos de normas 2 y
31, predicho por un analogo de la factorizacion de Gross—Zagier.



i Muchas gracias !

http://www.mat .uab.cat/~masdeu/
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