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El método de modularidad

Teorema (Fermat-Wiles)
Sin > 3, la ecuacion x" + y" = z" no tiene solucién entera tal que xyz # 0.

Observacion
Basta probarlo para n = p > 3 primo.

Demostracion (idea).

(1) A una solucién (A, B, C) le asociamos la curva eliptica Eqa gy : y* = X(X — AP)(X + B”) (curva
de Frey) que satisface A = LA B*P(A” + BP)? = % (ABC)*.
—Cp
(2) E = E(a,) es modular (Wiles, Taylor-Wiles). Consideramos la representacién de Galois pg , que se
obtiene al mirar la accién de Galg en E[p]. Sabemos que pg ,, es irreducible (por el teorema de
clasificacién de Mazur).



El método de modularidad

Por modularidad, existe g € Sk(N, ) tal que pep = pg,p (MSd p), donde e =1, k =2y N = Ng es el
producto de los primos ¢ # p en donde la curva E tiene mala reduccién (i.e. vg(A) # 0).
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Por modularidad, existe g € Sk(N, ) tal que pep = pg,p (MSd p), donde e =1, k =2y N = Ng es el
producto de los primos ¢ # p en donde la curva E tiene mala reduccién (i.e. vg(A) # 0).

(3) Entamos en condiciones de hacer bajada de nivel.

Teorema (Bajada de nivel de Ribet)
Supongamos que pe , es absolutamente irreducible. Si ¢ # p es un primo de reduccién multiplicativa y

p|ve(A) entonces podemos quitar a £ del producto anterior. Mas aiin, si pe,p es “finita” en p, también

podemos sacar p.

Es decir que existe f € S,(2) tal que pe,p = prp (Md p).

(4) Como S5(2) = 0, absurdo. O

Observacion
Cudndo usamos qué ABC # 0 111777
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Ecuacion de Fermat generalizada

Teorema (Darmon y Granville, 1995)
Sean a, b, c € Z fijos. Si (p,q,r) es una tripla de primos tal que % + é + % < 1 entonces la ecuacién

axP 4+ by? = cz"

tiene finitas soluciones primitivas.
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Algunos ejemplos de ecuaciones resultas con este método son:

X"+ y" =2? x"+y" = z* (Darmon-Merel 1997, Poonen 1998)
o x* + y? = zP (Ellemberg 2004)

o x* + dy? = 2P para d = 2,3 (Dieulefait, Jiménez-Urroz 2009)
e x*> + y® = z" (Bennet-Chen 2012)
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x* + 6y? = zP, construccién de la curva

Veamos que la ecuacién x* 4+ 6y* = z” no tiene solucién primitiva no trivial si p > 19.

Observacion (advertencia)
Para p mds chico esto no es necesariamente cierto (notar que 11* + 6192 = 75).

(1) Construccién de una curva: Dada (A, B, C) una solucién primitiva, consideremos la curva
E = Eup) :y* = x*+4Ax* + 2(A* + /—6B)x, definida sobre K = Q(/—6) y cuyo

discriminante estd dado por
A =2°(A’ +V/—6B)*(A* — V/—6B) = 2°(A* + V—6B)C".

(2) Modularidad de la curva: E es modular porque... ; Por qué es modular?

No hay ningtin resultado que garantice con genereralidad la modularidad de curvas sobre cuerpos
cuadraticos imaginarios.
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Sea o € Gal(K/Q) no trivial. Notemos que E7 : y* = x* + 4Ax* + 2(A> — \/=6B)x.
— —2y? = x> + 4Ax* + 2(A* — V/—6B)x
%f%ff é x* + Ax® — (A’ — V/=6B)x
— y? = x> — 8Ax* 4 8(A> — V/—6B)x,

el cociente de E por (0,0). Luego, E y E? son iségenas. Por lo tanto, E es una Q-curva definida sobre

Q(v=6,v~-2).



x* 4+ 6y? = zP, modularidad de la curva

Sea o € Gal(K/Q) no trivial. Notemos que E° : y* = x° + 4Ax? + 2(A? — /=6B)x.
— —2y? = x> + 4Ax* + 2(A* — V/—6B)x
— ,%)} = é x* + Ax® — (A’ — V/=6B)x

— y? = x> — 8Ax* 4 8(A> — V/—6B)x,

el cociente de E por (0,0). Luego, E y E? son iségenas. Por lo tanto, E es una Q-curva definida sobre

Q(v=6,v~-2).

Teorema (Ribet)
Para toda Q-curva existe un twist tal que la representacion asociada desciende a Q.
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Sea ¢ el caracter correspondiente a la extensién Q(+/—3)/Q y sea ©_» el caracter correspondiente a la
extensién Q(v/—2)/Q
Teorema (Pacetti - V.T.) -
Existe un caracter de Hecke x : Galx — Q tal que:
1. x* =€ como caracteres de Gal,
2. x solo ramifica en el primo arriba de 2,
3. "x = x - ¥—_2 como caracteres de Gali.

Teorema (Pacetti - V.T.)
La representacion pe,, ® x desciende a una representacion (de dimension 2) de Galg, adjunta a una

forma nueva de tipo (N, k,e) con k =2, € como antesy N =2°¢-3- Hq q"aNe) e =8 9.

(3)

Teorema (Ellemberg)
Si K es cuadratico imaginario y E es una Q-curva sin CM, entonces existe Nk tal que si p > Nk la

representacion pg , es suryectiva.
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x* + 6y? = zP, bajada de nivel

Como existe g 1 6 tal que E tiene reduccién multiplicativa en g, tenemos bajada de nivel e imagen

grande.

Luego, por el teorema de baja de nivel, existe f € S;(n, ), donde n = 2° - 3, tal que

PEp = prxp @ XL (méd p).

Teorema (truco de Mazur)
Sea f € S(n,e) tal que pep = prk.p @ X * (Mbd p). Sea q # p primo tal que q 1 n. Sea

N(aq(E)x(q) — 24(F)) SiAY 168220 (msda)y () =1,
B(q,f) = { N(ag(f)* — aq(E)x(q) — 2qe(q)) si A*+6B>#0 (méd q) y (%ﬁ) =1,
N(e(q)(q +1)* — aq(g)?) siA'+6B°=0 (méd q).

Entonces p | B(q, f).
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Calculando

C(a.8)= [[ Blae)
(A,B)EF?
(A,B)#(0,0)

vamos a poder dar una cota para p (si tenemos suerte).
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(4) Eliminacién de las posibles formas:

Calculando
C(a.8)= [[ Blae)
(A,B)EF?
(A,B)#(0,0)
vamos a poder dar una cota para p (si tenemos suerte).
e El espacio $;(28 - 3) tiene 10 formas (clases de conjugacién). Seis de ellas tienen CM. Computando

C(5, f) puedo descartar a todas (las que no tienen CM) para p > 7.
e El espacio $;(2° - 3) tiene 13 formas (clases de conjugacién) de las cuales 3 tienen CM. Nuevamente,
calculando C(q, f) para g = 23,29, 31 podemos eliminar todas las formas para p > 19.

Teorema (Pacetti - V.T.)
Sea p > 19 un nudmero primo. Entonces no existe solucién primitiva no trivial de la ecuacién

x' 4+ 6y° = 2.

Observacion
Cudndo usamos qué ABC # 0 11777
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Teorema
Sea 1 < d < 7. Entonces existe Ny tal que si p > Ny entonces no existe solucion primitva no trivial de

la ecuacion
4 2
X' +dy” =2°

Demostracion.

e d = 1: Ellemberg.

e d =2, 3: Dieulefait, Jiménez-Urroz. Ademas, dieron la curva eliptica que hay que tomar para un d
genérico (libre de cuadrados).

e d =5,6,7: Pacetti, V.T. O
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Si consideramos la ecuacién x> + 5y% = z”, ya no podemos usar el resultado de Ellemberg.

Teorema (Pacetti-V.T)
Si (A, B, C) es una solucién tal que C es soportado en 2 y 3 entonces existe My tal que la

representacion pe, ,,» €s absolutamente irreducible para todo p > Mk.
Luego, nuevamente tenemos garantizada la bajada de nivel.

i Cémo eliminamos las formas con CM?
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Recordemos que en el 2012 Bennet y Chen resolvieron la ecuacién x> + y® = z". En el 2020,
Koutsianas demostré que la dnica solucién (no trivial) de x?2+3y® =2z"paran>3es
(A, B, C,n) = (£47,1+2,£7,4).

Dada una solucién de la ecuacién x* + dy® = z° podemos considerar la curva
Ep) ¥y +6BvV—dxy —4d(A+ B*V—d)y = x°
con discriminante A = —283%d*CP(A + B®/—d)? y razonar de manera analoga.

Observacion
El hecho de que tengamos todas las herramientas para seguir los dados no nos garantiza

el éxito. A saber, pudimos probar la no existencia de soluciones para d = 2,3,6 pero no para d = 5,7.



iMuchas gracias!
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