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Funciones zeta de cuerpos de números y equivalencia aritmé�ca

La función zeta de Dedekind de un cuerpo de números K es la función compleja
ζKpsq :“

ÿ

0‰IďOK

1
}I}s definida para Rpsq ą 1. La función ζKpsq es holomorfa y se ex�ende

a una función meromorfa en C con un polo simple en s “ 1.
Teorema (Producto de Euler)

ζKpsq “
ź

P

p1´ }P}´sq´1

En otras palabras, el orden maximal OK es un dominio de Dedekind residualmente finito.
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Teorema (Class # formula)
El residuo de ζKpsq en el polo s “ 1 es

2rkp2πqsK hKRK

wpKq|dK|
1{2

• dK es el discriminate de K• rk es el número de inmersiones reales y sk el número de pares complejas.• wpKq es el tamaño de la torsión de O˚K, i.e., el número de raı́ces de la unidad en K• hK es el tamaño del grupo de clases de K• RK es el regulador de K.
Teorema (Class # formula II)
La función ζKpsq �ene un cero de orden r “ rK ` sK ´ 1 en s “ 0 y

lim
sÑ0

ζKpsq
sr “ ´

hKRK

wpKq
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En principio la fórmula de clases combina muchos invariantes ar�mé�cos de K, entonceses natural preguntarse
Pregunta
¿qué información de K se puede obtener de su función zeta?

Definición
Dos cuerpos de números K y L se llaman aritmé�camente equivalentes si sus funciones

zeta de Dedekind ζKpsq “
8
ÿ

n“1

anpKq
ns y ζLpsq “

8
ÿ

n“1

anpLq
ns coinciden.

anpKq “ #tI ď OK : }I} “ nu.
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Observación
Los cuerpos K y L son A.E si y sólo si anpKq “ anpLq para todo n. De hecho es suficiente
verificar la igualdad para n potencia de primo

appKq, ap2pKq, ...

La primera afirmación se sigue induc�vamente; por ejemplo a1pKq “ 1 “ a1pLq y
a2pKq “ lim

sÑ8
2s pζKpsq ´ a1pKqq “ lim

sÑ8
2s pζLpsq ´ a1pLqq “ a2pLq.

La segunda afirmación se �ene gracias a que la función
n ÞÑ anpKq

es mul�plica�va.
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Observación
Para todo primo p se �ene que appKq ď rK : Qs. Más aún, la igualdad se ob�ene si y sólo
si p se rompe completamente en K.

Las observaciones que tenemos hasta ahora nos permiten concluı́r:
Proposición
Si K y L son A.E entonces comparten grado, clausura de Galois, signatura, discriminante.

Si p se rompe en K, rK : Qs “ appKq “ appLq ď rL : Qs.

recordemos
dos cuerpos de números �enen la misma clausura de Galois si y sólo si el conjunto deprimos racionales que se rompen en ambos cuerpos es el mismo
Un cuerpo de números K es llamado solitario o aritmé�camente solitario si todo cuerpoaritmé�camente equivalente a K es un conjugado de K.
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Un cuerpo de números K es llamado solitario o aritmé�camente solitario si todo cuerpoaritmé�camente equivalente a K es un conjugado de K.



Observación
Para todo primo p se �ene que appKq ď rK : Qs. Más aún, la igualdad se ob�ene si y sólo
si p se rompe completamente en K.

Las observaciones que tenemos hasta ahora nos permiten concluı́r:
Proposición
Si K y L son A.E entonces comparten grado, clausura de Galois, signatura, discriminante.

Si p se rompe en K, rK : Qs “ appKq “ appLq ď rL : Qs.

recordemos
dos cuerpos de números �enen la misma clausura de Galois si y sólo si el conjunto deprimos racionales que se rompen en ambos cuerpos es el mismo
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En otras palabras K es solitario si ζKpsq es un invariante completo de K.
Corolario
Sea K un cuerpo de números de grado n y sea G el grupo de Galois sobre Q de su clausura
de Galois. En cualquiera de los siguientes casos K es solitario.

• n ď 3.
• G – Sn, n ‰ 6.
• El discriminante de K es fundamental.

Lo anterior es sólo un caso par�cular de un resultado de Robert Perlis

Teorema (Perlis,73)
El cuerpo K es solitario para cada una de las siguientes situaciones

• n ď 6.
• G – Sn,An.
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Muchos de los invariantes que aparecen en la class # formula pueden ser obtenidos apar�r del conocimiento de la función zeta.

Teorema (Perlis,73)
Si K y L son A.E,

1. rK : Qs “ rL : Qs.
2. signpKq “ signpLq.
3. DiscpKq “ DiscpLq.
4. K y L �ene la misma clausura de Galois.
5. K y L �enen el mismo Galois core (la maxima extension de Galois contenida en K.)
6. O˚K – O˚L , en par�cular wpKq “ wpLq.
7. hpKqRpKq “ hpLqRpLq.
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Definición
El K-�po ar�mé�co de un primo racional p es la tupla

AppKq “ pf1, ..., fgq

de grados residuales p in K, escritos en forma ascendente.

8
ÿ

n“1

anpKq
ns “ ζKpsq “

ź

P

p1´ }P}´sq´1 “
ź

p

g
ź

i“1

p1´ p´sfiq´1.

Para un primo p fijo lo anterior se puede resumir en iden�dad combinatórica
8
ÿ

m“0

apmpKqTm “

g
ź

i“1

8
ÿ

d“0

Tdfi .
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Theorem (Perlis, 73)
Sea N el compositum de las clausuras de Galois de K y L, y sea G “ GalpN{Qq. Las
siguientes son equivalentes:

1. ζKpsq “ ζLpsq

2. Para casi todo primo p los �pos aritmé�cos

AKppq “ ALppq

3. Los cuerpos K y L son A.E si y sólo si los subgrupos H1 :“ GalpN{Kq y H2 :“ GalpN{Lq
son cuasiconjugados en of G, i.e., para toda clase de conjugación C of G

#pC X H1q “ #pC X H2q.

Acá para casi todo quiere decir que la densidad del conjunto en que coinciden es 1.



Sea p un primo racional y Dp ď G es su grupo de descomposición. La caracterización entérminos de teorı́a de grupos se ob�ene del teorema de densidad de Frobenius usandoque
#pH1zG{Dpq “ g

y que cada co-conjunto �ene tamaño p#H1qfi.



La condición grupo teórica de Perlis puede ser expresada en términos de equivalencias derepresentaciones ya que si χj es el caracter de la representación IndG
Hi

1Hi entonces
χjpCq “ #pC X Hiq

#G
#C#Hi

.

N

G

H1“GalpN{Kq H2“GalpN{Lq

K L

Q

por tanto H1 y H2 son cuasiconjugados si y sólo si IndG
H1

1H1 – IndG
H2

1H2 .
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Analogı́a con curvas racionales

Sea E{Q una curva elı́p�ca, LpE, sq “
8
ÿ

n“0

anpEq
ns su L-func�on y sea ` un primo. Sea

T`pEq :“ lim
ÐÝ

m
Er`ms – Z2

` el módulo de Tate `-ádico y sea ρE,` : GQ Ñ GL2pZ`q su
correspondiente representación `-ádica. El teorema de la isogenia implica que para todopar de curvas elı́p�cas E,E1

(i) Para casi todoa primo ` las representaciones ρE,` y ρE1,` son conjugadas.
(i) Para casi todo primo ` existe un Z`-isomorfismo T`pEq – T`pE1q de GQ-módulos.

(ii) Para casi todo primo p, appEq “ appE1q.

(ii) Para casi todo primo p, las curvas E and E1 �enen el mismo número de Fp puntos.
(ii) LpE, sq “ LpE1, sq.

aequivalentemente: existe un primo `
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¿ Cuál serı́a el enunciado análogo para la función zeta de Dedekind ζKpsq?

¿ qué necesitamos?
• La función ζKpsq deberı́a jugar el papel de la L-func�on de la curva.
• La representación ρE,` debe corresponder a una representación ρK.
• El módulo `-ádico de Tate debe corresponder an GQ-module TK.
• El número de Fp puntos sobre la curva E corresponde al número de Fp puntos sobrela curva SpecpOKq.

¿ qué queremos?
(i) Las representaciones ρK y ρL son conjugadas.
(i) Existe un isomorfismo TK – TL de GQ-módulos.

(ii) Para casi todo primo p, appKq “ appLq.

(ii) Para casi todo primo p, las curvas SpecpOKq y SpecpOLq �enen el mismo número de
Fp puntos.

(ii) ζKpsq “ ζLpsq.
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(ii) Para casi todo primo p, appKq “ appLq.

(ii) Para casi todo primo p, las curvas SpecpOKq y SpecpOLq �enen el mismo número de
Fp puntos.

(ii) ζKpsq “ ζLpsq.
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Sea K un cuerpo de números de grado n y sea EmbpKq el conjunto de sus inmersionescomplejas. El grupo absoluto de Galois GQ actúa con�nuamente sobre EmbpKq vı́acomposición. Tal representación GQ : πK Ñ Sn, compuesta con la representación depermutación natural ιn : Sn Ñ GLnpCq, produce una representación de Galois
n-dimensional

ρK : GQ Ñ GLnpCq.

En otras palabras, tenemos el GQ-módulo TK :“
à

σPEmbpKq

Cσ con la acción of GQ definida
en cada elemento de la base como composición.
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Teorema (El que querı́amos)
Sean K, L dos cuerpos de números. Las siguientes son equivalentes:

(i) Las representaciones ρK y ρL son conjugadas.
(i) Existe un C-isomorfismo TK – TL de GQ-módulos.

(ii) Para casi todo primo p, appKq “ appLq.

(ii) Para casi todo primo p, las curvas SpecpOKq y SpecpOLq �enen el mismo número de
Fp puntos.

(ii) ζKpsq “ ζLpsq.

Corolario
Dos cuerpos de números K y L son A.E si y sólo si para casi todo primo p

#tf P AKppq | f “ 1u “ #tf P ALppq | f “ 1u.
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El punto central detrás de la analogı́a es que tanto ζKpsq como LpE, sq son L-funciones derepresentaciones de Galois de GQ

ζKpsq “ LpρK, sq y LpE, sq “ LpρE,`, sq

más aún
TracepρKpFrobpqq “ appKq “ #SpecpOKqrFps

TracepρE,`pFrobpqq “ appEq “ 1` p´#EpFpq.

detpX ´ ρKpFrobpqq “

g
ź

i“1

pXfi ´ 1q.

detpX ´ ρE,`pFrobpqq “ X2 ´ appEqX ` p.
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Los resultados acerca de A.E pueden ser expresados de manera cohesiva en términos dela representación ρK.

Invariantes de la representación ρK

• degpρKq “ rK : Qs
• Trace pρKpτqq “ rK, donde τ P GQ es conjugación compleja.
• ConductorpρKq “ DiscpKq

• QKerpρKq
“ rK, la clausura de Galois de K.
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• Suponga que N{Q es de Galois con grupo de Galois G tal que rK ď N, sea
H “ GalpN{Kq y n “ rK : Qs. Entonces si

ĄρK,H : G Ñ GLnpCq

es la representación obtenida al restringir a N, i.e., ResQN ˝ ρK “ ĄρK,H entonces
ĄρK,H – IndG

H1H.

GQ
ρK //

ResQN ����

GLnpCq

GalpN{Qq
ĆρK,H

99



¿qué cosas nuevas podemos encontrar usando esta analogı́a?
Dada una representación de Ar�n ρ : GQ Ñ GLnpCq, con L-función de Ar�n Lpρ, sq, su
L-func�on completa se define como

Λpρ, sq :“ Apρqs{2L8ps, ρqLps, ρq,

donde Apρq es el conductor de Ar�n, y L8pρ, sq un factor que depende del valor de ρ enconjugación compleja.

La L-función completa sa�sface la ecuación funcional
Λpρ, sq “ WpρqΛpρ_, 1´ sq,

donde ρ_ es la representación dual y Wpρq es un complejo unitario llamado el número de
raı́z de ρ. Gracias a Deligne el número de raı́z puede ser escrito como un producto de
números de raı́z locales Wpρq “

ź

p

Wppρq. Los números Wppρq son complejos de
magnitud igual a 1, más aún Wppρq “ 1 si ρ es no ramificada en p.
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Λpρ, sq “ WpρqΛpρ_, 1´ sq,

donde ρ_ es la representación dual y Wpρq es un complejo unitario llamado el número de
raı́z de ρ. Gracias a Deligne el número de raı́z puede ser escrito como un producto de
números de raı́z locales Wpρq “

ź

p

Wppρq. Los números Wppρq son complejos de
magnitud igual a 1, más aún Wppρq “ 1 si ρ es no ramificada en p.



En el caso de la representación ρK, asociada al cuerpo de números K, se �ene que
• ApρKq “ |DiscpKq|

• WpρKq “ 1.
• L8ps, ρKq :“ Γr1

R psqΓ
r2
C psq donde ΓR “ pπq

´s{2Γ
´ s

2

¯

and ΓC “ 2p2πq´sΓpsq.

• ρK “ ρ_K

Definición
Sea K un cuerpo de números y sea p un primo, incluyendoa p “ ´1. Llamamos a WppρKq

el número de raı́z local de K en p.
aJ. Conway denotaba el primo infinito por p “ ´1.



Definición
Dos cuerpos de números K y L son llamados débilmente aritmé�camente equivalentes si
se cumplen las siguientes:

• Comparten el grado y los primos que ramifican
• para todo primo p que ramifica en cualquiera de los cuerpos los p-factores de sus

funciones zeta son iguales ,i.e.,

LppρK, sq “ LppρL, sq.

Observación
La noción de D.A.E es mucho menos restric�va que la de A.E. Por ejemplo, existen parejas
de cuerpos de números D.A.E no conjugados que cumple cualquiera de las siguientes:

• Extensiones de Galois de Q.
• Tienen discriminante fundamental.
• Tienen grado menor a 7.
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Teorema (MS, 2015.)
Sean K, L cuerpos de números que son D.A.E y sin ramificación salvaje. Suponga que
cualquiera de las siguientes es valida

(a) Tienen discriminante fundamental.
(b) Extensiones de Galois de Q.
(c) Tienen grado menor o igual a 3.

Entonces, K y L �enen el mismo número local de raı́z para todo primo p.

Theorem (Rohrlich, 93)
Sean E{Q, E1{Q dos curvas elı́p�cas semistables con ramificación mala en el mismo
conjunto de primos. Suponga que para todo primo malo p, los p-factores de LpE, sq y
LpE1, sq coinciden. Entonces, para todo primo p, E y E1 �enen los mismos números locales
de raı́z

WppEq “ WppE1q.
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Sea K un cuerpo de números de grado n y sea πK : GQ Ñ sn la representación depermutación sobre TK Los morfismos estándar
i : sn ãÑ GLnpCq and j : sn ãÑ OnpQq

inducen mapeos i˚ and j˚

H1pQ,OnpQqq

H1pQ, snq

j˚

OO

i˚ // H1pQ,GLnpCqq

• La L-función de Ar�n asociada a ρK “ j˚pπKq es ζKpsq.• La forma cuadrá�ca racional asociada a i˚pπKq es la forma traza racional de K.
x , y : K ˆ K Ñ Q

px, yq ÞÑ TrK{Qpxyq
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Theorem (Perlis, 73)
Sean K y L dos cuerpos de números. Las siguientes son equivalentes:

1. ζKpsq “ ζLpsq

2. Para casi todo primo p, AKppq “ ALppq.

Acá para casi todo quiere decir que la densidad del conjunto en que coinciden es 1.
Theorem (MS, 2020)
Sean K y L dos cuerpos de números de grado n. Las siguientes son equivalentes:

1. ζKpsq “ ζLpsq

2. El conjunto de los primos p tales que AKppq “ ALppq �ene densidad mayor que
1´ 1

4n2 .
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¡Gracias!


