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Ques




Functiones L de Dirichlet

00 -1
L(s,x) = Z X,(:) = H <1 — Xéf)) Re(s) > 1,
n=1 p primo

donde x es un cardcter de Dirichlet médulo d.

Si x no es principal, L tiene una continuacién analitica a C y verifica una
ecuacién funcional s +— 1 —s.

Hipdtesis de Riemann Generalizada: Los ceros de L(s, x) tales que
0 < Re(s) < 1 satisfacen Re(s) = 1.
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Valores centrales de funciones L

f= objeto aritmético, L(s, ) funcién L-asociada.

A(s, f) = weN(1 — s, F), lesl| =1, f objeto dual.

N -

punto central =

Filosofia general: L(%, f) = 0 por una razén profunda o una razén trivial
como que f = f,wr = —1.

Si x es un caracter de Dirichlet (cuadratico), la conjetura de Chowla
predice que

L(%, X) ?é 0. Universite thh

de Montréal
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Momentos de funciones L de Dirichlet

Los momentos

S L)

x mod d
d<X

(donde la * indica caracteres primitivos) estdn asociados con resultados de
no anulacién.

Aplicando Cauchy-Schwartz,

Z*X mod d L (%7)() <

d<X
/2

B 1/2 1
(Z XmoddL(;’X)2) <Z Xmodd]') (#{XmOddadngL(%v)
d<X d<X
2
Z XmOd dL(é,X)) Univcrsilc’f“’l

* (
#{xmod d,d < X,L(3,x) #0} > ==X L,
1
E x mod d L(3:X)
d<X
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Momentos de funciones L de Dirichlet primitivas

Usando la teoria de matrices aleatorias, Keating and Snaith (2000)
conjeturaron que

* k k(k+1)
> LG~ aX(logX) 2 .
x mod d
x*=x0, d<X

k =1 Jutila (1981)

k = 2 Jutila (1981), Soundararajan (término principal secundario,
2000)

k = 3 Soundararajan (2000), Diaconu, Goldfeld, Hoffstein (2003)

@ k =4 Shen (2019+, asumiendo HRG) usando ideas de Soundararajan
y Young (2010).
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Momentos regularizados

@ Selberg utilizd momentos regularizados para probar que una
proporcién positiva de ceros de ((s) estan en la linea critica
Re(s) = 1.

@ Soundararajan (2000) utilizé momentos regularizados para probar que
al menos 7/8 de los L(3, x) no se anulan (caso cuadratico).

Idea: 0
M(x) ~ 20

se comporta “como L(27X) 1

S LR OM(X) ~aX

x mod d
x?=xo0, d<X
*
> LG )M ~eX e b
e Ocllix | SR
x*=x0,d<
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Momentos con caracteres cubicos

o Conjetura (Conrey-Farmer-Keating-Rubinstein-Snaith (2005))
* k
Y LG ~aX.

x mod d
x*=x0, d<X

@ Q (caso no Kummer),

#{x (mod d) : x> =x0, d < X}* ~ CX
Baier & Young (2010)
primer momento ~ cX

@ Q(&3) (caso Kummer, funciones L de Hecke),

#{x (mod d) : x> = x0, N(d) < X}* ~ CXlog X
Luo (2004)

primer momento ~ cX para una familia delgada.
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Cuerpos de funciones

Sea g una potencia de un primo impar, [F, el cuerpo finito de g elementos.

Cuerpos de niimeros

Q

Z

p primo positivo

Fqo(T)

Fq[T]

Cuerpos de funciones

< P(T) polinomio ménico irreducible

ol = [Z/nZl =neN o |F(T) = [FTI/(F(T))] = q*5"

Hipdtesis de Riemann ® >

1 = q"
Co(s) = Z IFF I -

FeF,[T]

ns
n=0 q

F mdnico
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Funciones L de Dirichlet L-functions sobre cuerpos de
funciones

Un caracter de Dirichlet es un morfismo
v i FITI/(D(T)) — T
extendido a [F[T] por periodicidad y con la condicién que
X(A) = 0 cuando (A, D) # 1.

La funcién L de Dirichlet es

by ZnsZ

f ménico n= 0 deg f=n

Florea, David, Lalin* (U de M - CRM) La no anulacién de funciones L cibicas 9 de julio, 2020

Université r“\

de Montréal

kkkkkk



Funciones L de Dirichlet L-functions sobre cuerpos de
funciones

Si u = g~*, podemos escribir
Lis,x)=L(u,x) = > x(Au*eD =T @ —x(P)uteP)L.
f ménico Pirreducible

Si h es el conductor de Y,
@ L(u,x) es un polinomio de grado < deg(h) — 1.

@ Satisface una ecuacién funcional. Si x es impar:

L(u, x) = w()(vVau)*eP L2 %),

o Los ceros no triviales estdn en la circunferencia |u| = = vunersie b

NG

de Montréal
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Momentos de funciones L de Dirichlet cuadraticas sobre
cuerpos de funciones

Andrade y Keating (2014) conjeturaron

* k
Y LEX) ~ ETP(2g + 1),

X*=xo
género(x)=g

donde Py es un polinomio de grado
Lo probaron para k = 1.

k(k+1)
=5

Florea (2017, varios articulos) encontré el término de segundo orden para
k =1y probd casos para k = 2,3, 4.

Bui y Florea (2016) probaron la no anulacién para > 94%. Usando
densidad de nivel uno (estudiando ceros en la familia de funciones
que estan cerca de 1/2.) Unerte

de Montréal
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La no anulacién de funciones L cibicas 9 de julio, 2020 11/31



Caracteres cubicos sobre cuerpos de funciones (caso
Kummer)

Sea ¢ =1 (mod 3) impar y fijemos
Q : raices de la unidad en C* — raices de 1 en IFZ.

Para P ménico irreducible y f € F[T] tales que P { f, definimos

qdeg(P) 1

f—3 =Qa) (modP) xp(f) =«

y para P | f,
xp(f) =0.
Si @ =Pt P, el simbolo de Jacobi es
: th
xq(f) = H xp;(f)e. Ui i
=1 € cone
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Caracteres cubicos sobre cuerpos de funciones (caso no
Kummer)

Sea ¢ =2 (mod 3) impar y fijemos

Q : raices de la unidad en C* — raices de 1 en IE"C‘Ig.

Para P ménico irreducible de grado pary f € Fg[T] tales que P 1 f,

definimos
qdeg(P)71

f—3 =Qa) (modP) xp(f) =«

Escribimos P = 77 en F2[T], y obtenemos xr, xs caracteres en F2[T].
Entonces

XP = Xn|F,[T]:

H Univcrsilc’fH’l
Se extienden como antes... de Montréal
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Primeros momentos de funciones L clbicas sobre cuerpos
de funciones

Teorema (David, Florea, L. (2019+))
Sea q una potencia de un primo impar tal que g =2 (mod 3). Entonces
> L) = A+ 0 (g ).
X clbico
género(x)=g
Teorema (David, Florea, L. (2019+))

Sea q una potencia de un primo impar tal que g =1 (mod 3). Sea x3 un
cardcter cubico fijo de Iy,

S L) = Cggttt + GgE T 4 0 (ng‘*ﬁ“g) :
X cubico
género(x)=g
Xlrr=x3
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No anulacién para funciones cibicas

@ Usando cotas superiores del segundo momento, la no anulacién es
> ¢8(179) para los y ctibicos primitivos de género g.

@ Ellenberg-Li-Shusterman (2019+) usaron geometria algebraica para
probar no anulacién para > & /g'/?.

@ La densidad de nivel uno no da una proporcién positiva de no
anulacién.

Teorema (David, Florea, L. (2020+))

Sea q una potencia de primo impar tal que g = 2 (mod 3). El nimero de
caracteres ctibicos primitivos x de conductor de grado g sobre Fq[T] tal
que L(%,X) #+ 0 es > cq®, donce c > 0 es explicita.
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Estrategia general

o Calcular el segundo momento es una pregunta abierta. Hay que
acotarlo.

Y LGoM(x) ~Bigf,
X cubico
género(x)=g

> LG )M <Bygé.
X cubico
género(x)=g

o Cauchy-Schwartz da

S gfqg.

2

X cubico Universite thh
género(x):g de Montréal
L(5,X)#0 § Sitcnecnr:
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La cota del segundo momento regularizado

Buscamos N
> LG M) < Bage.

X clbico
género(x)=g

El método para encontrar la cota depende de trabajos de

@ Soundararajan (2009): cota superiores casi estrictas para momentos
de ((s) (assumiendo HR).

e Harper (2013+): cotas superiores estrictas para momentos de ((s)
(asumiendo HR).

o Lester & Radziwitt (2019+): cotas superiores estrictas para
momentos regularizados en la familia de torsiones cuadraticas de
modular forms (asumiendo HRG). Universite

de Montréal
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.
Acotar la funcién L

Una version para cuerpos de funciones de un teorema de Soundararajan

(2009), Bui, Florea, Keating, Rodity-Gershon (2019): Acotar log|L(3, x)|
por un polinomio de Dirichlet corto.

log |L(3,x)| < Z Re(x(P))(N — deg(P))

1, 1

deg(P)<n |27 VeEe

R P))(N — 2deg(P
S e(x(P))( 1+;g( ))+i+o(1)7
deg(P)<N/2 2N|P|"" Wioga
Digamos N ~ &5,
{(x(P))a(P, N
IL(3.X)| < exp Z Re(x(P))a(P, )+cosas chicas | . merc dh

1
deg P<N |Pl|2
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La construccién del regularizador

Utilizando la cota s
t —£/2 -
e <(l1+e )Z 5

s</

para t < £/e? y { par, conseguimos sumas que parecen

)

3 x(F)v(f)

1
plr=degP)<n ]2
Q(f)<e

donde v est una funcién multiplicativa definida como v(P?) = % y Q(f)
es el nimero de factores primos de f con multiplicidad.

Esto lleva a AE W)
0 x(f)v
M(x)“= S S
P|f=deg(P)<N HE e
Q(f )S/ de Montréal

donde A(n) = (—=1)*") es la funcién de Liouville.
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El segundo momento regularizado

Con esta construccidon

> LG X)M(X))? < g8 (log g)°M).
X cubico

género(x)—g

Si repartimos los primos en dos intervalos (segun el grado)

bh=(0,-2-]  h=(-2_n|
log g log g

Iy es problematico, pero al ser mas corto, podemos calcular mas
momentos, entonces,

> LG IPIMO)P < ¢ (loglogg)®™.

X cubico de Montréal
género(x)=g
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|deas de la prueba

Siguiendo a Lester y Radziwit(2019+), tomamos

IO - (07 g00]7

donde

%= (log gy

(log g)'9%

ll — (g007g01]7 ey IJ = (geJ—hgeJ]a

S =2 [07%°], j=

y J =~ log “=5595—- Definimos

Florea, David, Lalin* (U de M - CRM)

W= 3 M)

1
P|f=Pecl; |£]2
Q(f)<¢;
J
M(x) =[] M%)
j=0
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El primer momento regularizado

Para encontrar el primer momento regularizado hay que evaluar

S LG 0x(h)
X cubico

género(x)=g

donde h es un polynomio (de grado bajo) que viene del regularizador (de
corta longitud).

Université r“\
de Montréal

§ conrar

Mo Q

Florea, David, Lalin* (U de M - CRM) La no anulacién de funciones L cibicas 9 de julio, 2020 22/31



Caracteres cubicos sobre cuerpos de funciones (caso no
Kummer)

Sea g =2 (mod 3) impar y fijemos

Q : raices de la unidad en C* — raices de 1 en IF‘ZQ.

Para P ménico irreducible de grado pary f € Fg[T] tales que P { f,

definimos
qdeg(P)71

f—3 =Qa) (modP) xp(f) =«

Escribimos P = 77 en F2[T], y obtenemos xr, x# caracteres en [F o[ T].
Entonces

XP = Xn

Fq[T]'
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Etapa inicial (caso no Kummer)

{caracteres ctibicos primitivos sobre Fq[T]}

)

{simbolos de résiduos cibicos xr(h) = (%)3 , F € F2[T] libre de cuadrados,

P|F=P¢F[T]}

ST o= Y o).

X cubico FEFqg [T]
género(x)=¢ libre de cuadrados
deg(F)=g/2+1
P‘ F:> Pg]Fq [ T] Université r“\

de Montréal
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Ecuacién funcional aproximada

L¥(s,x) = w(x)gEE " (1 - 5,%),

g =2 (mod 3):
ZXW principal wasdual
1 _ xr(h) x(f)
LGxr) = 2. aaa v 2 amn
heFy[T] h€EFG[T]
deg(h)<A deg(h)<g—A—1
1 x(f) w(x) x(f)
+ Z deg(f)/2 + Z deg(f)/2"
L=Va S a0 1-ve Sy e
deg(h)=A+1 deg(h)=g—A Universite rh
s
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El término principal

Si f =(,
rincipal = F =
Sprincip —~ fﬂ 0 (F.f)#1.
B 1
- Z Z q3deg(k)/2
=8 FeF 2[T] keFq[T]

libre de cuadrados deg(k)<A/3
deg(F)=g/2+1 (k,F)=1
P|F=P¢F4[T]

=Mgq® + ng*%\ +0 <qg’§> usa la férmula de Perron (residuo).

1 ~ . Université oh
E < cota de Lindelof (consecuencia de HR). de Montréal
e | SRS
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.
El término dual

_ XF(fh?)
R SR SR
FEF o[T] FEF[T]
libre de cuadrados deg(f)<g—A-1
deg(F)=g/2+1
P|F=P¢gF4[T]

Sia€Fq((#)), definimos,

2mitr(a) . 31
e(a)=e » ,S|a:---+7+...

La suma de Gauss

G(V.F)= > xr(a)e <3FV>

amod F

Université r“\
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Cubic Gauss sums

Necesitamos entender

1

—£-1 2

g5 Z T Z Gg2(fh*, F)
FEF[T] FEF [T]

deg(f)<g—A-1 libre de cuadrados
deg(F)=g/2+1
P|F=PgF4[T]
(F,fh)=1
Las sumas de Gauss ciibicas cumplen:

@ Son ‘“casi” multiplicativas. Si (Fi, F) =1,
G(V.FiF2) = G(V,F1)G(V, R2)xF, (F).

@ Hoffstein (1992) y Patterson (2007) estudiaron su funcion generatriz.

\Uf(U) — Z G(f7 F)udegF Universite rh
F

de Montréal
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Ideas in the proof - la funcién generatriz de las sumas de
Gauss cubicas

@ Ecuacién funcional
Ve(u) «— W ! (s 2—5)
u PR R
f f 2u

@ Polos en 13 = %.

p(f) =Ress_1 We(u)

_1
e

o Identidades que permiten deducir p(f) de la factorizacién de f.

Empleando la férmula de Perron (teorema del residuo)

Sdual = —ng_é + O, (q%g_g,q " q%g>

Université r“\
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Juntando cosas

Sprincipal :ng + ng_g +0 <qg_%‘ + C]Afg ~g>

Sdual = - ngié + Og (q%gi%A + q%g)

. g
Si tomamos A = 34g, entonces O (q 8g+€g>.

Université r“\
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Una constante explicita (ligeramente chica)

Teorema (David, Florea, L. (2020+))

Sea q una potencia de primo impar tal que g =2 (mod 3). Entonces

2

# {X, ctibico, género(x) = g, L %,X) + O}*

> 0.47¢ "
#{x, cubico, género(x) = g, }* - €

iMuchas gracias por su atencion!
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