Representaciones de Galois de curvas
superelipticas sobre cuerpos locales

Angel Villanueva
Universidad Nacional de Cuyo

LATeN 2020
2 de Julio de 2020



Consideramos O un anillo de valuacién discreta, 7 un
uniformizador local, K su cuerpo de fracciones y k su cuerpo
residual de caracteristica p (K = Qp).

Definition

Una curva supereliptica o n—ciclica es una curva obtenida por un
cubrimiento ciclico de P1. Estan dadas por una ecuacién de la
forma

C:y"="f(x)
donde f(x) € O[x], Disc(f(x)) # 0.



Queremos entender las representaciones de Galois de curvas sobre
cuerpos globales.

Si C es una curva supereliptica sobre un cuerpo de nimeros,
mirando las diferentes completaciones podemos calcular todas las
representaciones de Weil-Deligne y en particular las L—series
locales y el discriminante de la representacion.

Hay muchos resultados en la literatura en este sentido. Intentamos
relacionar resultados de [BW17] con la nocién de cluster
introducida por [DDMM18] para obtener informacién sobre
algunos invariantes (e.g. los L—factores locales, la imagen de la
inercia, el conductor, etc).



Modelo estable de P?

Sea R el conjunto de raices de f(x). Consideramos las siguientes
extensiones K C Ki = K[R] C K = Ki[en, V7], donde 7 es un
uniformizador local de Kj.

Vamos a suponer K = Kj, (en particular f(x) factoriza sobre K).

En [BW17] y [DDMM18] dan el siguiente algoritmo para construir
el Ginico modelo semiestable (X, D) de la curva marcada (P, D),
donde

gy fIe] s deg(r(x)
b= ;z[ I+ {(Z) si n| deg(f(x))

El modelo semiestable de C puede obtenerse del cubrimiento ciclico
de grado n (es la normalizacién de X" en el cuerpo de funciones de

0).



Sea T el conjunto de triplas de distintos elementos de Supp(D). Si
t=(a,b,c) €T sea

la funcién coordenada que manda (a, b, ¢) a (0, 1, c0).

Se define una relacién de equivalencia en T: dado t1,t € T,
t] ~ ty si @, © <pt_11 se extiende a un automorfismo de P, (i.e.
corresponde a una matriz en PGL»(0O)).

El modelo semiestable X’ consiste de una componente (linea
proyectiva) por clase de equivalencia. Ademas, la fibra especial X
de X es un arbol de rectas proyectivas.



Example
Sea C/Qp la curva supereliptica dada por la ecuacién

Cy® = x(x—p?)(x—p)(x—p—p?)(x—2p)(x—2p—p?) (x—1)(x—1—p)(x—1-2p)

Entonces R = {0, p%, p,p+ p*,2p,2p + p>, 1,1+ p,1+2p} y
S =R U{o0o} (pues 6 tdeg(f)).

Decimos que una terna (a, b, ¢) estd ordenada si
v(b—c)=v(a—c) <v(a—b). Ysi(a,b,c) estd ordenada,
llamamos radio a p = v(a— b).

Se tiene (a,b,c) ~ (a',b/,c’) siysblosi v(a—b) =v(a —b')=p
ya=b=a =0b (mod 7).
Toda terna ordenada (a, b, ¢) es equivalente a (a, b, c0).



En nuestro caso, tenemos

X —
to=(0,1,00), o =x  t3=(p,p+p>,00), x3= P

p2
X x—2
t1 = (0)pvoo)a X1 = E ty = (2p7 2P+ P2700)a X4 = p2 P
X x—1
t2:(0,P2,OO), X2:? t5:(1,1+p,00), X5 = p

Entonces la fibra especial de X' se ve asi
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Clusters

Definition

Un cluster es un subconjunto de R de la forma s = D(z,d) 'R
para algin disco D(z,d) = {x € K: v(x —z) > d} donde z€ K y
deqQ.

Un cluster propio es un cluster con mas de un elemento.

Denotamos CI(R) al conjunto de clusters propios de R.

Definition
Si 5,5 son clusters con s/ C s un subcluster maximal, decimos que
s’ es un hijode s y s el padre de s'.

A un cluster propio s asociamos su profundidad
w(s) =min{v(z —t): z,t € s}.



En nuestro ejemplo, tenemos
R ={0,p% p,p+p*,2p,2p+ p* 1,1+ p,1+2p}.

A BILIBILK, ] o0 0

Los clusters son

sm=TR, s1=1{0,p> p.p+p>.2p,2p + p°}, 52 ={0,p°}
s3={p,p+p°}, 54 ={2p,2p+ p}, 55 = {1,1+ p,1+2p}.



Relacién entre modelo minimal de Xy clusters

Sea (a, b, ¢) una tripla ordenada en T y sea = v(a— b) su
invariante. Definimos ® : T — CI(R) por

®((a, b,c)) = Du(a) N'R.
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El modelo semiestable

La curva C es un cubrimiento ciclico de P! que viene de la funcién
natural ¢ : C — A, que manda (x,y) a x.
Sea ) la normalizacién de X en el cuerpo de funciones de Yk, se
tiene que ) es el modelo semiestable de Y.

Sea 7 un uniformizador local de K. La fibra especial Y de ) es
obtenida como sigue. Si t € T corresponde a una componente de
la fibra especial de X, x; := ¢}(x) el pullback de la coordenada
estandar de X.

Si t corresponde a un cluster s = D(r,d) (asumimos r € R)
entonces las variables se relacionan por el cambio x = 79, + r.



En nuestro ejemplo, t; = (0, p,0), x1 = x/p, entonces x = pxj.
Consideramos el polinomio f(x;) y ¢ su valuacién.

En nuestro ejemplo,
Cy® = x(x—p?)(x—p) (x—p—p°) (x—2p) (x—2p—p°) (x—1)(x—1—p) (x—1—2p)
Luego F(x) = f(px1) =

p°x1(x1—p) (xa—1)(x1—1=p)(x1—2) (xa—2—p)(pxa—1)(px1—1-p)(px1—1-2p)

Tenemos que ¢; = 6.
Sea fi(x¢) = f(x¢)m ™, entonces obtenemos una curva con
ecuacion

Vi ytn = ft(Xt)-



Cy® = x(x=p?)(x—p)(x—p—p)(x—2p) (x—2p—p?) (x—1)(x—1—p)(x—1-2p)

Luego f(x) = f(px1) =

p°x (x1—p)(x1—1)(x1—1-p)(x1—2)(x1—2—p)(pxa—1)(pxa—1—p)(px1—1-2p)

En nuestro ejemplo, y; = y/p. Tomamos reduccién mod p.
Y1yl = (D) —1% (-2 = I 1 i = (~1bala ~1)(a—2)

Observaciones: la curva ); podria ser reducible, ademas, las
componentes podrian no estar definidas sobre K, pero si sobre una
extension no ramificada de grado a lo mas n.



VP = (1) —1)20a—2)2 = P 2 = (—1Yia(xa — 1) (x —

Las otras componentes.

> Vo y8 = 58 (xm — 1)3 = Y9 1 y2 = 2 (xm — 1)

(Ym—y
> Vo Y8 = (—4)x(e —1) (2 = y/p*3).
> Vi:y§ = (=4l —1) (y3=y/p*?).
>?4:§ (—4)xa(xa — 1) (ya = y/p*3).

> Vs 1 y8 = xs(xs — 1)(xs — 2) (v° = y/p'/?).

2)

Si bien la curva YV, estd definida sobre Z,, sus componentes estdn

definidas sobre Z,[(3] (el grupo de Galois actda sobre las
componentes).



Si p € X, el niimero de puntos de x; }(p) en Y; es igual a
r = ged(n, v(ft)).
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Los cortes corresponden en nuestras coordenadas, en identificar los
puntos del infinito en la carta s’ con el punto 0 en la carta
asociada a s (s’ < s).



Por ejemplo, y(,f,) Y2 = {éx,%q(xm —1). Si computamos la
normalizacién en un entorno abierto de 0 (pero no de 1), la

zh = Glxm — 1)

ZmXm = Ym

Entonces la preimagen de 0 en la j — th componente corresponde

al punto (0,0, + —Cé). En particular, corta a Y1 en 2 puntos.

ecuacién Y tiene ecuacién

Luego, el grafico de Y es como sigue
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Representacion de Galois

Sea T = (V, E) el grafo dual de la fibra especial de Y.

Es un grafo donde V son las componentes irreducibles de Y y hay
un lado uniendo vértices por cada punto de interseccién entre las
componentes.
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Si consideramos el grupo de Picard Pic’(Y), contiene una parte
abeliana y una tédrica. El rango de la parte térica es igual al rango
de HY(T,Z) y su representacién de Galois consiste de bloques de
Jordan 2 x 2. Y la accién de Gal(K/K) sobre Y (K) se extiende a
una accién semilineal sobre los puntos geométricos de Y.



En particular, tenemos un isomorfismo de Gy —representaciones

(P1c (Y)) =~ (( (T 7) ®z Qé ®Sp2 @ Vie( Plc

Yev

El rango de HY(T,Z) es igual a |E| — |V| + 1.
En nuestro caso, HY(T,Z) = 7.

Ademas, los géneros de las componentes son

gV =0, gV =1(=1,2), g(32) = g(33) =g(Vs) =2y
g(Vs) = 4.

Luego, la suma de los géneros con el rango de H(T,Z) es 19
como el género de C.



En particular, la representacién asociada a C (asumiendo que K
contiene p'/3, (3, i) se descompone como suma directa de
representaciones de dlmen5|ones 1+142424+24+4
correspondiente a las curvas yl , Vo, V3, Va4, Vs y 7 bloques

2 x 2 donde la accién de Frobenius es trivial y un generador de la
inercia actda como (§1).



Consideramos finalmente un ejemplo donde tomamos K = Qs (sin

raices de la unidad ni del uniformizador).
Tomamos la curva C/Qs de género 4 dada por la ecuacién

Tenemos que la extensién Qp[x]/<x5 +5) es de orden 20. Sea 7
un uniformizador en la extensién. Se tiene que v (a;) = VWT(5) pues
[T>-, @i = 5. Con lo cual vy () = 4.

Las raices estan distribuidas como el siguiente dibujo

La valuacién en 5 del discriminante es 9. Como
vr(dise(f)) = vr(aj — a;)?0, se tiene que v (o — o) = 9.



Es decir, aj — ay = 7T9t:,'k con tjy # 0 (7).
H X—Q
Se tiene x, = aQ—all' x= (a2 —a1)Xm+ a1, y

f(xm) = 783 [Ti-1 (xm — -

5
Luego, tenemos ym = s,y yp, = t3) [Tr—1(Xm — 5i).

El grupo de Galois de Qs[x]/(x® + 5) es el subgrupo I de orden 20
de Ss generado por [ = ((15432),(2354)).

Este grupo tiene 4 representaciones de dimencién 1 (el 5—ciclo es
un subgrupo normal y el cociente es ciclico de orden 4, son las
reps. de dicho grupo) y una irreducible de dimensién 4.

Restringimos al grupo de inercia /,.
Sea I, el grupo de inercia de Q,/Qp[R], pe(lp) =1 porque la
curva tiene buena reduccién.



Si inducimos desde T,, hasta /,, por la reciprocidad de Frobenius, la
representacion original aparece en esta representacién (la
representacién regular, de dimensién 20).

En particular, es suma de irreducibles y de dimensién 4 (o suma de
las de de dim. 1 o la de dim. 4).

En el primer caso, si vamos a la extension de grado 4 normal de
Qp. la imagen de la inercia seria trivial, o sea la curva tendria
buena reduccién en dicha extensién de grado 4, pero no puede ser
pues el discriminante del polinomio tiene valuacién 9, y al tener un
y3, los cambios de variables involucran cambiar x por w3x que
cambia el discriminante en potencias de orden 60 pero 4-9 = 36
no es divisible por 60, en cambio arriba 20 -9 = 180 si lo es.



Como el género de la curva es 4, la representacion de Galois es de
dimensién 8. Pero el anillo Z[(3] actda en la rep. con lo cual la
misma son dos copias de la rep. de dimensién 4. Si bien (3 ¢ Qs
no importa pues la extensién Zs[(3] es no ramificada (la imagen de
inercia no cambia).

Entonces la matriz 4 x 4 asociada es la representacién de
dimensién 4 (la restriccién a I de la representacién estandar de Ss)
de I que actia en las raices de f(x).

Ya identificada la representacidn, calculamos el conductor de Artin,
y asi deducimos que tiene conductor 9.
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