LATeN 2020

Representaciones de Galois automorfas con
imagen grande

Adrian Zenteno

Instituto de Matemadticas, PUCV

Seminario Latinoamericano de Teoria de Niimeros

25 de junio de 2020



LATeN 2020

Curvas elipticas

m Sea E/Q una curva eliptica.

m Considerando (para cada primo ¢) el subgrupo E[{] C E(Q)
de puntos de ¢-torsién, podemos asociar a E una familia
{PE ¢} de representaciones de Galois

m PREGUNTA: jCémo es la imagen de cada una de las
representaciones en dicha familia?

Teorema (Serre 1972)

Sea E/Q una curva eliptica sin multiplicacion compleja (i.e. tal que
End(E) = Z). Entonces pg , es sobreyectiva para casi todo primo .
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Formas modulares

Sean
m (z) =721 an(f)g" € Sk(N,€) una eigenforma de Hecke
normalizada (con k > 2y g = e%>™%).
m Qr := Q({an(f) : med(n, N) =1}) el cuerpo se coeficientes
de f (que es un cuerpo de niimeros).
m Of el anillo de enteros de Q.

Teorema (Deligne 1972)

Existe una familia {ps x}» (indexada por todos los ideales
maximales \ de O¢) de representaciones de Galois

prx: Gg — GLa(Qr y)
tales que para cada p{ N{ (¢ abajo de \), pf x es no ramificada y

tr(pr.a(Frobp)) = ap(f), det(pr.(Frob,)) = e(p)p* .
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m Sea O el anillo de valuacién de Q .

m Reduciendo mdédulo el ideal maximal de 6M' obtenemos una
familia {p¢ y}\ de representaciones (residuales) de Galois

ﬁf})\ : GQ — GLz(Fg)

m PREGUNTA: jExiste un resultado analogo al teorema de
Serre para representaciones de Galois asociadas a formas
modulares?
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m PREGUNTA: ;Qué significa tener multiplicacién
compleja en el contexto de formas modulares?

m Diremos que f tiene multiplicacién compleja, si existe un
caracter de Dirichlet ¢ tal que

ap(f @ @) = ap(f)d(p) = ap(f)

para casi todo primo p.

Teorema (Ribet 1984)

Si f no tiene multiplicacion compleja,
SLy(Fr) € im(pr »)
para casi todo .

De manera muy general tenemos la siguiente conjetura:
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Conjetura (Langlands, Buzzard-Gee 2011)

Sea G un grupo reductivo sobre un cuerpo de niimeros K y
LG su L-grupo.

Sea m una representacion automorfa cuspidal L-algebraica de
G(Ak) no ramificada fuera de un conjunto finito de primos S.

Entonces existe un un cuerpo de nimeros E; y una familia
{pr}r (indexada por los ideales maximales de O, ) de
representaciones de Galois

Pr X - Gk — LG(EF,/\)

las cuales son no ramificadas fuera del conjunto S U {(}.

Dicha asociacion satisface ciertas relaciones de compatibilidad
entre pardmetros de Satake y valores propios de elementos de
Frobenius.
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La conjetura anterior es teorema cuando:

m K es totalmente real o CM, G = GL,,, LG = GL, y T es
regular en los mo. (Scholze 2015, Harris-Lan-Taylor-Thorne
2016)

m K es totalmente real, G = GSp2,, LG = GSpingpi1 y 7 es
cohomoldgica y Steinberg en algin lugar finito. (Kret-Shin
2016)

m K es totalmente real, G = GSps, -G = GSpins = GSps y los
Teo Pertenecen a las series discretas de GSps(R). (Weissauer
2005, Mok 2014, Gee-Taibi 2019)

m PREGUNTA: jExisten resultados similares al teorema de
Serre o al teorema de Ribet, para familias de
representaciones de Galois (residuales) asociadas a
representaciones automorfas cuspidales via los casos
conocidos de la conjetura de (Langlands) Buzzard-Gee?

m PREGUNTA: ; Cual seria la condicién analoga a tener
multiplicacion compleja en el mundo automorfo?
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Construccién de de formas modulares con multiplicacién compleja (Hecke)

m Sean K un cuerpo cuadratico imaginario, k > 1 un enteroy m
un ideal entero de K.

m Recordemos que un caracter de Hecke 1) de K mddulo m y
tipo infinito k — 1, es un homomorfismo

Py — C*

del grupo I, de ideales fraccionarios de K primos relativos a
m, tal que

Y(aOk) = oF 1
Va € K* tal que @« = 1 mod m.

m Diremos que m es el conductor de 1), si m es minimal en el
sentido de que si ¢ esta definido modulo m’, entonces m|m’.
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Podemos extender trivialmente v a todos los ideales
fraccionarios de K que no son primos relativos a m.

Sea —Ak el discriminante de Ky ¢k el caracter de Dirichlet
asociado a K (que es cuadrético de conductor Ak).

Dado 1 de conductor m, podemos definir una forma modular
cuspidal f;, € Sk(AkN(m), pkn), con multiplicacién compleja
por ¢k, como:

f(2) =Y an(f)a":= > e(a)gd" .
n=1

a entero

(Ribet 1977) Una forma modular f tiene multiplicacién
compleja si y solo si f puede construirse a partir de un
caracter de Hecke.



En lenguaje automorfo

m Podemos asociar a f una representacién automorfa cuspidal
Yya de GLQ(AQ).

m Podemos asociar a v una representaciéon automorfa 7, de
GL1(Ak).

m (Ribet 1984) Si 7¢ no proviene de una representacion
automorfa de GL1(Ak), entonces p,, , = pr , tiene “imagen
grande” (i.e., SL2(F¢) C im(p,, \)) para casi todo A.

m jRibet excluye las representaciones automorfas infiltradas!

Representaciones de GL; disfrazadas de representaciones de GL;.

Conjetura

Si w, como en la conjetura de Buzzard-Gee, no es una
representacion infiltrada (i.e., no proviene de un grupo reductivo
mas pequefio que G). Entonces p,, \ tiene imagen ‘grande”para
casi todo .
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Funtorialidad de Langlands

Sean G y G’ grupos reductivos sobre un cuerpo de nimeros K.
Conjeturalmente, cada L-homomorfismo

¢:'G— "G,

permite transferir representaciones automorfas de G a
representaciones automorfas de G’.

Ejemplo (n-potencias simétricas)

Sea G = GL; and G’ = GL, 1. El L-homomorfismo
Sym" : GLy(C) — GLp4+1(C),

permite transferir representaciones automorfas de GLy(Ak) a
representaciones automorfas de GL,11(Ak).

Se conoce cuando K = Q y 7 proviene de una forma modular [Newton-Thorne-2019].
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Ejemplo (Induccién automorfa)

Sea K’/K una extension de cuerpos de ndmeros de grado d y
p: Gk — GLn(C) una representacién de Galois, la induccién

Gk
p— /ndGK/p,
nos provee un L-homomorfismo
¢ : GLm — GLdm,

que permite transferir representaciones automorfas de GLy(Ak:) a
representaciones automorfas de GLyn,(Ak).

Se conoce cuando L/K es ciclica [Arthur-Clozel 1989, Henniart 2012].
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Representaciones automorfas de GSps(Ag)

Sea 7 una representacion automorfa cuspidal de GSps(Ag), tal que
Too Pertenece a las series discretas de GSps(R). Como en el caso
de formas modulares, 7 tiene:

m peso (my, my), my > my >0, el peso cohomoldgico de T;
m nivel S, conjunto de primos en los que 7 ramifica;
m caracter €, el caracter central de 7.

Teorema (Weissauer 2005 Gee-Taibi 2019)

Existe un cuerpo de nimeros E; y una familia {p x}» (indexada
por todos los ideales maximales \ de O ) de representaciones de
Galois

P - GQ — GSP4(E7T,/\)
no ramificadas fuera de S U { y compatibles con la correspondencia
local de Langlands.
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Clasificacion de Arthur de representaciones automorfas de GSps (en el espectro discreto)

Sea € un caracter de GL1(Ag). Un parametro de Arthur ¢y de GSps(Ag) con caracter
central €, es una expresién formal (no ordenada):

Y= (m Rv(nm))B-- B (7 Xv(n,))

donde:

m 7; es una representacién automorfa (unitaria) cuspidal de GLm,(Ag) para algiin

m<4yp=py ®c

m v(n;) es una representacién irreducible de SL>(C) de dimensién n;;

m > mini =4y

n (m W (n;)) # (m; W (n;)) siempre que i # j.
Las representaciones automorfas de GSps(Ag) en el espectro discreto de
L2(GSpa(Q) \ GSpa(Ag)), fueron clasificadas por Arthur 2004 (Gee-Taibi 2019) en

A-paquetes A(v)) (conjuntos de representaciones de GSps(Ag)), donde cada paquete
es parametrizado por un pardmetros de Arthur .
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Sea 7 una representacién automorfa de GSps(Ag) con caracter central e. Entonces 7
pertenece a un A-paquete A(%)), donde v es uno de los siguientes pardmetros de
Arthur (Cuando es posible asociar representaciones de Galois p, \ a 7, el pardmetro 1)
determina la descomposicién de estas en subrepresentaciones irreducibles):
Tipo general: ¢ = 71 K v(1), con 71 una representacién automorfa cuspidal de
GL4 de tipo simpléctico, (pr x es irreducible);
Tipo Yoshida: ¢ = (71 K v(1)) B (72 K v(1)), con 71 y m2 representaciones
automorfas cuspidales de GLy con caracter central €, (pr x = pr; A © Py, 0 )i
Tipo Soudry: ¢ = (71 K 1(2)), con 7 una representacién automorfa cuspidal de
GL; con caracter central €, (pr x = pry 2 D Py 2 (1));
Tipo Saito-Kurokawa: 1) = (x1 X v(2)) H (w2 M v(1)), con x1 una
representacién automorfa de GL; y 7 una representacién automorfa cuspidal de
GL; con caracter central €, (pr x = pr; 2 B X S x(1));
Tipo Howe-Piatetski-Shapiro: ¢ = (x1 X v(2)) B (x2 ®v(2)), con x1 y x2
representaciones automorfas de GL; tales que xj = X% =¢,
(pr,x = 01 ® 01(1) ® 2 ® 2(1));
[@ Tipo unidimensional: ¢ = (x1 X v(4)), con X1 una representacién automorfa de
GLy tal que xT =€ (prx = 91 @ ¢1(1) @ ¢1(2) @ 1(3));
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Representaciones genuinas (no infiltradas) de GSps(Ag)

Sea 7 una representacién automorfa cuspidal de GSps(Ag) con
Too €N las series discretas de GS5ps(R)

m con peso cohomoldgico (my, my), my > my > 0;
m no ramificada fuera de S; y

m caracter central €.

Definicidon

Diremos que 7 es genuina si es de tipo general y no puede ser
construida como:

m |a 3-potencia simétrica de una representacién automorfa de
GLQ(AQ); o

m la induccién automorfa de una representacion automorfa de
GL2(Ak), con K un cuerpo cuadratico.



LATeN 2020 18/28

Teorema (Version débil, Dieulefait-Z 2018)

Si T es una representacion genuina de GSpa(Ag), se tiene que

Sp4(F€) - im(ﬁﬂ',)\)?
para £ € L, un conjunto de primos de densidad 1.

Idea de la demostracidn:
Irreducibilidad:

m Como 7 es de tipo general, las representaciones de Galois en
la familia (sistema compatible) {p »}x son irreducibles.

m Por un resultado de Calegari-Gee 2013 (que depende de
Barnet-Lamb-Gee-Geraghty-Taylor 2014), sobre irreducibilidad
de sistemas compatibles, se tiene que . ) es irreducible para
cada Al y ¢ € L, un conjunto de primos de densidad 1.
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Posibles imagenes:

m Si p, y es irreducible, por la clasificacién de subgrupos
maximales de GSp4(IFys) (Mitchell 1914), la imagen de 7, »:

es el estabilizador de una cubica torcida;
contiene un subgrupo reducible de indice 2;
es un grupo acotado; o

contiene a Spa(Fy).

m Cuando £/ —1>mi+my+3y ¢S, pr es cristalina con
pesos de Hodge-Tate:

{0,ma+ 1, my + 2, my + my + 3}.

m Por Fontaine-Laffaille 1982 (Urban 2001) es posible describir
explicitamente p,. [/, en términos de los pesos de Hodge-Tate
y caracteres fundamentales de nivel 1y 2.
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Por ejemplo:

Xm1+m2+3 * * *
_ N 0 Xm1+2 * *
pw,)\|/e - 0 0 Xm2+1 "
0 0 0 1
O
Xm1+2 * * *
P ~ 0 ™t * *
T A — 0 0 w(m1+m2+3)£ 0
0 0 0 wm1+mz+3

donde x (resp. ) es un caracter fundamental de nivel 1 (resp. 2).
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m Estabilizador de una cubica torcida: En este caso
ad o« * *

2
x a‘h x x| 3fa * 3/
x % ab® = Sym (* b>_5ym ()
* x b3

ﬁm)\ =

con oy - GQ — GLQ(?g)
Comparando con la descripcién de 7, 5|/, tenemos que

- Xm2+1 % B ¢(m2+1)é 0
U)\|’[ = < 0 1 o U/\’/é = 0 z/Jm2+1

Por la conjetura de Serre, para cada A tal que la imagen de
Pr. €S una cubica torcida, existe una forma modular cuspidal
f\ de peso my + 2, nivel N (que divide el conductor de la
familia (sistema compatible) {pr 1}x) y un caracter € que
depende €, tal que

prx = Sym3(or, ) méd A,
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Como solo hay un numero finito de tales formas modulares fy, si la
imagen de p, \ es el estabilizador de una cubica torcida para
infinitos A podemos suponer que f\, = f para infinitos A. Entonces

pra = Sym3(or) méd A,
para infinitos A. Por lo tanto
{pratr = {Sym* (o)}

para una familia (sistema compatible) de representaciones de
Galois {Uﬂ)\})\.

Luego, es posible concluir que 7 es la 3-potencia simétrica de una
forma modular 7¢. Lo cual contradice el hecho de ser genuina.
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Casos restantes:

m Si la imagen de p, \ contiene un subgrupo reducible de indice
2 para infinitos A, se tienen las congruencias

pan = Indg2(orn) mod A,

para infinitos A. Luego, por argumentos similares al caso
anterior se puede mostrar que en este caso 7 tendria que ser
la induccién automorfa de una representacién 7 de GLa(Ak).
Obteniendo una contradiccién.

m Finalmente, por la descripcién de p, ), si la imagen de p,.
es un grupo acotado este no puede ocurrir a partir de algin /¢
suficientemente grande.

O
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Recientemente, usando la conjetura de Serre:

Teorema (Weiss 2019)

Si 7 es una representacion genuina de GSpa(Ag), se tiene que

Sp4(]Ff) - im(pﬂ')\)v
para casi todo /.

Otros resultados similares:
m (Dimitrov 2004) Formas modulares de Hilbert,

m (Dieulefait-Vila 2004) representaciones automorfas de
GL3(Ag),

m (Dieulefait-Vila 2004) representaciones automorfas de
GL4(Aq).
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Aplicacion al problema inverso de Galois

Problema (Inverso de Galois)

Dado un grupo finito G. jExiste K/Q finita y de Galois tal que
Gal(K/Q) = G?

Estrategia:
m Consideremos p, : Gy — GL,(Fy).
m Por un lado, la imagen de p, es un subgrupo finito de GL,(Fy).
m Por otro lado, ker(p,) < Gg abierto. Luego

ker(p,) = Gal(Q/K)

para K/Q finita de Galois.
m Por lo tanto

im(7) = Go/ker(p,) = Go/ Gal(@/K) = Gal(K /Q)
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m (Serre 1972) Como pg, : Gg — GLa(IF;) es suprayectiva para
casi todo £. De hecho, buscando en (LMFDB) la curva 115.al
(E:y?+y=x3+7x—11) es tal que PE ¢ €S suprayectiva
para todo /. Luego, GLy(IFy) es de Galois para todo ¢.

m (Ribet 1984) Sea 5y’ : Gg — PGLa(Fs) la composicién de
Pr.x con la proyeccion GLy(Fys) — PGLy(IFys). Del resultado
de Ribet se sigue que

PSLy(Fyr) C im(pf'Y) € PGLy(Fyr)
para casi todo ¢, con [Fyr subcuerpo de F).

m (Dieulefait-Wiese 2011) Existen infinitas formas modulares
{fa}n tales que la imagen de pg, ) es grande para todo £y de
hecho fijando £ y variando n la imagen de pg,  es no acotada.
En consecuencia para cada primo £, al menos uno de los
siguientes grupos

{PSLy(Fyr), PGLy(Fyr)}

es de Galois para infinitos r.
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m (Dieulefait-Z 2018) Existen infinitas representaciones
automorfas {m,}, de GSps(Aq), tales que la imagen p, , es
grande para todo ¢ y de hecho, fijando ¢ y variando n la
imagen de p,.  es no acotada. En consecuencia para cada
primo £, al menos uno de los siguientes grupos

{PSpa(Fer), PGSpa(Fer)}

es de Galois para infinitos r.
m Ejemplos en dimensiones altas para un / fijo:
m (Khare-Larsen-Savin 2010) tipo B,,
m (Khare-Larsen-Savin 2008, (Arias de
Reyna)-Dieulefait-Shin-Weise 2013) tipo C,,
m (Z. 2019) tipo D,,.
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iGracias por su atencién!



