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Resumen

En esta tesis presentamos resultados genéricos de difeomorfismos de variedades relaciona-
dos con una conjetura de [ABD] que afirma que una clase homoclinica genérica con interior
ha de ser toda la variedad. En particular, damos una prueba nueva para el caso en dimension
2 (este resultado se encontraba probado en [ABCD]) y una prueba para un caso particular

en dimensién 3 (por ejemplo, cuando la clase homoclinica se encuentra lejos de tangencias).

Abstract

We present generic results for diffeomorphisms related to a conjecture in [ABD] asserting
that a generic homoclinic class with interior should be the whole manifold. In particular, we
give a new proof of this conjecture in dimension 2 (this result was proved in [ABCD]) and a

proof in a particular case in dimension 3 (for example, when the class is far from tangencies).
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Capitulo 1

Introduccion

La dinamica diferenciable se interesa en estudiar los vinculos entre las propiedades de la
aplicacion tangente de un difeomorfismo y sus propiedades asintéticas que son de caracter
mas bien topoldgico.

El estudio tiene su origen en los trabajos de Smale (ver en particular [Sm2])! que luego de
estudiar dindmicas que aparecen a partir de campos gradientes extiende la nociéon de punto
periddico hiperbdlico definiendo lo que llamé (y ain lleva ese nombre) conjuntos hiperbdlicos
2 y para los cuales hay, hoy en dia, una comprensién bastante completa (ver [Sh2, KH]). Esto
consistié en estudiar las propiedades topoldgicas aseguradas por dicho comportamiento del
mapa tangente del difeomorfismo (la hiperbolicidad).

Smale mismo, junto con Palis, propuso una conjetura que apuntaba en la otra direccion
(ver [PaSm)), es decir, como una propiedad topolégica puede repercutir en la dindmica de la
aplicacion tangente. Naturalmente, la conjetura tiene que ver con una propiedad topologica
que persiste frente a perturbaciones, sino muy poco se podria afirmar sobre el comporta-
miento de la derivada (de hecho, mapas topoldgicamente equivalentes pueden no ser iguales
desde el punto de vista de su aplicacién tangente) . Este camino fue vastamente transitado,
y en particular, vale la pena destacar el aporte de Mane, que no solo prob6 la conjetura
(ver [M4]) sino que también trabajé en diversos problemas relacionados con la pregunta:
“; Qué consecuencias tiene una cierta propiedad robusta en la dinamica de la aplicacion tan-
gente?”. Esta pregunta fue sumamente estudiada en diversas formas y atn hoy es fuente de

investigacion.

1Un resultado anterior, también relacionado a este enfoque es el Teorema de Hartman Grobman, pero fue

Smale que sistematizo este estudio.
2Paralelamente, ideas similares surgieron también en la escuela Rusa, en particular de Anosov, pero con

un enfoque mas dirigido a las consecuencias ergddicas de la dindmica de la aplicacién tangente.



El estudio de propiedades robustas resulté insuficiente en el deseo de describir “casi todas”
las dinamicas y fue sustituido por el estudio de propiedades genéricas y su vinculacién con
la dindmica de la aplicacién tangente.

Fuera de algunos resultados aislados, en particular temas asociados a dinamicas parcial-
mente hiperbdlicas fuertes y el trabajo [PS2] acerca de las consecuencias de la descomposicion
dominada en superficies, pocos trabajos apuntan en la direccién inicial, es decir, la de in-
tentar estudiar repercusiones dinamicas a partir de las propiedades de la derivada. Es sobre

este problema (en un caso muy particular) que trata el centro de este trabajo.

1.1. Presentacion informal de los resultados

Este trabajo se centra en el siguiente problema: “; Puede ser que un difeomorfismo genéri-
co admita una clase homoclinica con interior, pero que no sea toda la variedad?”3.

Es conocido que en el caso hiperbdlico la respuesta es negativa, y de hecho, se espera que
lo sea en general, como lo afirma una conjetura de Abdenur, Bonatti y Diaz (ver [ABD]) y
pretendemos dar en este trabajo, evidencias de que la conjetura deberia ser cierta. De hecho,
la probamos en algunos casos conocidos (siguiendo fundamentalmente [ABD]) y en otros
nuevos.

En las pruebas aparecen diversas herramientas de dinamica genérica que presentamos en
el Capitulo 2. En el Capitulo 3, probamos la conjetura en algunos casos conocidos, asumien-
do algunas hipétesis globales, y otras locales en las clases homoclinicas. Vale la pena notar,
que las hipdtesis que asumimos en dicho capitulo, si bien a veces se encuentran relacionadas
con la dindmica de la aplicacién tangente, son de cardcter muy fuerte (hiperbolicidad, o
hiperbolicidad parcial fuerte). También sacaremos conclusiones genéricas de la existencia de
dichas clases, en particular vinculadas a como debe ser la dindmica de la aplicaciéon tangente
(descomposicién dominada), esto serd la base de lo que se trabaja en el Capitulo 4. En este
ultimo, se prueba la conjetura en algunos casos particulares, sobre todo asumiendo dimen-
siones bajas, y en particular, fibrados unidimensionales para la descomposicion dominada.

Vale la pena mencionar, que en dicho capitulo, trabajaremos en la presencia? de un
fenomeno genérico muy poco comprendido que es la existencia de infinitas clases homoclinicas
(ver [BD]) lo cual hace el trabajo desafiante. Sin embargo, parece razonable enfrentarse a
este fenémeno patolégico con este enfoque ya que las clases salvajes (las que son acumuladas

por infinitas clases homoclinicas) con interior presentan una dificultad intermedia entre las

3Las definiciones precisas se encuentran en el siguiente capitulo
4De hecho, en realidad probaremos que no esta presente, pero después de obtener las conclusiones, no

como hipdtesis.



clases aisladas (ya muy estudiadas) y las clases salvajes sin mas propiedades. Esto se debe
a que en general, las técnicas involucran hacer perturbaciones en puntos de la clase; cuando
la clase es aislada, no es dificil ver que el punto que se perturba se mantiene en la clase
mientras que con clases salvajes eso no se puede asegurar. En el caso con interior, se tiene
la propiedad de que este tiene una cierta robustez, con lo cual, si se perturba un punto que
pasa por el interior, uno se asegura de mantenerse en la clase.

El resultado nuevo, principal de este trabajo, que se presentara en el Capitulo 4 es el

siguiente:

Teorema 1.1.1. Sea f : M3 — M? un difeomorfismo genérico con una clase homoclinica H
con interior no vacio que admite una descomposicion dominada en tres subfibrados, entonces,

H = M vy el difeomorfismo es parcialmente hiperbolico fuerte.

Como se observa, la hipdtesis es meramente de la aplicacién tangente. La estrategia de la
prueba consiste en utilizar el hecho de que los fibrados son unidimensionales y por lo tanto los
integran curvas y aprovechar eso para obtener consecuencias dinamicas de estas variedades
invariantes. No hay, atin, un buen entendimiento de lo que ocurre con las variedades centrales
de dimensiénes mayores que uno con lo cual los argumentos aqui utilizados no pueden ser
directamente aplicados al caso general en dimensién 3 o al caso de dimension cualquiera.

Antes de pasar al desarrollo sistematico del trabajo, queremos hacer unas aclaraciones
que tienen que ver con la dindmica genérica.

Relacionado con el problema central de este trabajo, vale la pena mencionar que no es
dificil construir un ejemplo para el cual exista una clase homoclinica con la propiedad de tener
interior no vacio y no ser toda la variedad. La construccion es heuristicamente muy simple,
consideremos un difeomorfismo de Anosov Lineal en T? y lo que hacemos es “explotar” uno
de sus puntos fijos a un circulo con dindmica Morse-Smale (la construccién detallada se
encuentra en [K]) y luego “tapar” el circulo con un disco con un pozo en su interior y el disco
como cuenca de atraccién. El resultado final es un difeomorfismo (que de hecho se puede
hacer C*) en T? para el cual hay una clase homoclinica que consiste en toda la variedad
menos el disco, y por ende tiene interior no vacio. Lo interesante del ejemplo (ya que se
pueden hacer muchos otros) es que se puede construir cumpliendo con varias propiedades
genéricas que usualmente se utilizan, a saber, sus puntos periddicos son hiperbélicos, y son
densos en el conjunto no errante.

Sin embargo, veremos en el Capitulo 4, que un difeomorfismo genérico, que admita una
clase homoclinica con interior en una superficie ha de ser transitivo (de hecho, conjugado a
un Anosov Lineal de T?).



Capitulo 2

Dinamica Genérica

2.1. Introduccién

En este Capitulo repasaremos algunos resultados de la dindmica genérica. Esta versa sobre
el estudio de propiedades satisfechas por un conjunto “grande” de difeomorfismos, donde
“orande” se considera a un conjunto abierto y denso o en su defecto residual de estos. La
eleccién de que el conjunto sea residual es natural, debido a que gracias al Teorema de Baire,
se cumplird que si se tienen dos propiedades genéricas (es decir, que son satisfechas por un
conjunto residual de difeomorfismos), los difeomorfismos que satisfagan ambas propiedades
seran también genéricos. La exposicion estd basada fundamentalmente en el libro [BDV] a
pesar de que este es un tema en que actualmente se trabaja mucho y muchos avances que
utilizaremos no llegaron a ser incluidos y los referenciaremos cuando corresponda.

Empezamos definiendo los conceptos a utilizar. Por simplicidad, haremos todas las defi-
niciones para el caso de la topologia C!, que es el contexto en el que se enmarca esta tesis,
aclarando aqui, que la teorfa se puede extender a contextos mas generales (aunque atin no
hay muchos avances en estos). Asumiremos que el lector se encuentra familiarizado con los

resultados expuestos en el apéndice de este trabajo.

Definicién 2.1.1. Sea M una variedad compacta, conexa y sin borde. Dif f'(M) es el
conjunto de los difeomorfismos de M dotado de la topologia C1, es decir, f,, — f si f, y sus

derivadas primeras convergen uniformemente a f y su derivada respectivamente.

Definicién 2.1.2. Dado un espacio topolégico X, un conjunto residual es un conjunto que
es interseccién numerable de abiertos densos. Un espacio se dice de Baire si se cumple que

los conjuntos residuales son densos.



Un teorema fundamental en la teorfa de la dindmica genérica afirma que Dif f1(M) es

un espacio de Baire.
Teorema 2.1.1. Dif f1(M) es un espacio de Baire.

La prueba de este teorema es clasica, se puede encontrar, por ejemplo, en [Less, Gua].

Dos Teoremas importantes en esta teoria, tanto por su enunciado como por su importancia

histérica, son los siguientes, con los que cerramos la introduccion.

Teorema 2.1.2 (Kupka-Smale [Sm1, Kup]). Eziste un conjunto residual KS de Dif f*(M)
tal que si f € KS, entonces, todos los puntos periddicos de f son hiperbdlicos y ademds, las

variedades invariantes de los puntos periodicos de f se intersectan transversalmente.
Una prueba de este Teorema se puede encontrar en el libro de Robinson [Rob].

Teorema 2.1.3 (Teorema de densidad de Pugh [Pul, Pu2]). Eziste un conjunto residual R

de Dif f1(M) donde si f € R entonces Q(f) = Per(f).

La prueba del Teorema de densidad de Pugh se basa en lo que es llamado el “Closing
Lemma”, que permite, mediante una pequena perturbacion, crear un punto periddico a partir
de uno no errante. Si bien el problema es muy sencillo de plantear y no resulta a simple vista
tan complejo, contiene realmente mucha dificultad y requirié de ideas muy originales su
resolucion. Es recomendable la lectura de [Gua] como introduccién al resultado (si bien
contiene temas mas avanzados).

A partir de ahora, la frase “Genericamente ocurre P” se leera como “Existe un conjunto
residual R de Dif f1(M) donde si f € R entonces ocurre P”, asi como la frase “f es un

difeomorfismo genérico” referird a que f pertenece a un conjunto residual R.

2.2. Tipos de Recurrencia

Dado que en dindamica se estudia el comportamiento asintotico de los puntos luego de que
la ley bajo estudio actue por un largo tiempo, es comun focalizarse en el estudio de puntos
que posean alguna forma de recurrencia, ya que en el resto, la dindmica es similar a una
translacion y no tiene mucho interés su estudio.

Dentro de los tipos de recurrencia mas estudiados se encuentran los puntos periodicos, el

conjunto limite, el conjunto no errante y el conjunto recurrente por cadenas.

Definicién 2.2.1 (Tipos de Recurrencia). » Per(f)={pe M : 3n; f"(p) =p}el

conjunto de puntos periédicos.



» L(f)={yeM : dz,n;— xoo : fri(zx)— y} el conjunto limite de f.

» Q(fy={zeM : Ve>03In>0; f"(B(x))NB(x)# D} el conjunto no errante de
3

s R(f)={xeM : Ve>03dr=uwny...0, =2 : d(f(x;),r;11) < €} el conjunto

recurrente por cadenas.

Es muy sencillo demostrar las inclusiones Per(f) C L(f) € Q(f) € R(f). También es
cierto que las inclusiones pueden ser estrictas (ver [Sh2]), aunque algunos de esos ejemplos
no son tan faciles de construir.

En un trabajo reciente, Bonatti y Crovisier ([BC]) lograron probar que genéricamente,
todos estos conjuntos son iguales. Esto es de gran importancia ya que por un lado, es sen-
cillo trabajar con el conjunto de los puntos periédicos (que ademads, gracias al Teorema de
Kupka Smale, sabemos que genéricamente son hiperbdlicos y sus variedades invariantes se
intersectan transversalmente) y al mismo tiempo, el conjunto recurrente por cadenas posee
propiedades muy interesantes. Por una prueba de este Teorema junto con otras consecuen-
cias y motivaciones para la utilizacién del conjunto recurrente por cadenas, recomendamos

la lectura de [Sam].

Teorema 2.2.1 (Bonatti-Crovisier [BC]). Genéricamente, Per(f) = R(f)

La prueba de este resultado se basa en un “closing lemma” para pseudo-orbitas, utili-
zaremos durante el trabajo muchas consecuencias de este resultado (ademds del resultado
mismo) que es una generalizaciéon importante del Teorema de densidad de Pugh.

Una de las consecuencias mas importantes de este Teorema, tiene que ver con otro Teore-
ma, el Teorema de Conley que asegura que todo homeomorfismo admite una funcién de tipo
“gradiente”, es decir, que decrece en las érbitas y es constante en las clases de recurrencia
(ver [Rob, Sam] por ejemplo). De esta manera, se pueden de alguna manera separar las cla-
ses de recurrencia, y en particular, con el teorema de Bonatti Crovisier, definir una nocion
aceptable de pieza basica de un difeomorfismo. En la seccién siguiente formalizaremos un

poco mas esto.

2.3. Clases homoclinicas

Las clases homoclinicas fueron introducidas por Newhouse (en [New]) donde estudia una

generalizacién del Teorema Espectral de Smale para difeomorfismos hiperbélicos (ver [Sm2)]
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y el apéndice de este trabajo). Son clases de equivalencia de puntos peridédicos que poseen
muy ricas propiedades dinamicas.

El Teorema Espectral, dice que para un difeomorfismo hiperbdlico, la dinamica se des-
compone en finitas piezas transitivas y con puntos periddicos densos. Una de las principales
motivaciénes de la dinamica genérica fue encontrar una nocién adecuada de pieza basica,
problema resuelto en [BC] (ver también [Sam)]).

El primer candidato fueron las clases homoclinicas que pasamos a definir.

Definicién 2.3.1. Sea f un difeomorfismo y p un punto periédico hiperbdlico. La clase
homoclinica de p es H(p, f) = W3(p) h Wu(p).

Observacion 2.3.1. La clase también se puede definir mediante la siguiente relacién de equi-
valencia en los puntos periddicos, p ~ ¢ si W*(p) h W*(q) y W¥(p) h W#(q). De esta manera,

si denotamos X (p) a la clase de equivalencia del punto p, entonces es sencillo corroborar que

H(p, f) = X(p). También es sencillo ver que f restricto a la clase homoclinica es transitivo.
(Ver [New] o [KH]).

Dentro de los puntos recurrentes por cadenas, se puede definir la siguiente relacion x = y si
para todo € > 0 existe una e-pseudo orbita de z a y, es decir, existen puntos x = xg,...x, =¥y
cumpliendo d(z;41, f(2;)) < €. Las clases de equivalencia de la relacién F- (z F- y si y solo
six dyyy-z) sellaman clases de recurrencia y las denotaremos C(x).

Es facil ver que dado = € H(p, f), se cumple que H(p, f) C C(x). Una de las consecuencias
del Teorema 2.2.1 de Bonatti y Crovisier es que la otra inclusiéon también es cierta en un

contexto genérico.

Teorema 2.3.1 ([BC, CMP]). Genéricamente, sip € C(x) es un punto periddico, entonces,

C(x) = H(p). En particular, genéricamente, dos clases homoclinicas son iguales o disjuntas.

Parte de este resultado habia sido previamente probado en [CMP], el resto se prueba en
[BC]. La idea es que las clases homoclinicas son conjuntos transitivos saturados (ver [CMP]
o [Gua] por la prueba adaptada a difeomorfismos), es decir que contienen a todo conjunto
transitivo que intersectan (esto prueba que las clases homoclinicas son iguales o disjuntas).
La prueba se basa en la siguiente proposicién que también sera de utilidad independiente y

tiene que ver con la estabilidad Lyapunov que revisaremos en la préxima seccion.

Proposicién 2.3.2 ([CMP]). Genericamente, H(p) = W#*(p) N W(p)

Utilizando que las clases homoclinicas son clases de recurrencia, con el “Closing Lemma

para Pseudo-Orbitas” de [BC] se puede probar que que si hubiesen dos clases homoclinicas no

11



iguales deberian ser disjuntas. Esto es porque los puntos periédicos hiperbolicos son densos
en C(z), entonces, si hubiesen dos clases homoclinicas distintas que se intersectan, estarian
en la misma clase de recurrencia y como hay una pseudo-orbita de una a otra se puede
construir un punto periédico arbitrariamente cercano “uniendolas”, y por lo tanto, llegando
a un absurdo.

Vale la pena notar que es falso que en un conjunto residual todas las clases de recurrencia
sean clases homoclinicas (en [BD] se encuentra un conjunto abierto de difeomorfismos, que
adentro de él contiene un conjunto residual de difeomorfismos que tienen clases de recu-
rrencia sin puntos periédicos), las clases de recurrencia sin puntos periédicos, son llamadas
aperiodicas. Igual es facil notar que las clases de recurrencia aperiodicas de difeomorfismos
genéricos tienen que ser acumuladas por puntos periddicos ya que estos son densos en el con-
junto recurrente por cadenas. De hecho, tenemos el siguiente corolario, que permite atacar

el problema principal de este trabajo desde un punto de vista mas local.

Corolario 2.3.3. Genéricamente, si una componente conexa de Q( f) tiene interior, entonces

es periodica y es una clase homoclinica.

DEMOSTRACION. Como tiene interior y los puntos periddicos son densos en Q(f), la com-
ponente conexa contiene una clase homoclinica. Como ademés dos clases de recurrencia son
iguales o disjuntas, la componente entera es una clase homoclinica.

O

Otra cosa interesante de estudiar es cuantas clases de recurrencia se tienen. Utilizando un
resultado clasico que dice que una funcién semicontinua es continua en un conjunto residual

(ver el apéndice de [Pot] por una prueba) Abdenur prueba lo siguiente:

Proposicién 2.3.4 ([Ab]). Eziste un residual R de Dif f'(M) donde la funcidn que a
un difeomorfismo le asigna la cantidad de clases de recurrencia es continua, en particular,

localmente constante.

Como consecuencia, logra dar la siguiente dicotomia dentro de los difeomorfismos genéri-
cos

Teorema 2.3.5 ([Ab]). Eziste un residual R =T UW de forma tal que T y W son abiertos
en R y se cumple que si f € T entonces tiene finitas clases de recurrencia y si f € W tiene

nfinitas.

Ademas, logra describir la dindmica en el conjunto 7 mediante una especie de descom-
posicién espectral y formas débiles de hiperbolicidad (“volume hyperbolicity” que es una

propiedad intermedia entre descomposicién dominada e hiperbolicidad parcial fuerte).

12



Muchas veces es ttil estudiar las clases homoclinicas con un enfoque local, es decir, sin
importarnos que ocurre con la dindmica en el resto de la variedad. Una versién local, para
clases homoclinicas del conjunto 7 son las clases aisladas (en contraposicién a las clases

salvajes).

Definicién 2.3.2. Decimos que una clase homoclinica H es aislada, si existe un entorno
U de H para el cual H es el conjunto invariante maximal (i.e. H = (1, o, f"(U)). En caso

contrario, decimos que es una clase salvaje.

Es bueno mencionar que en el contexto genérico no es dificil ver que una clase salvaje es
acumulada por infinitas clases de recurrencia, en particular, clases homoclinicas. Al respecto,
un difeomorfismo genérico va a estar en 7 si y solo si todas sus clases son aisladas, con lo
cual, decir algo acerca de las clases homoclinicas aisladas es més general que decirlo acerca
de los difeomorfismos en 7.

Por ultimo, damos una propiedad genérica de las clases homoclinicas que también tiene

que ver con el hecho de que varian semicontinuamente:

Proposicién 2.3.6. Eziste un residual R donde las clases homoclinicas varian continua-
mente respecto de g € R. Lo mismo ocurre con la clausura de las variedades invariantes de

los puntos periodicos y con el conjunto no errante.

2.4. Estabilidad Lyapunov y genericidad

En esta seccion revisaremos el concepto de estabilidad Lyapunov que tiene mucho que
ver con el concepto de igual nombre estudiado en los libros de ecuaciones diferenciales (ver

por ejemplo [Sot]).

Definicién 2.4.1. Un conjunto compacto f—invariante A se dice estable Lyapunov si para
todo entorno abierto U de A existe un entorno V C U tal que f*(V) C U Vn > 0.

Un primer resultado genérico que tiene que ver con la estabilidad Lyapunov, es que
la clausura de las variedades invariantes de los puntos periddicos es, para difeomorfismos
genéricos, estable Lyapunov. Esto fue probado en [CMP] y es uno de los pasos importantes

para probar la Proposicién 2.3.2(1).

Proposicién 2.4.1 ([CMP]). Genéricamente, la clausura de la variedad estable (inestable)

de un punto peridédico es estable Lyapunov para f= (f).

'En [CMP] este hecho estd probado para flujos, por una adaptacién de la prueba a difeomorfismos ver
[Gua].
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Corolario 2.4.2. Genéricamente, una clase homoclinica con interior es estable Lyapunov

para f y fL.

DEMOSTRACION. Como las clases homoclinicas son invariantes, tomando un punto periédico
p en el interior de la clase, su variedad estable local se encontrara contenida en la clase, y por
lo tanto la variedad estable entera. Por la Proposicion 2.3.2, tendremos que H = W y por
la Proposicién 2.4.1 tenemos que H es estable Lyapunov para f~!. La estabilidad Lyapunov
para f es andloga.

O

Observacion 2.4.1. Como corolario de la Proposicién 2.3.2 tenemos que si H(p, f) es estable
Lyapunov para f, entonces H(p, f) = W¢(p) (andlogamente para estable Lyapunov para
/7! y la variedad estable). Esto sale de que la proposicién nos da una de las inclusiones
y para ver la otra, basta ver que dado un entorno de H(p, f), la variedad inestable de
p, esta en ese entorno. Eso sale directamente de la estabilidad Lyapunov de H(p, f) y de
que W(p) = U, /" P (W.(p)) (7(p) denota el periodo de p). En particular, también es
inmediato observar que genericamente, una clase homoclinica es estable Lyapunov para f si

y solo si se cumple H(p, f) = W*(p) (en virtud de la Proposicién 2.4.1).
¢

Para concluir vamos a citar un resultado de [BC] que tiene que ver con la estabilidad
Lyapunov de las clases homoclinicas (de hecho, de los conjuntos invariantes) y da una con-

secuencia bastante fuerte que sera 1util en este trabajo. Antes daremos una definicion.

Definicién 2.4.2. Un conjunto A invariante para f es un quasi atractor si existe una familia

de entornos {U,} de A que cumple que f(U,) C U, y que A = (), U,. (Andlogamente se

define quasi repulsor).

Teorema 2.4.3 ([BC|). Genericamente, un conjunto A estable Lyapunov para f es un quasi

atractor.

DEMOSTRACION. Seccién 5.3 de [BC|
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2.5. Clases homoclinicas con interior, propiedades genéri-

cas

En esta seccién veremos algunas consecuencias genéricas de que las clases homoclinicas

tengan interior no vacio.

Proposicién 2.5.1 (Teorema 4 de [ABD]). Existe un residual R de forma tal que si f € R
y U es un abierto tal que U C int(H (p, f)) entonces existe U entorno de f de forma tal que
para todo g € RNU se cumple que U C H(py, g) donde p, es la continuacion del punto p

para g.
DEMOSTRACION. Sea O C M un abierto no vacfo. Sea R un residual de Dif f1(M) tal que:

= Q(f) varia continuamente.

« Per(f)=f) vy f €KS.

Una componente conexa del interior de Q(f) es una clase homoclinica.

Las clases homoclinicas son disjuntas o iguales, y son clases de recurrencia por cadenas.

Denotamos como A(O) el conjunto de difeomorfismos f € Ry para los cuales O no

estd contenido en €(f), que claramente es abierto en Ry. En particular, existe un abierto

A(O) de Dif fH{(M) tal que A(O) = A(O) N Ry.

Sea B(0) = Dif f*(M)\A(O), por lo tanto, si B(O) = B(O) N Ry tenemos que A(O) U
B(O) es abierto y denso en Ry. Consideremos el conjunto residual R tal que R = (), A(O,,)U
B(0O,,) donde {O,} es una base numerable de la topologia de M.

Sea f € Ry U tal que U C int(Q(f)). Sea Oy, ... O;, un cubrimiento de U contenido en
int(Q(f)). Claramente, f € B(O;;) V1 < j < k.

Sea p € U un punto periédico hiperbdlico de f y U un entorno de f para el cual esta
definida la continuacién de p (Vg € U estd definido p,).

Dado g € R NU, se cumple que claramente O—ZJ C Q(g) (pues Q(f) varfa continuamente,
y como [ no se puede aproximar por difeomorfismos para los cuales O;; no este contenido en
Q) se tiene lo deseado) por lo cual U C Q(g). Ahora, por las propiedades genéricas elegidas,
si U estd en el interior de H(p, f) entonces U va a estar contenido en el interior de H(p,, g).

O

Ahora pasamos a dar las ideas principales del siguiente resultado que serda muy utilizado.

Antes de enunciarlo daremos la definicién de descomposicién dominada que serd de gran
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importancia en el trabajo (de todas maneras a partir de este momento asumiremos dominio

de sus propiedades que pueden ser encontradas en el Apéndice de este trabajo).

Definicién 2.5.1. Sea A C M un compacto invariante. Decimos que admite descomposicion
dominada si cumple que el tangente tiene una descomposicion invariante en subfibrados
TaM = E' @ ... ® E* de forma tal que existen [ > 0(*) y 0 < A < 1 de forma tal que para

todo = € A se cumple que

IDf;

Decimos que el conjunto es parcialmente hiperbolico si admite una descomposicion domi-

Bl ||D-ff_léx)|Ej(fl(w)) <A

nada en la cual uno de los fibrados extremales es hiperbdlico (i.e. | D f"|g|| — 0 con n — 400
on — —o0). Decimos que es parcialmente hiperbdlico fuerte si cumple eso con ambos subfi-
brados extremales y que es hiperbdlico si hay una descomposicion dominada en 2 subfibrados

ambos de ellos hiperbdlicos.

Teorema 2.5.2. Genéricamente, si una clase homoclinica tiene interior, admite descompo-

sicion dominada.
Este Teorema se basa en el siguiente Teorema de [BDP]

Teorema 2.5.3 ([BDP]). Eziste un residual R de Dif f'(M) de forma que si f € R y

H(p, f) es una clase homoclinica de una silla p se cumple una de las siguientes:
» O bien H(p, ) admite descomposicion dominada
» O bien H(p, f) estd contenido en la clausura del conjunto de pozos y fuentes de f.

Vamos a tratar de dar un ezbozo de la prueba de este Teorema, pero sin entrar en detalles

puesto que se iria demasiado lejos del objetivo del trabajo.

EsB0z0O DE DEMOSTRACION. La idea es la siguiente, si no hay dominacién, entonces habran
puntos periédicos cuya derivada se puede perturbar a transformaciones lineales que sean
homotecias. Esas perturbaciones se pueden realizar dinamicamente gracias a un resultado de
Franks ([F], ver también la seccién 4.3). Esta idea aparecié por primera vez en el trabajo de
Mane sobre la conjetura de estabilidad en dimensién 2 (ver [M2] o [Pot]).

En dimensién dos, esta idea es suficiente, ya que si la clase no admite descomposicion
dominada, entonces, habra puntos periddicos para los cuales no hay suficiente dominacion

por mucho tiempo, y se los podra perturbar para que sus direcciones estables e inestables

2En [Goul] se prueba que siempre existe una métrica para la cual se puede considerar [ = 1.
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formen angulos pequenos y luego mediante una nueva pequena perturbacién convertirlos en
pozos o fuentes (ver [Pot] capitulo 3).

En dimensiones mayores este argumento es insuficiente, ya que es posible que hayan
puntos con angulos pequenos entre sus espacios estables e inestables, pero no se puedan per-
turbar a pozos, de hecho, el argumento recién esbozado, permite cambiar el indice del punto
periddico, que en dimensiones mayores a dos, no asegura conseguir un pozo o una fuente.
Para pasar por alto este inconveniente, en [BDP] introducen el concepto de transiciones, que
en definitiva, utiliza el hecho de que si en una clase homoclinica hay dos puntos del mismo
indice, se tiene un conjunto hiperbdlico que los contiene a ambos, luego, utilizando el sha-
dowing lemma, se pueden encontrar puntos periédicos que pasen un tiempo arbitrariamente
largo cerca de uno, y luego otro tiempo también arbitrariamente largo cerca del otro (y el
tiempo que estan lejos acotado por una “transicién” de tiempo acotado); y de esta manera,
logran “mezclar” las derivadas de los puntos. Como los puntos de un indice dado, para una
clase homoclinica genérica son densos en esta, la no dominacién en la clase es equivalente
a la no dominacién en los puntos de un indice dado, entonces, basta ver que no habiendo
dominacion de ningin indice, se pueden mezclar las derivadas de los puntos periédicos para
obtener, mediante pequenas perturbaciones, que las derivadas sean homotecias y concluir la
prueba (con argumentos de genericidad de por medio).

O

Con este Teorema, es inmediata la prueba del Teorema 2.5.2 ya que claramente si una clase
homoclinica tiene interior, esta no puede estar contenida en la clausura del conjunto de pozos

y fuentes del difeomorfismo (que son puntos que no pueden estar en la clase homoclinica).

2.6. Otras propiedades genéricas relacionadas con la

descomposicion dominada

En esta seccion repasaremos algunas propiedades relacionadas con la descomposicion
dominada que nos serviran para obtener consecuencias de nuestro resultado principal.

Primero, enunciaremos un resultado acerca de la existencia de descomposicién dominada
lejos de tangencias homoclinicas. Las tangencias homoclinicas, son puntos de interseccién
no transversal entre las variedades invariantes de los puntos periédicos. Este resultado tiene
como gérmen el resultado bidimensional de Pujals y Sambarino donde prueban que si un
difeomorfismo no puede ser aproximado por difeomorfismos con tangencias homoclinicas,

entonces, este admite descomposicion dominada. Este resultado fue generalizado por Wen a
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dimensiones mayores, probando que si el conjunto de puntos periédicos de indice i (para un
difeomorfismo genérico (*)) no admite descomposicién dominada, entonces, se puede crear
una tangencia mediante una pequena perturbacion del difeomorfismo. Este resultado, si bien
es en dimensiones mayores, es mas débil que el de Pujals y Sambarino, pues no logra mantener
las relaciones homoclinicas. Este problema fue recientemente solucionado por Gourmelon y

enunciamos el resultado més general.

Teorema 2.6.1 (|[PS1, Wen, Gou2]). Si la clase homoclinica de un punto periddico silla p no
admite descomposicion dominada de indice iqual al de p, entonces, una pequena perturbacion
permite crear una tangencia asociada a p. Ademds, se puede crear preservando una cantidad

finita arbitraria de relaciones homoclinicas.

Daremos una breve idea de la prueba de este Teorema, la idea es utilizar el hecho de que
si los angulos entre las variedades estables e inestables de los puntos peridédicos de indice
igual al de p son suficientemente grandes, entonces, existe descomposicion dominada como
la deseada (esto tiene que ver con lo mencionado en la seccién anterior). Por lo tanto, el
Teorema se reduce a ver que si hay angulos pequenos, una pequena perturbacion se pue-
de realizar generando una tangencia asociada al punto periédico. En dimension dos, esto
consiste en tomar como carta el mapa exponencial y realizar cuidadosas perturbaciones que
permiten crear dicha tangencia, en dimensiones mayores, Gourmelon comienza con el caso
bidimensional, y mediante ciertos cocientes logra probar el Teorema por induccion.

Por dltimo, vamos a comentar una consecuencia mas del trabajo [BDP] que serd de
utilidad.

Proposicién 2.6.2 ([BDP]). Sea H una clase homoclinica genérica de un difeomorfismo de
una variedad de dimension 3 sin puntos periodicos con valores propios complejos. Entonces,
H admite una descomposicion dominada del tipo Ty M = E* & E* @& E3.

Esto es un Corolario de lo probado en la seccién 5 de [BDP]. Lo que prueban, es que
si no hay descomposicion dominada de cierto indice, entonces pueden crear valores propios
complejos. Esto es muy sencillo de ver en dimension 2 (de hecho ya lo esbozamos en la seccién
anterior) y en dimensiones mayores, la dificultad no aumenta més alld de los problemas de
algebra lineal que aparecen en estas. Si dos fibrados no se encuentran dominados, habran
puntos periddicos con angulos pequenos entre esos subespacios, una pequena perturbacion,

hace posible encontrar un valor propio complejo ahi.

3Su enunciado es més general e involucra el conjunto de puntos preperiédicos de indice i, que para

difeomorfismos genéricos coincide y eso es lo que utilizaremos
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Capitulo 3

Clases homoclinicas con interior,

Casos Conocidos

3.1. Introducciéon

En esta seccién estudiaremos algunos casos conocidos de la siguiente conjetura de [ABD]

que es el centro de este trabajo.
Conjetura 1 ([ABD]). Genéricamente, si int(Q(f)) # 0, entonces, f es transitivo.

Es facil ver que, gracias a los resultados vistos en el capitulo anterior, la conjetura se
reduce al estudio de clases homoclinicas, y a probar que si un difeomorfismo genérico admite
una clase homoclinica con interior, entonces, esta ha de ser toda la variedad. En este capitulo
vamos a mostrar el resultado en varios contextos donde es conocido, y nos basaremos en

[ABD] para eso.

3.2. Caso Hiperbdlico

El primer caso que estudiaremos es el hiperbdlico, que si bien es simple, vale la pena
para empezar a sentirle el gusto a los argumentos que se intentaran utilizar, y ver como las

variedades invariantes resultan una herramienta importante para atacar el problema.

Teorema 3.2.1. Sea H = H(p, f) la clase homociinica de p para f : M — M difeomorfismo.

Supongamos que f|y es hiperbolico y que H tiene interior no vacio. Entonces, f es transitivo.

DEMOSTRACION. Primero, vamos a probar que el conjunto tiene estructura de producto local

(esto es inmediato en el caso que f sea Axioma A, o tenga conjunto limite hiperbdlico, pero

19



no en el caso general, como se comentard en la observacién posterior a esta prueba). Para ver
esto, utilizaremos el Teorema de la variedad estable (ver [Sh2] o el apéndice de este trabajo).
Por definicion, la clase homoclinica es la clausura de las intersecciones transversales de un
punto periédico p, pero como fue comentado en el capitulo anterior (ver observacion 2.3.1) es
también la clausura de los puntos periédicos homoclinicamente relacionados a p. Es facil ver
que si se toman dos puntos periédicos cercanos ¢ y  en H (homoclinicamente relacionados a
p), de forma tal que W?(q) N W¥(r) = {2} se cumplird que € H pues gracias al A—lemma
(ver apéndice) este se puede aproximar por intersecciones transversales de W*(q) con W"(q),
y siendo ¢ homoclinicamente relacionado con p 'y H cerrada, x pertenecera a H. Ahora, dados
dos puntos z,y en H, de forma tal que W?(x) N W*(y) = {z} los podemos aproximar por
puntos periédicos homoclinicamente relacionados a p (que son densos) y por el Teorema
de la variedad estable, sus variedades estables e inestables se intersectaran en una sucesion
de puntos en H que convergerd a z completando la prueba de que H tiene estructura de
producto local.

Basta probar entonces, gracias a la estructura de producto local, que todo punto tiene
un entorno de su variedad estable en la clase homoclinica. A partir de eso, y utilizando el
resultado para f~! se obtiene, gracias a la estructura de producto local y el teorema de
invariancia del dominio ([Hat]), un entorno del punto contenido en la clase, probando que
todo punto es interior y terminando la prueba.

Para ver que dado y € H existe ¢ > 0 tal que W(y) C H consideramos un punto

periédico ¢, homoclinicamente relacionado con p (estos son densos, ver [New| aunque es facil

de probar). Como H es también la clase homoclinica de ¢, tenemos que H = W#(q) th W(q)
con lo cual W*#(q) es densa en H.

Al mismo tiempo, como W*(q) = U,so /"™ (W3(q)) Vv, y como ¢ € int(H) que es
invariante, concluimos que W*(q) C int(H).

Sea y,, € W#(q) tal que y,, — y, entonces, consideramos W?(y,,) C W*(q) C int(H) y por
el teorema de la variedad estable junto con que la clase homoclinica es cerrada concluimos
que W2(y) C H.

O

Observacion 3.2.1. Es importante en la hipdtesis que el conjunto hiperbdlico sea una clase
homoclinica ya que hay ejemplos de conjuntos hiperbdlicos con interior no vacio que no son
toda la variedad (ver [Fi]), de hecho, el ejemplo cumple que no esta incluido en ningun

invariante maximal hiperbdlico.
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3.3. Caso Parcialmente Hiperbolico Fuerte

En esta seccion probaremos otro caso en donde la Conjetura es conocida. El caso par-

cialmente hiperbdlico fuerte.

Teorema 3.3.1. Sea H = H(p, f) una clase homoclinica con interior de un difeomorfismo
genérico f. Supongamos que TyM = E°* @ E°® E" es una descomposicion parcialmente

hiperbolica con E* y E™ no triviales. Entonces, f es transitivo.

La prueba de este resultado tiene dos argumentos fundamentales que repasaremos antes de
comenzarla. Uno es el argumento de Brin, que nos servira también mas adelante en el trabajo,
y otro, es un resultado de Dolgopyat y Wilkinson, que muestra que la accesibilidad es un
fenomeno comun dentro de los difeomorfimos parcialmente hiperbdlicos. La prueba es mucho
mas sencilla si se asume la hipotesis de que la descomposicion parcialmente hiperbdlica esta
definida en toda la variedad, de hecho, en ese caso, no es necesario entrar en la demostracion
del resultado de Dolgopyat y Wilkinson, y en una primera lectura, recomendamos saltearse

las secciones 3.3.2 y 3.3.4.

3.3.1. El argumento de Brin

Brin, en [Br] prueba el siguiente resultado, utilizando un argumento que nos serd de
utilidad. Prueba que si un difeomorfismo parcialmente hiperbdlico es accesible y su conjunto

no errante es toda la variedad, entonces, el difeomorfismo es de hecho transitivo.

Definicién 3.3.1. Sea f : M — M un difeomorfismo parcialmente hiperbdlico, decimos que
es accesible si cumple la propiedad de que dados dos puntos x,y € M existe una forma de

unirlos mediante arcos formados por arcos estables e inestables.

Figura 3.1: Caminos su.
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Esos arcos, se llaman caminos su (ver figura 3.1), en general, se define la clase de accesi-
bilidad de un punto x para un difeomorfismo parcialmente hiperbélico como el conjunto de
puntos a los cuales se puede acceder desde x mediante caminos su (es muy sencillo comprobar
que esto es una relacién de equivalencia).

El argumento fundamental que utiliza para probar su resultado, que serd utilizado varias
veces en este trabajo permite probar que si un punto x € int(€2(f)), entonces, su variedad

estable fuerte y su variedad inestable fuerte se encuentran también en el interior de €).

Proposicién 3.3.2 (Argumento de Brin). Sea xz € int(Q(f)) donde se cumple que Q(f)

admite una descomposicion parcialmente hiperbolica del tipo ToM = E¢@® E*. Entonces,
WH(z) C int(Q).

Figura 3.2: Argumento de Brin.

DEMOSTRACION. Sea y; — x de forma tal que existe n; — oo de forma tal que [ (y;) — .

Como y; (para j grande) esta también en int(€2(f)) se cumple que existe € > 0 de forma
tal que cualquiera sea j suficientemente grande, se cumple que W*(y;) C int(Q(f)).

Utilizando la convergencia C' de las variedades inestables fuertes, logramos probar que
W*(x) C Q(f) ya que la sucesion ™ (W(y;)) converge en compactos a W*(x), el interior
del no errante es invariante y el no errante es cerrado.

Como este argumento vale para cualquier punto en un pequeno entorno de x, se concluye
lo deseado.

O

22



3.3.2. Accesibilidad Estable

En esta seccion haremos un esbozo de un trabajo de Dolgopyat y Wilkinson, donde
prueban que la accesibilidad estable es una propiedad densa dentro de los difeomorfismos
parcialmente hiperbdlicos con la topologia C!. Esta seccién tiene como proposito convencer
al lector de que la prueba de este resultado tiene los suficientes componentes locales como
para ser generalizada al caso de interés. De todas maneras, lo aqui expuesto tiene importancia
solo para la subseccion 3.3.4, siendo el resultado también utilizado en la seccion 3.3.3 pero
no la prueba.

Decimos que f es establemente accesible, si f tiene un entorno U en la topologia C! de
forma tal que si g € U entonces g es accesible (observar que el conjunto de difeomorfismos

parcialmente hiperbdlicos es abierto).

Teorema 3.3.3 (Dolgopyat, Wilkinson [DW]). El conjunto de los difeomorfismos parcial-
mente hiperbolicos establemente accesibles es abierto y denso en la topologia C* dentro de

los difeomorfismos parcialmente hiperbolicos.

La prueba se divide escencialmente en 3 etapas. Primero, se muestra que se puede con-
seguir una familia de discos centrales de forma de que el difeomorfismo sea accesible modulo
estos discos, ademads, que lo sea uniformemente (que definiremos pronto) con lo cual se prue-
ba que se logra perturbarlo y dejarlo establemente accesible médulo esos discos. Por ultimo,
se prueba que mediante una pequena perturbacion se puede lograr accesibilidad dentro de
esos discos.

Formalmente, las etapas son las siguientes. Lo enunciaremos y daremos la idea de la
prueba asumiendo que la direcciéon central es integrable, el caso general también es cierto

pero involucra muchos argumentos técnicos.

Lema 3.3.4 ([DW] Lemma 1.2). Sea f un difeomorfismo parcialmente hiperbolico y Kupka-

Smale. Entonces, dado J existe una familia de discos centrales D de forma tal que:
1. Los diametros de los discos son menores que 1/.J.
2. fA(D)ND =0 para todo 1 <1i < J.

3. f es uniformemente accesible modulo %D, es decir, dados x,y € M existen discos
Dy ... D, de forma tal que hay caminos su de x a Dy, de D; a D;y1 y de D,, ay todos

con una cantidad acotada de segmentos de longitud también acotada.

Lema 3.3.5 ([DW] Lemma 1.3). Eziste §o > 0 de forma tal que dado 0 < § < &y, una familia

de discos centrales D y un difeomorfismo f uniformemente accesible modulo %D se cumple
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que para cualquier 3 € (%, 1) eziste o > 0 de forma tal que todo g que este a distancia C*
menor que 8 de f y distancia C° menor que o se cumple que g es accesible médulo 3D, en

particular, f es establemente accesible modulo 5D.

Lema 3.3.6 ([DW] Lemma 1.1). Sea f un difeomorfismo parcialmente hiperbélico y § >
0 dado. Entonces, existe J de forma tal que si existe una familia de discos centrales D

cumpliendo que:

1. Los diametros de los discos son menores que 1/.J.
2. fA(D)ND =0 para todo 1 <1i < J.

Entonces, V3 € (0,1) y 0 > 0 existe g € Dif fL(M) de forma tal que dcai(f,g9) < 6 y

deo(f,g) < o y se cumple que g es establemente accesible en los discos de D.

Como claramente ser establemente accesible modulo una familia de discos y establemente
accesible en los discos implica ser establemente accesible, es directo que estos tres lemas
implican el teorema.

Pasamos a esbozar la prueba de estos lemas con el propdsito de convencer al lector que
la prueba utiliza solamente argumentos suficientemente locales (que especificaremos) y el
resultado podra ser utilizado en un caso méas general en la seccion 3.3.4. Para eso, entre otras

cosas, supondremos por simplicidad que el fibrado central es inicamente integrable.

ESsB0zO DE DEMOSTRACION DEL LEMA 3.3.4. Este es el més sencillo. Como f es Kupka
Smale, existen finitos puntos de periodo menor que 2.J. Sean Uy, ..., U,, entornos pequenos
de dichos puntos (pequenos de forma que el complemento de su union sea conexo y que todo
punto de ahi se pueda unir con el exterior por medio de un camino su de una sola pata).

Sea A = M\ JU,; conexo. Todo punto en A (que es compacto) tiene un entorno de
diametro suficientemente pequeno que no se vuelve a cortar en sus primeros 2.J iterados.
Tomando un subcubrimiento finito, como los elegimos suficientemente pequenos, podemos
suponer que mediante un camino su de longitud uno, podemos ir de uno de los abiertos a
algin otro atravesando las centrales.

Ahora tomamos en cada uno de los abiertos un disco central, si llegase a pasar que en
menos de J iterados esos discos se corten entre si, basta “correrlos” levemente por la direccién
inestable para obtener discos con la misma propiedad y que no se intersecten (en el caso que
el fibrado central no sea tnicamente integrable, este paso adquiere alguna dificultad mayor,

pero puramente técnica, ver seccion 2 de [DW]).
U

EsB0zO DE DEMOSTRACION DEL LEMA 3.3.5.
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La idea es ver que si se perturba como permite el Lema, las foliaciones se mantienen
cerca.

Es para eso que se utiliza la distancia C°, porque la idea es que si una hoja de la foliacién
estable pasa por p y ¢ nos basta que al perturbar, la hoja por p pase cerca de gq.

Esto es posible, pues tomando una centro inestable V' por ¢, eligiendo una distancia C°
pequena entre fy g se logra que d(g"(p), g"(V')) sea suficientemente pequena para n grande
y como V' es centro inestable, se logra un punto de la estable de p cerca de ¢ como se queria.

Para ver que este argumento es semi local, lo importante a observar es que lo tnico
que se utiliza de la globalidad, es que las foliaciones sigan definidas para los iterados de
V' . En particular, este argumento funciona para un compacto invariante K parcialmente
hiperbdlico, contenido en un abierto invariante U también parcialmente hiperbdlico (esto es

lo que vamos a asegurar para poder aplicar estos argumentos al caso de interés).
O

ESB0OzZO DE DEMOSTRACION DEL LEMA 3.3.6. Esta representa la parte mas dificil de la
prueba y es donde se realizan las perturbaciones para llegar de un lado al otro de los discos
centrales. Las perturbaciénes, como es razonable esperar, van a ser todas locales (en entornos
de los discos centrales, y ahi es que se utiliza que demoran en retornar).

Si bien son perturbaciones locales, los argumentos utilizan los arcos estables e inestables
y sus iterados, por lo cual también para que funcionen los argumentos se necesitara de una
hipotesis que asegure que los arcos estables e inestables no “salgan” del lugar donde estan

definidos (basta lo mismo que en el Lema anterior).
U

3.3.3. Prueba en el caso parcialmente hiperbdlico en toda la va-
riedad

Vamos a asumir primero que toda la variedad admite la descomposicion invariante par-
cialmente hiperbdlica. En este caso, gracias al resultado de Dolgopyat y Wilkinson (ver
seccion 3.3.2), podemos suponer (dado que asumimos que el difeomorfismo es genérico) que
es establemente accesible.

Ahora, basta aplicar el Argumento de Brin (Proposicién 3.3.2) para concluir que el con-
junto no errante es toda la variedad dado que sabemos que todo punto en el interior de la
clase homoclinica es no errante y el Argumento de Brin nos da que la clase homoclinica es
saturada por sus estables e inestables, por lo tanto, por ser accesible, la tinica posibilidad es

que sea toda la variedad y por lo tanto, f transitivo.
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3.3.4. Prueba en el caso general

La idea es adaptar el argumento anterior para el caso local, esta vez, haciendo un mas
fuerte uso de las propiedades genéricas. Escencialmente, utilizaremos el hecho de que la clase
es estable Lyapunov tanto para f como para f~! para conseguir aplicar el argumento de
Dolgopyat y Wilkinson. Al mismo tiempo, utilizaremos la continuidad de la clase, de forma
tal de mostrar que si esta no es toda la variedad, la podemos hacer “explotar” mediante
pequenas perturbaciones utilizando la accesibilidad local.

Primero, necesitamos un resultado que nos permita aplicar el Teorema de Dolgopyat y
Wilkinson en nuestro contexto, por lo visto en la seccién 3.3.2 basta ver que dado un conjunto
parcialmente hiperbdlico H, invariante y estable Lyapunov para f y f~! (recordar que por
el Corolario 2.4.2 las clases homoclinicas con interior son estables Lyapunov para fy f=1)

existe un entorno compacto U, f-invariante y parcialmente hiperbolico de H.

Lema 3.3.7. Sea H un conjunto compacto y f invariante que es estable Lyapunov para f
y f=L. Entonces, para todo V entorno de H existe un entorno compacto U de H, de forma
tal que H CU CV y U es f-invariante.

DEMOSTRACION. Sea W entorno compacto de H contenido en el interior de V. Usando la es-
tabilidad Lyapunov de H para f, tenemos un entorno W (también lo podemos suponer com-
pacto) contenido en W'y tal que f"(W;) C W para todo n positivo. Sea Wa = | J,,-o ["(W1).
Ahora, por la estabilidad Lyapunov de f~! hay un entorno compacto W3 cuya érbita pa-
sada no se sale de W5, y como por definicién la orbita futura de W5 esta en W5, tenemos
que la érbita completa de W3 esta contenida en W,. Entonces, el conjunto U buscado es

UneZ fn(W3)
U

Completemos entonces la prueba del Teorema. Sea H una clase homoclinica con interior
admitiendo una descomposicién parcialmente hiperbdlica fuerte. Sea V' un entorno de H
forma tal que todo punto cuya érbita se mantenga en V' se le pueda definir la descomposicion
parcialmente hiperbdlica (V' es un entorno adaptado, ver Apéndice). Ahora, sea U un entorno
compacto invariante contenido en el interior de V' y K otro entorno compacto invariante
contenido en el interior de U. Por ser f un difeomorfismo genérico, podemos suponer que
la clase homoclinica H varia continuamente, por lo cual, hay un entorno U de f para el
cual H, C int(K) Vg € U. Podemos suponer que U verifica que también todo g € U
es parcialmente hiperbdlico en cualquier compacto invariante contenido en V. Ahora, el
resultado de Dolgopyat Wilkinson en este contexto implica que existe un abierto y denso de

U de forma tal que para todo g en ese abierto y denso, hay accesibilidad estable a todos los
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puntos de U. Esto nos lleva a un absurdo pues entonces, para g cerca de f conseguimos que

H, no esté contenida en K, utilizando nuevamente el argumento de Brin.

3.4. Clases homoclinicas aisladas

En esta secciéon vamos a probar el siguiente resultado de [ABD)]

Teorema 3.4.1. Genéricamente, si una clase homoclinica tiene interior, entonces es salvaje

(i.e. es acumulada por infinitas clases homoclinicas), o es toda la variedad.

Como en el caso parcialmente hiperbodlico, este resultado también tiene una version global
cuya prueba es mas sencilla, pero en este caso, la versién global se basa en un resultado de
[CM] que asegura que para los difeomorfismos genéricos con finitas clases homoclinicas (los
difeomorfismos de 7 ver Teorema 2.3.5) se cumple que hay finitos atractores y repulsores y
sus cuencas forman un abierto y denso de la variedad. De esa forma, es facil probar que en el
caso de f € 7, si hay una clase homoclinica con interior entonces es toda la variedad. Esto
se debe, a que por tener interior, y el resultado de [CM], la clase tiene que ser un atractor
y un repulsor simultaneamente, eso implica que es toda la variedad, ya que si no lo fuera,
tendrian que haber entornos U y V' de forma tal que H = (1, ., f"(U) =, f"(V) v que
f(U) c Uy f~4(V) c V. Claramente, si H no es todo, tiene que existir un punto en U\V
que al futuro tiene que caer en V que contradice que f~1(V) C V.

Naturalmente, la hipotesis global, si bien ayuda a pensar el problema, no deberia afectar
el resultado en si, ya que no tendria sentido pensar que la existencia de la clase homoclinica
con interior estd “generando” clases salvajes en otra parte de la variedad.

En este caso, la prueba general no es tanto mas dificil utilizando el Teorema 2.4.3 probado

en [BCJ.
DEMOSTRACION. Supongamos que H no es toda la variedad. Como H es una clase ho-
moclinica genérica con interior, es estable Lyapunov para f y f~! con lo cual, el Teorema
2.4.3 nos asegura que H es un quasi atractor y un quasi repulsor simultaneamente. Por lo tan-
to, existen sucesiones de entornos {U,} y {V,,} que cumplen que f(U,) C U,, f~*(V,) C V,
y se cumple que H =, U, =, V-

Se puede suponer (tomando subfamilias de {U,} v {V,,}) que se cumple que V,,; C
Uns1 CUpiy CV, V0.

Sea D,, = U,\V,, tienen interior no vacio y son compactos, disjuntos y se cumple que
f(Dy) C int(D,). Por lo tanto, como f es genérico y en D, hay puntos no errantes, tiene
que haber un punto periédico p, en D,, y por la invariancia de los D,, las clases homoclinicas

de p, son distintas para todo n.
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Capitulo 4

Clases homoclinicas con interior.

Dimensiones bajas

4.1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos algunos resultados que tienen que ver con la Conjetura
1 en dimensiones bajas (dimensién dos y tres). Los resultados de esta seccién tienen que
ver con los resultados en [PoS], la diferencia radica fundamentalmente en que los resultados
aqui presentados tienen menos prerequisitos al mismo tiempo que son menos generales. Una
excepcién es el Teorema 4.5.1 que no aparece en [PoS] y su prueba si utiliza prerequisitos
que no aparecen antes en esta tesis.

Primero estudiaremos algunas propiedades de la descomposicién dominada de codimen-
sién uno, siguiendo [PS3| y [LS] y sacaremos algunas conclusiones generales para clases
homoclinicas con interior que admiten una descomposicion dominada de codimensiéon uno.
Luego, pasaremos al caso de dimensién dos y tres, donde las clases con interior no vacio
siempre admiten dicha descomposicién y probaremos la conjetura en dimensién dos (esto
también fue hecho, con otra prueba en [ABCD]) y en dimensién tres cuando se tiene des-
composiciéon dominada en tres subfibrados (esto tiene como corolarios, por ejemplo, que lejos
de tangencias la conjetura es cierta, o que si no hay periédicos con valores propios complejos
también).

La prueba en dimension tres, tiene como paso importante probar que no hay puntos
peridédicos en el borde de la clase, y se espera pueda servir para terminar de probar la
conjetura en dimension 3. La dificultad en el caso de que haya valores propios complejos
tiene que ver con el hecho de que hay un fibrado de la descomposicién dominada que tiene

dimensién 2 y es indescomponible con lo cual es muy dificil trabajar. De hecho, al momento,
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el autor no conoce trabajos en los cuales se deduzcan propiedades dinamicas cuando se posee

un fibrado extremal no hiperbélico de dimension dos o mayor.

4.2. Descomposicion dominada de codimensién uno

4.2.1. Propiedades de Denjoy

En esta seccién estudiaremos el trabajo [PS3], en particular estaremos interesados en el
Teorema 3.1 de ese trabajo. Este Teorema es una generalizacién a dimensiones mayores de
un resultado de [PS1] que contiene, escencialmente las ideas de la prueba. Las mismas ideas
también se encuentran trabajadas en [Pot] (en dimensién dos, pero los argumentos son muy
similares) por lo cual simplemente se esbozaran las ideas.

La idea es estudiar el conjunto limite de un arco que integre el fibrado que tiene dimensién
uno cuando se cuenta con dicha descomposicion dominada.

Supongamos que tenemos un conjunto invariante A con descomposicién dominada Th M =
E'® E? donde dim(E?) = 1. Si tenemos un arco que integre la direccién E?, seria esperable,
por la descomposicion dominada, que, o bien se “agrande” al iterarlo hacia el futuro y se
comporte como “variedad inestable”, o bien se mantenga pequeno, pero en dicho caso, deberia
aparecer algiin conjunto atractor (pues la dominacién nos da que si E? no contrae al pasado,
entonces E' debe contraer mucho hacia el futuro). Es sobre eso exactamente que trata el
Teorema 3.1 de [PS3].

Antes, recordemos que un conjunto con descomposicién dominada, admite un entorno
adaptado, es decir, un entorno de forma tal que todo compacto invariante dentro de el
admite descomposicién dominada (ver [BDV]).

Sea I un arco que integra el fibrado E?. Si este no fuese inestable (es decir ¢(f~"(I)) — 0)
entonces, se podria encontrar un arco que integre a £? y no crezca al futuro. Esto se puede ver
asi, si £(f~™(I)) - 0, existe una sucesién que se mantiene mayor que cierto 0. Llamemosle a
esos arcos I,,, = f7" (). Se puede conseguir (ver Lema 3.4.6 de [Pot]) entonces un arco J que
integre a £? y se mantenga pequerio al futuro tomando limites de los arcos I,,, (obviamente,
si se mantienen suficientemente cerca, también se puede suponer que el arco se mantendra en
el entorno adaptado).

Teniendo un arco que integra el fibrado E? y se mantiene de longitud acotada hacia el
futuro, no es dificil, mediante el uso de la dominacion, conseguir probar que la contraccion en
el fibrado E' va a ser uniforme (ver Lema 3.4.5 de [Pot]) y por lo tanto, los puntos en dicho
arco, tendran variedades estables fuertes (que integran el fibrado E') de tamafo uniforme.

Con lo cual, teniendo un arco I que integra el fibrado E? y se mantiene de longitud acotada
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hacia el futuro, se encuentra que el conjunto W2*(f"(I)) = U, ¢ pn () W*(2) estd bien definido
y es un abierto.

Definimos, para un arco I C M el conjunto w(l) = {J,c; w(z).

Teorema 4.2.1 ([PS3]). Sea f € Dif f'(M) y A un compacto invariante que admite una
descomposicién dominada de codimension uno TaM = E' @ E? (donde dim(E?*) = 1).
Entonces, existe &y de forma tal que si I es un intervalo que integra el fibrado E? y cumple
que ((f™(I)) < d < do Yn > 0 y su drbita se mantiene en un entorno adaptado de A, el

conjunto limite de I verifica una de las siguientes posibilidades:

1. w(I) C C donde C es una curva periodica simple y cerrada normalmente atractora y de

forma tal que f™|c tiene nimero de rotacion irracional.

2. Existe un arco periddico normalmente atractor J de forma tal que I C W*(J) y f™|,
es la identidad.

3. w(l) esta contenido en el conjunto de puntos periddicos de f restricto al entorno adap-
tado de A y ademdas alguno de los puntos periddicos es semi-atractor (atrae un abierto)

o atractor hiperbolico.

4. Ninguna de las anteriores e I es errante (es decir, W2(f™(I)) N W2s(f™(I)) = 0 para
n#m).

La idea de la prueba es la siguiente, si I no es errante, entonces, existe n y m tal que
Wes(fm(I) N W2s(fm™(I)) # 0, entonces, tomando f™~™*(I) converjen a la misma cosa,
pues f("~™)(I) corta la estable de I, entonces los puntos limites serdn iguales.

Por un lado, si ¢(f™(I)) — 0, entonces, el w-limite de I serd un punto periédico semi-
atractor o atractor. Si no, entonces f"(I) converjerd a algun arco L, tomando | J, f®~™*(L)
obtendremos una curva normalmente atractora. Si es un circulo, si tiene puntos periddicos,
alguno va a ser semiatractor o atractor, si no, tendra numero de rotacién irracional. Analo-
gamente, si es un arco, y la dinamica no es la identidad, alguno de los puntos fijos va a ser
semiatractor o atractor.

En el caso genérico, el resultado adquiere una forma bastante mas compacta.

Corolario 4.2.2. Sea f € Dif f1(M) un difeomorfismo genérico y A un compacto invariante
que admite una descomposicion dominada de codimension uno ThaM = E' @& E* (donde
dim(E?) = 1). Entonces, existe &y de forma tal que si I es un intervalo que integra el fibrado
E? y cumple que ((f"(I)) < § < 8 Yn > 0 y su drbita se mantiene en un entorno adaptado

de A, el conjunto limite de I verifica una de las siguientes posibilidades:
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1. w(I) esta contenido en el conjunto de puntos periddicos de f restricto al entorno adap-

tado de A y ademds alguno de los puntos periddicos es un atractor hiperbdlico (pozo).

2. Ninguna de las anteriores e I es errante. En este caso, ((f"(I)) — 0.

DEMOSTRACION. Como las opciones 1.y 2. no son genéricas (un circulo normalmente atrac-
tor con nimero de rotacién irracional tiene puntos no errantes aislados de los puntos periédi-
cos y la identidad en un intervalo tiene puntos fijos no hiperbolicos) y los puntos periédicos
semiatractores genéricos son pozos, lo Unico que hay que probar es que si [ es errante,
entonces su longitud tiende a cero. Esto se debe a que si no lo hiciera, existiria una sub-
sucesién £(f™(I)) > ~. Sea una subsucesién de f"(I) que converja, claramente, cuando
esten suficientemente cerca uniformemente, como ambas integran £?, sus estables van a ser
suficientemente paralelas y es claro que eso implica que se tienen que cortar, llegando a un
absurdo.

O

4.2.2. Integrabilidad y propiedades dinamicas de los fibrados de

dimension uno

En esta seccién presentaremos algunos resultados obtenidos por Pablo Lessa y Martin
Sambarino sobre las propiedades dinamicas de las curvas que integran un fibrado de dimen-
sion uno extremal en una descomposicién dominada (ver [Less, LS]).

Primero, vamos a enunciar un Teorema cldsico de [HPS] (Teorema 5.5). El Teorema no
es exactamente el que enunciaremos, pero en la prueba se puede apreciar que lo que se
estd probando es el siguiente Teorema (de hecho, esto es aclarado por los autores al final de
la prueba, ver también [M1], Proposition 2.3). Sea I¥ = (—¢,¢)k y Emb*(IF, M) el conjunto

de los encajes de I} en M con la topologia C?.

Teorema 4.2.3 ([HPS]). Sea f € Dif f1(M) y A un compacto invariante que admite una
descomposicién dominada T\M = E'® E?, con dim(E?) = k. Entonces, existe una funcidn
continua @* : N — Emb'(I*, M) de forma tal que si definimos W2(z) = p*(z)(I¥) entonces:

1. T,W2(x) = F*(z)
2. Para todo 0 < g1 < 1 eaiste g5 > 0 tal que f~' (W2 (x)) C W2 (f'(z))

En particular, para todo €, existe § de forma tal que si se tienen dos puntos x,y tal que
y € W2 (x) y se cumple que d(f~7(y), [~ (x)) < 0 para todo 0 < j < n entonces, f~7(y) €
W2 (f7(2)) YO < j <n.
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Teniendo en cuenta este Teorema, los resultados de la seccién anterior y la dinamica

genérica, Lessa y Sambarino consiguen probar el siguiente Teorema:

Teorema 4.2.4. Sea f € Dif fY(M) un difeomorfismo genérico y A un compacto invariante
que admite una descomposicion dominada T\M = E' @® E?, con dim(E?) = 1. Entonces,

para todo € > 0 existe & de forma tal que para todo x € A se cumple que

f(Wi() cW2(f"(x) V>0
En particular, Wi(z) C W(z)={ye M : d(f(y), [ "(z)) <& Vn>0}.

Es importante no confundir la notacién W¥(z) (ver la definicién en el enunciado del
Teorema). Dicha notacion es usual en el sentido que es asi que se define el conjunto inestable
€ de un punto, pero en general, en los contextos que es utilizada vale también que los
puntos de W(x) son también asintéticos a la érbita de x en el pasado, cosa que no ocurre
necesariamente en este caso. En la seccion siguiente veremos que esto si ocurre en el caso
genérico cuando se tiene una clase homoclinica con interior y descomposiciéon dominada de

codimensién uno, para eso introduciremos la notacién W2 (x).

4.3. Clases homoclinicas con interior, algunas propie-
dades

En esta seccion probaremos algunas propiedades que poseen las clases homoclinicas con
interior de difeomorfismos genéricos. Daremos alguna propiedad general, pero nos concen-
traremos fundamentalmente en el caso de tener descomposicién dominada de codimension
uno. Como Corolario de una de estas propiedades, probaremos la Conjetura 1 en dimensién
dos.

Antes de comenzar, enunciaremos el siguiente Lema de Franks (ver [F, Pot]) que es una

herramienta muy ttil de perturbacién en la topologia C*:

Teorema 4.3.1 (Lema de Franks [F]). Sea f € Dif f'(M). Dado U(f) entorno C* de f,
WU(f) ye >0 tal que si g € Up(f), 0 ={x1,...,2m} ¥y

L:-P1.M— P Tye)M ta que |L— Dglgr, ul| <e

xiee SCZ‘E@
Entonces, existe g € U(f) tal que Dg., = Lz, m (eso ya implica que g(x;) = §(x;)) y si

R es un conjunto compacto disjunto de 6 se puede considerar g = g en R.
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Denotaremos 7(p) como el periodo de un punto periédico p.
Empezamos por mostrar que para una clase homoclinica con interior, los puntos periédi-
cos tienen algun tipo de hiperbolicidad en el periodo.

Lema 4.3.2. Sea H una clase homoclinica con interior de un difeomorfismo genérico f.
Entonces, existe A\ < 1 de forma tal que para todo p € Per(f|y), se tiene que || D, f* P[] >

AN FP) e > 1, 0 lo que es lo mismo, el mayor valor propio de D f™P) es mayor que \~™®).

DEMOSTRACION. Primero veamos algunas propiedades elementales de transformaciones li-
neales y sus normas. La primeras dos son muy elementales y dan escencialmente el vinculo
entre los valores propios y la norma de una transformacion lineal , la tercera permitira utilizar
el Lema de Franks.

[T*v]]
llll

1. Siy es el mayor valor propio de T : R¥ — R¥ entonces || T%|| > +* pues ||T*|| = sup

. . . Tk
y como un vector propio vy asociado a v cumple T'vg = yvy se tiene I ”v:ﬁ” =~k

2. Si 7y es el mayor valor propio de T': R¥ — R* y cumple que v < \;, entonces, existe ng

de forma tal que para todo n > ng se cumple que |77 < A} (1).

3. 89T =T,---Tycon T} : E; — E,;,; donde E; 2 R* y E;,,; = F; es una transformacién
lineal de forma tal que v = a* es el mayor valor propio de T, entonces, si a = 1 + &/2
entonces la transformacién lineal T = T}, - - - T} donde T} = l—JlreT,- es una transformacion

lineal contractiva (* ).

Entonces, vamos a probar que existe un A € (0,1) de forma tal que para todo p €
Per(f|y) se cumple que el mayor valor propio de D,f™®) es mayor o igual a A™"®) por 1)
esto prueba el Lema.

Supongamos que eso es falso, entonces, para todo A < 1 existe p € Per(f|H) de forma
tal que el mayor valor propio de D, ™) es menor que A~"®).

Sea U un abierto de forma tal que U C int(H). Como f es genérico, la Proposicién 2.5.1
nos asegura que existe U entorno de f de forma tal que para todo ¢g en un residual de U se
cumple que U C H, (H, la continuacién de H para g).

El Lema de Franks implica que existe ¢ > 0 de forma tal que si fijamos una cantidad finita

de puntos cualquiera, podemos perturbar el difeomorfismo f en un entorno arbitrariamente

!Esta propiedad es muy sencilla y tiene que ver con la forma candnica de Jordan de las matrices.

T; entonces, T' = ﬁT pues se cumple la conmutacion

ﬁ] dp,.,T; = Tiﬁl dg,. Por lo tanto, como los vectores propios son los mismos, los valores propios se

encontraran multiplicados por ﬁ y por lo tanto seran todos contractivos.

2Esto es bien simple pues T; = —1dg,,,
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pequeno de los puntos, manteniendonos en U y de forma que la derivada en esos puntos sea
la que se desee siempre que este a menos de € de la original.

Elijamos 1 < A™! < 1+¢/2 y sea p € Per(f|y) de forma tal que el menor valor propio
de D, ™) es menor o igual que A™"®). Como f es genérico, los puntos periédicos de igual
indice que p son densos en H, por lo tanto, tenemos ¢ € U N Per(f) de igual indice que p, y
en particular, homoclinicamente relacionado con este.

Sea x € W3(p)NW*(q) vy y € W*(q) N W*(p), con lo cual, el conjunto A = O(p) U
O(q) UO(x) U O(y) es hiperbdlico (basta considerar como espacios invariantes los tangentes
a las variedades estables e inestables, y como las orbitas de x e y tienden a las de p y ¢ la
hiperbolicidad es inmediata).

Para 3 arbitrario sea { f~N(y), ..., f"(y), f"(x),... f¥(x)} una 3 pseudo 6rbita cerrada
en A que denotaremos como Y. Es claro que dado 3 > 0 existe ny de forma tal que si
N > n > ng entonces la pseudo orbita elegida es una 3 pseudo érbita. Al mismo tiempo,
eligiendo N suficientemente grande con respecto a n, podemos hacer que la pseudo érbita se
mantenga cerca de la 6rbita de p por un tiempo arbitrariamente largo en comparacién con
el resto de la dérbita.

También se cumple, que para todo a > 0 existe [ de forma tal que una (-pseudo orbita
periddica, es a-sombreada por un punto periédico (por el Shadowing Lemma para conjuntos

hiperbdlicos, ver [Sh2] o el apéndice de este trabajo). Elijamos entonces o de forma tal que:

(a) Baa(q) C U.

(b) Sid(f'(z), f'(y)) < 2a V0 < i < m(p) — 1 entonces, % < 1+ ¢ (c lo elegiremos

después).

Sea 3 < « dado por el Shadowing Lemma para dicho o y ng de forma tal que Vj > ny,
fi(x)y [ (y) estan en Bg/o(p) v f/(y) y f~7(z) estdn en Bgs(q).

Por la propiedad 2) de las transformaciones lineales se cumple que considerando A\; =
1+ 32/4 podemos conseguir, si ly suficientemente grande, que || Df0" || < A7),

Consideramos N y ¢ verificando que ( con k > sup,, [|Dfzl])

N 2
(H (1 + C)w(P)HDfIl)oﬂ(p)H) Ano < (1 _|_€)4no+2Nl07T(p)

Jj=no
Estos valores existen pues si ¢ es pequeno, y N mucho més grande que ng se cumple que,
dado que (1+ ¢)A\; < 1+ ¢ se consigue lo deseado (3).

3Una forma sencilla de ver esto es la siguiente propiedad de analisis béasico, si @ < 1 +¢ y K > 0 fijo,
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. . e Nigm(p)+ .
Teniendo esto, consideramos la 3-pseudo orbita pnooﬂ(p J+mo que sera sombreada por una

6rbita periddica 7, que por como elegimos « va a verificar que tiene periodo 4ng + 2Ny (p),

pasa por U y verifica que

IDFT) < (1 +)™

Esto implica, por la propiedad 1) de transformaciones lineales, que su mayor valor propio
es menor que (1+4¢)™™. Ahora, componiendo en la 6rbita de 7 sus derivadas con homotecias
de razén (1 + €)~' y teniendo en cuenta la propiedad 3) de transformaciones lineales que
mencionamos. conseguimos, mediante el Lema de Franks construir un pozo en U, lo cual
contradice la Proposicion 2.5.1 pues el pozo es persistente, entonces habra algun mapa en el

residual con un pozo en U, una contradiccion.

O

De ahora en mas, nos concentraremos en el caso de descomposiciéon dominada de codi-
mension uno. Lo primero que probaremos, es que para una clase homoclinica con interior, los
fibrados unidimensionales extremales se integran dando lugar a variedades con propiedades

dindmicas, en particular, también son tinicamente integrables.

Lema 4.3.3. Sea H = H(p, f) una clase homoclinica con interior de un difeomorfismo
genérico f que admite decomposicion dominada de codimensién uno TyM = E' @ E? con

dim(E?) = 1. Entonces, eriste € y § de forma tal que para todo v € H se cumple que

W) c Wet(z) = {y e Wi(x) + d(f™"(y), f"(x)) — 0}

DEMOSTRACION. Primero vamos a ver que la tesis del Lema se cumple para los puntos
periddicos, y utilizando eso, vamos a ver que se cumple en general. Utilizaremos ¢ de forma
tal que B.(H) este contenida en el entorno adaptado de H, y de forma tal que si dos puntos
tienen su orbita a menos de € entonces el cociente de las normas de sus diferenciales es mayor
que A dado por el Lema 4.3.2 (*). Sea § asociado a ¢ por el Teorema 4.2.4.

Dado que simplifica los calculos, utilizaremos también la norma adaptada dada por [Goul]

que nos dice que existe una métrica en el tangente y v € (0,1) tal que || Df|g:| < v||Df|g||

@

1+8)l — 0 existe alguno de forma tal

entonces, existe [ de forma tal que Ka' < (1 + ¢)"*! dado que, como (
que es menor que 1=

4Esto es, para el A dado por el Lema 4.3.2, si d(x,y) < &, entonces

1D fell

<At
1D fyll
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(observamos que podemos pasar multiplicando ya que gracias a que E? es unidimensional se
tiene [[Df gzl = [[Dflp2] 7).

Sea p un punto periédico para el cual hay un y € W#(p) para el cual d(f~"(y), f"(p)) =
0. El Teorema de Hartman Grobman (ver [Sh2| o el Apéndice de este trabajo) implica, dado
que p no es un pozo, que el conjunto de puntos de W2(p) N W¥*(p) es abierto en W2(p) y
contiene a p.

Como WZ(p) es de dimensiéon uno y W2(p) N W¥(p) # W2(p), hay un punto zy en una
de las componentes conexas de W2(p)\{p} (llamemosle I5) que es el primero que no estd en
W (z). Como f2*P)(I5) € W2(p) (esto es por el Teorema 4.2.4) e intersecta I, ese primer
punto tiene que ser fijo para f27?) ya que Is N W%(p) es un intervalo abierto invariante que
contiene a z en el borde y f27P) () ¢ I; NW2*(p). Dado que f es genérico, 2, tiene que ser
un punto periédico hiperbélico. Como atrae puntos de W#(p), y como su érbita queda en el
entorno adaptado de H, tiene descomposicién dominada de codimension uno, por lo tanto,
dado que en la direccién E? contrae, es un pozo.

Como d(f*(p), f*(20)) < € (por el Teorema 4.2.4) entonces, si k > 1 tenemos

2km(p)—1 2km(p)—1
IDSPlll = [T I1Dfrlell < X7 T 1D fricols2ll =
1=0 1=0

= \"2®)| D Z2(jc7r(p)|E2|| < \~2km(p)

pues ||sz2§7r(p)|Ez|| < 1. Como ||Df.|gt|| < Y||Dfelgz|| Vx (con v < 1) se cumple entonces
que el mayor valor propio de D f?*(P) no puede ser mayor que A=) contradiciendo el Lema
anterior.

Supongamos ahora que para todo € > 0 existe x € H y un pequeno arco I C Wi(z)
conteniendo a x de forma tal que ¢(f~"(I)) - 0. Ya sabemos, por el Teorema 4.2.4 que
((f~™(I)) < e entonces, tomando n; — oo tal que v < ¢(f7(I)) < € podemos tomar
limite de estos arcos (ver Lema 3.4.6 de [Pot]) obteniendo un arco J que integra el fibrado
E? de forma tal que £(f"(J)) < € Vn € Z y conteniendo un punto z € J N H (un punto
limite de f~"i(x)).

Ahora, podemos utilizar el Corolario 4.2.2 para llegar a un absurdo. Es facil ver que la
primera opcion no puede ocurrir porque contradeciria lo probado para los puntos periodicos
(en caso que w(J) N H sea un periddico silla, va a tener su inestable va a tener longitud
pequena).

Por otro lado, si J es errante, tenemos que no puede ser acumulado por puntos periédicos
(pues tiene variedades estables de tamano uniforme). Dado que f es genérico, para llegar a

un absurdo basta ver que los puntos de J son recurrentes por cadenas (Teorema 2.2.1). Por
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el Corolario 4.2.2; siendo J errante, se tiene que £(f™(J)) — 0 (|n| — 4+o0), entonces, como
z € HNJ, fijado €, y y € J tenemos que para algun iterado futuro k; y uno pasado —ky,
¥ (y) estd a menos de e de f*(z) y f*2(y) estd a menos de e de f~*2(z). Como las clases
homoclinicas son clases de recurrencia, hay una e pseudo orbita de f*(z) a f=*2(2) y por lo
tanto, y es recurrente por cadenas y por lo tanto estd acumulado por puntos peridédicos y J

no puede ser errante.
O

Como Corolario de las propiedades dindmicas de W2, tenemos que es tnicamente inte-

grable.

Corolario 4.3.4. Sea H = H(p, f) una clase homoclinica con interior de un difeomorfismo
genérico f que admite decomposicion dominada de codimensién uno TyM = E'® E? con

dim(E?) = 1. Entonces, E* es unicamente integrable

DEMOSTRACION. Es directo a partir de que estan dindmicamente definidas y la descompo-
sicién dominada. Ver Lema 3.4.2 de [Pot] (si bien es en dimensién dos, la prueba es idéntica
en el caso de codimensién uno).

O

Otro corolario, que nos permitira utilizar el argumento de Brin es el siguiente:

Corolario 4.3.5. Sea H = H(p, f) una clase homoclinica con interior de un difeomorfismo
genérico f que admite decomposicion dominada de codimension uno Ty M = E' @ E? con
dim(E?) = 1. Entonces, para todo L > 0 y | > 0 existe ny de forma tal que si I es un arco

compacto que es tangente al fibrado E? en todos sus puntos y tiene longitud menor que L,
0(f~™(1)) <1 Vn>nyg.

DEMOSTRACION. Primero es facil observar que para cualquier arco compacto tangente a £?
en todos sus puntos su longitud ird a cero en el pasado (basta tomar un cubrimiento finito
donde es inestable que existe por el Lema 4.3.3).

Supongamos entonces que existe L > 0 y [ > 0 de forma tal que para todo j > 0
existe un arco I;, tangente al fibrado E? y de longitud menor que L, y n; > j de forma tal
que ((f~™(1;)) > I. Como si “alargamos” un poco [; la propiedad se seguird cumpliendo,
podemos suponer que ¢(1;) € (L/2,L).

Podemos suponer (quizas tomando subsucesiones) que [; converje uniformemente a un
arco J que integra E? y verifica L/2 < ¢(J) < L (ver, por ejemplo, el Lema 3.4.6 de [Pot]).

Como la longitud de L es finita e integra el fibrado E? sabemos que £(f~"(J)) — 0 con

n — —+00.
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Sea ¢ = 1/2 y ¢ dado por el Teorema 4.2.4 que nos dice que W§(x) C W(x) V.

Sea ng de forma tal que ¥n > ngy se cumple que ((f~"(J)) < §/4. Sea también v sufi-
cientemente pequeiio (°) de forma tal que si x € B, (J) entonces d(f~*(z), f7*(J)) < §/4
V0 < k < nyg.

Si ahora consideramos j suficientemente grande (en particular j > ng) de forma tal que
I; € B,(J) obtenemos que ¢(f~"°(I;)) < 0 y por lo tanto ¢(f"(1;)) < e <1 V¥n > ng, con
lo cual n; < ng lo cual resulta absurdo pues supusimos j > ng y n; > j por construccion.

O

Lema 4.3.6. Sea H = H(p, f) una clase homoclinica con interior de un difeomorfismo
genérico f que admite decomposicion dominada de codimension uno Ty M = E' @ E? con
dim(E?) = 1. Entonces, int(H) y OH son saturados por las variedades W?(x) (es decir, para
todo x € int(H) (resp. 0H ), se cumple que W2(x) C int(H) (resp. OH ).

DEMOSTRACION. Basta probarlo para el interior, porque a partir de eso se deduce en el
borde ya que H es cerrada, y las variedades varian continuamente (observar que la variedad
de un punto del borde no puede “entrar” al interior).

Para probar que el interior es saturado por las variedades W? vamos a utilizar el argu-
mento de Brin. Sea = € int(H), entonces, es no errante. Sea y; — x tal que f™(y;) — = con
n; — oo. Ahora, utilizando el Corolario 4.3.5 y usando que Wf(yj) C int(H) y la continuidad
de las variedades centro inestables, tenemos lo deseado.

OJ

Corolario 4.3.7. Sea H = H(p, f) una clase homoclinica con interior de un difeomorfismo
genérico f que admite decomposicion dominada de codimension uno Ty M = E' ® E? con

dim(E?) = 1. Entonces no hay puntos periddicos en OH con dimension inestable 1.

DEMOSTRACION. Por ser una clase homoclinica genérica, la variedad inestable de todo punto
periddico tiene que ser densa en la clase. Si hubiese un punto periédico con variedad inestable
de dimensién uno en el borde, esta tendria que estar contenida en el borde y no podria ser
densa.

OJ

Corolario 4.3.8. Genéricamente, una clase homoclinica con interior para un difeomorfismo

de una superficie es toda la variedad. De hecho, si una clase homoclinica de un difeomorfismo

®Dicho v esta dado por la continuidad uniforme de f=* V0 < k < ng y por que .J es compacto.
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genérico en una superficie tiene interior, entonces la variedad es T? y el difeomorfismo es

un Anosov.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.5.2, una clase homoclinica genérica con interior tiene
descomposicion dominada, por ser de dimension dos, ambos fibrados son unidimensionales.

Supongamos que no es toda la variedad, entonces, si nos paramos en un punto del borde
de la clase, entonces, las variedades W2 (z) y W2(x) estan contenidas también en el borde.
Como varian continuamente, con la saturacion se cubre un abierto con puntos del borde de

la clase, lo cual es absurdo.
W(z)

W2(x)

Figura 4.1: Prueba de la conjetura en dimensién dos.

Una vez que sabemos que es transitivo, sabemos que hay un entorno del difeomorfismo
en el cual hay un conjunto residual de difeomorfismos transitivos también (ver Proposicién
2.5.1) y esto implica que es un difeomorfismo de Anosov, y la tinica superficie que los admite
es el toro T? (ver [Pot], el argumento hay que adaptarlo de robustamente transitivo a genéri-
camente transitivo, pero es trivial, porque la robustez se utiliza en que f tiene un entorno
sin pozos ni fuentes, y esto se cumple, ya que los pozos y fuentes existen en un conjunto

abierto de difeomorfismos).
0J

4.4. Clases homoclinicas con interior, dimension 3

En esta seccion probaremos la Conjetura 1 en algunos casos particulares para difeomor-

fismos en dimension 3.
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Teorema 4.4.1. Sea H = H(p, ) una clase homoclinica con interior de un difeomorfismo
genérico f en una variedad de dimension 3 que admite decomposicion dominada del tipo
TyM = E'® E* @ E? con dim(E") = 1. Entonces, H = M 1y f es parcialmente hiperbélico

fuerte.

DEMOSTRACION.
Paso 1:

Primero vamos a probar que es suficiente con ver que los puntos de indice 2 (para los
cuales E*(p) = E' @ E?) la variedad centro estable (TW}?) contiene un entorno del punto de
tamano uniforme alrededor del punto que se encuentra dentro de la clase. Esto es suficiente
pues dado y € OH, si tenemos un punto periédico de indice 2 arbitrariamente cerca (si hay
uno, son densos en la clase pues la genericidad de f implica que podemos asumir que es la
clase homoclinica de un punto de indice 2) y por lo tanto, se cumple que W2(y) NW212(p) # 0
entonces, por la saturacion del interior por las variedades W? tenemos que y esta en el interior,
lo cual es absurdo. Si no hay puntos de indice 2, se puede ver que el argumento vale también
para W2,

Paso 2:

Sea entonces un punto periddico de indice 2 de f en H. Por el Corolario 4.3.7 se cumple
que p € int(H).

Como tenemos descomposicién dominada Ty M = E' @ E? @ E? podemos juntar los
fibrados, definiendo E'? = E' @ E? v £ = E? @ E® para obtener descomposiciones domi-
nadas del tipo Ty M = E2 @ E? y TyM = E' @ E?3. Por el Teorema 4.2.3 se cumple que
hay variedades localmente invariantes que integran E'? y E?3. Claramente, la interseccién
de ambas, nos dard una variedad localmente invariante que integra E? (5).

Sea I una componente conexa de W2(p)\{p} con ¢ de forma tal que f(WZ(p)) C W2(f(p))
("), vamos a ver que tiene que estar contenida en int(H) (eso es suficiente ya que int(H) es
saturado por los conjuntos W1).

Ordenemos I empezando por p, es decir, dado que [ es un intervalo, y uno de sus extremos
es p, lo pensamos como (p,d). Como p es de indice 2, hay un entorno de p en I de puntos

de forma tal que f2*®)(z) < x para cualquier z en ese entorno (esto se cumple pues existe

6Basta observar que el conjunto f(W_22?(z)) contiene un entorno abierto de W2 (f(z)), ese entorno cortado
con W23(f(z)), al iterarlo al pasado quedard contenido en W2?(x) N W23(x). Analogamente, se ve el resto

de las invariancias.
"Seria tentador, dado que p es periédico, tomar una potencia de f y considerarlo fijo, con lo cual se

tendria que la variedad esa es invariante, pero esto no funciona, pues al tomar iterados, disminuye el valor

de 0 y perdemos la uniformidad buscada.
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un v de forma tal que f2*® (W2(p)) € W2(p) y el punto es atractor en un entorno de p en
WZX2(p)). Consideramos entonces g € I de forma tal que f2*®)((p,z)) C (p, z) (donde esto
tiene sentido, recordar que las variedades son solamente localmente invariantes). Llamemos
Jo al conjunto (p, zo) que claramente integra el fibrado E? y esté en el interior de H.

Por lo tanto, si consideramos el conjunto J = |J,~f "(Jo) tenemos un intervalo de
variedad centro (integrando E?) de forma tal que estd contenido en int(H). Si J llegase a
tener longitud grande entonces tenemos probado el teorema pues saturando por las variedades
estables (integrando E') obtenemos un tamafo grande de centro estables contenido en el
interior de la clase y vimos que eso era suficiente.

Si J no tiene longitud grande, entonces, como integra E* (que es un fibrado continuo) y la
variedad es compacta, se tiene que cumplir que J muere en un punto ¢; que necesariamente
tiene que ser periddico de periodo 27(p). El punto ¢; tiene que ser de dimensién estable 1
(recordar que siendo genérico, el difeomorfismo f es Kupka-Smale, con lo cual dado que los
puntos de J tienden a ¢; al pasado tiene dimension inestable al menos 2 y como pertenece

a la clase (por ser de acumulacién de J) no puede ser una fuente.

Wi(p) oH

Fro(r)

W'(p)

Figura 4.2: Encontrando a ¢;.

Ahora es facil ver que se puede aplicar el mismo argumento al punto ¢; trabajando en la
variedad centro inestable (que integra a E? @& E3). Una diferencia es que no serd necesario
tomar como periodo el doble del periodo de ¢; pues ya sabemos que .J es uno de los arcos de su

variedad centro y esta es invariante por f27). Por lo tanto, si aplicar de nuevo el proceso no
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permite encontrar un tamano uniforme en la variedad centro estable de p podremos conseguir
un nuevo punto periddico del mismo periodo que ¢; y continuar el proceso inductivamente
hasta o bien tener un tamano uniforme que nos asegura probar lo deseado o bien hasta llegar
a una contradiccion con el hecho de que el difeomorfismo es Kupka-Smale y por lo tanto
tiene solo una cantidad finita de puntos periddicos de un periodo dado.

Esto prueba que f es transitivo.
Paso 3:

Una vez que es transitivo podemos utilizar el siguiente teorema probado por primera vez

en [DPU] (aplicando ideas de [M2]) y enunciado asi por primera vez en [Ab]:

Teorema 4.4.2 ([DPU)). Sea f € Dif f1(M?) de forma tal que admite una descomposicion
dominada en 3 subfibrados. St existe un entorno U de f y un residual R de forma tal que

para todo g € RNU, g es transitivo, entonces [ es parcialmente hiperbolico fuerte.

A partir de este teorema es inmediato ver que es parcialmente hiperbélico fuerte ya que
los resultados genéricos que probamos para los difeomorfismos con clases homoclinicas con

interior nos ponen en las hipotesis del Teorema.
O

Corolario 4.4.3. Sea f un difeomorfismo genérico en dimension 3. St H es una clase ho-

moclinica con interior que no tiene puntos periodicos con valores propios complejos, entonces,

H =M.

DEMOSTRACION. La Proposicién 2.6.2 nos permite ponernos en las hipétesis del Teorema
4.4.1
O

Corolario 4.4.4. Sea f un difeomorfismo genérico en dimension 3 lejos de tangencias ho-
moclinicas, con puntos periodicos de indices 1 y 2, entonces, st H es una clase homoclinica

con interior, H = M.

DEMOSTRACION. El Teorema 2.6.1 nos permite ponernos en las hipotesis del Teorema an-
terior.

O

Observacion 4.4.1. De hecho, el Teorema 2.6.1 nos pone en las hipétesis del Teorema 4.4.1

solo pidiendo que la clase se encuentre lejos de tangencias, lo cual es mas general. También
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vale la pena observar que es importante pedir que haya puntos de ambos indices, pues, a
diferencia de en clases homoclinicas aisladas, en el caso de ser salvajes las clases no podemos
asegurar que si todos los puntos son de igual indice la clase sea hiperbélica (ver [ABCDW]).
En el caso de dimension 3, veremos que igual esto se puede arreglar, pero lleva mas trabajo.
Vale la pena observar también que un resultado reciente de Yang permite probar en general
que para difeomorfismos lejos de tangencias, la existencia de una clase homoclinica con

interior implica que el difeomorfismo es transitivo (ver [Y] Theorem 3).

4.5. Aplicacién del Teorema principal

El siguiente Teorema es una aplicacion del resultado principal del trabajo. Muchas de las
herramientas de su demostracién ya fueron trabajadas, las otras, requieren algunos prerequi-
sitos que no fueron introducidos pero que seran debidamente citados. Fundamentalmente,
utilizaremos un resultado de [M2] y una adaptacién de un resultado de [PPV] que a su vez
adapta un resultado de [M4]. También haremos uso del Lema de Pliss que estd presentado

en el apéndice de este trabajo.

Teorema 4.5.1. Sea f un difeomorfismo genérico en dimension 3 y H una clase homoclinica

con interior lejos de tangencias homoclinicas, entonces, H = M.

Lo primero que veremos es que gracias al Teorema Principal (Teorema 4.4.1) este Teorema

se puede reducir al siguiente Lema que probaremos luego.

Lema 4.5.2. Sea f : M? — M?3 un difeomorfismo genérico. Sea H una clase homoclinica
de [ con interior que verifica que existe U entorno de f y R conjunto residual de forma tal
que para todo g € U NR se cumple que los puntos periddicos de H, (la continuacion de H

para g) tienen todos igual indice. Entonces H es hiperbdlica para f.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.5.1. Como estamos en el contexto genérico podemos
utilizar el siguiente argumento de genericidad. Sea R un conjunto residual con la propiedad
que si f € Ry H es una clase con interior de f entonces H es la clase homoclinica de
todos sus puntos periédicos y existe un entorno U de f y Uy C H de forma tal que todo
g € RNU verifica lo mismo y Uy C H, (ver Proposicién 2.5.1 y Teorema 2.3.1). Sea
B={f€R : fposee una clase homoclinica con interior con puntos periédicos de distinto
indice }. El conjunto B es claramente abierto en R (pues como el interior de la clase persiste
y tiene puntos periddicos de ambos indices, y estos aparecen en U hay un entorno de f
con esta propiedad). Sea B un abierto de Dif f'(M) tal que B = R N B. Sea ahora A el
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complemento de la clausura de . Entonces, basta probar el Teorema en R N A pues en B
es el Corolario 4.4.4 y (RN .A) U B es claramente residual.
En RN A el Lema 4.5.2 implica que la clase es hiperbdlica y por el Teorema 3.2.1 queda
probado el Teorema.
O

Para probar el Lema 4.5.2 la estrategia es ver que si la clase no es hiperbdlica, se puede
conseguir cambiar de indice a alguno de sus puntos periddicos. Esto tiene dos etapas, por
un lado, ver que si en el periodo los puntos no son suficientemente hiperbdlicos, mediante
el lema de Franks se les puede cambiar el indice. La segunda etapa consiste, en una vez
obtenido lo anterior, ver que si existen puntos de periodo cada vez mayor que “demoran”
cada vez mds en hacerse hiperbélicos®, entonces, podemos conseguir un punto perfodico con
mala contraccion en el periodo contradiciendo lo antes probado.

Utilizaremos entonces el siguiente Lema de Mane. El enunciado que utilizaremos es el
mismo que en [M2] pero modificado de forma tal de evitar dar definiciones. Es una con-
secuencia del Lema de Franks junto con un uso muy ingenioso de propiedades de algebra
lineal.

Lema 4.5.3 (Lemma I1.5 de [M2]). Sea f un difeomorfismo y A un conjunto de puntos
periodicos de f de forma tal que existe € > 0 de forma tal que para todo p € A se cumple que
st perturbamos menos de € el diferencial de f en cada paso de la orbita no podemos cambiar

el indice de p. Entonces, existen ng,mg € N y A\ < 1 de forma tal que todos los periddicos de

periodo mayor que ng cumplen que [t || Df™ pe(pimo oy || < AF con k= [m(p)/mo] (donde

E*(p) es el subespacio asociado a los valores propios de médulo menor que 1 de Df™®) en
T,M).

No podemos aplicar este Lema inmediatamente en nuestro caso pues si considerasemos
todos los puntos de la clase con interior, a priori no podemos asegurar que no podamos
cambiar el indice de estos (podriamos hacerlo y “sacarlos” de la clase con la perturbacién).
Sin embargo, un argumento muy similar al del Lema 4.3.2 permite probar que si a un punto
periddico se le pudiese cambiar el indice por una pequena perturbacion, lo mismo ocurriria

con un punto en el interior “persistente” de la clase.

Lema 4.5.4. Sea f : M3 — M? un difeomorfismo genérico. Sea H una clase homoclinica de

f con interior que verifica que existe U entorno de f y R conjunto residual de forma tal que

8El hecho de que en el periodo sean hiperbélicos no implica que en todos los pasos lo sean, por ejemplo,
podria ocurrir que en los primeros w(p) — 1 pasos el diferencial sea una isometria y en el dltimo contraiga
A™(P) en la direccién estable y expanda lo andlogo en la direccién inestable.
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para todo g € UNR se cumple que los puntos periddicos de H, (la continuacion de H para
g) tienen todos igual indice. Entonces, todo punto periddico en H wverifica que si se perturba

su deriwada suficientemente poco, sigue siendo del mismo indice.

DEMOSTRACION. Recordar que en estas condiciones, suponiendo que los puntos tienen es-
table de dimensién 2 hay una descomposicion dominada en H del tipo Ty M = E & F con
dim(E) = 2.

La prueba es muy similar a la del Lema 4.3.2 por lo cual solo mostraré las diferencias.
Si hay un punto p que se puede perturbar poco cambiando el indice lo podemos relacionar
homoclinicamente con uno en el interior persistente de la clase y por lo tanto encontrar un
punto periodico q en la clase, que pertenecera a la clase luego de una pequena perturbacion
y cuya orbita acompana la érbita de p por un tiempo arbitrariamente largo en relacion a su
periodo.

Hay dos opciones para que se pueda perturbar el punto periédico p para cambiar su
indice, o bien su espacio estable se descompone en dos subfibrados invariantes ascociados a
valores propios diferentes o no. En el segundo caso la prueba es simple pues es inmediato
que el punto g va a heredar un valor propio suficientemente cercano a 1.

El primer caso tampoco es dificil, pero es un poco méas delicado. Hay que tener en cuenta lo
siguiente. Para poder cambiar el indice de p es necesario que p posea un valor propio cercano a
1. Dentro de E(p) al hacer actuar D f™®) una forma de “ubicar” este valor propio es mediante
un cono rodeando al vector propio asociado que iterado hacia el futuro quedara contenido
dentro de si mismo definiendo asintoticamente la direccién de dicho valor propio. De esta
forma, al acompanar ¢ al punto p este “heredara” una direcciéon con similares propiedades y

se podra argumentar analogamente.
OJ

Ahora sabemos que 3\ € (0, 1) de forma tal que todo punto periédico de periodo suficien-

temente grande cumple que H?:(’é) 1D f|gs(simll < A™®) (%). Un conocido teorema debido a
Pliss (ver [M4] Section II, o el Apéndice de este trabajo) nos dice que existe una proporcién,
independiente del punto periddico, de puntos en la 6rbita que son efectivamente hiperbdlicos
(con una constante posiblemente menor). Si estos estuviesen equidistribuidos, el teorema
quedaria probado. En caso contrario, se obtienen “huecos” muy grandes donde la érbita no
se va haciendo hiperbdlica, pero si se tiene que hay buenas variedades estables e inestables,
con lo cual se puede conseguir un puntos periédico que acompane dicho trayecto violando lo

probado anteriormente.

9En realidad sabemos que existe mg de forma tal que para los puntos periédicos de periodo grande se

cumple Hf:o | D f™] s pimo (py |l < A”™. Sin embargo, consideraremos mo = 1 para simplificar los calculos.
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La prueba de esto se basa en los resultados de la seccion II de [M4] pero cambiando
el hecho de que F sea hiperbdlico por el hecho de que tiene propiedades dinamicas como
estd hecho en la seccién 5 de [PPV] (en particular la Proposition 5.16).

Pasamos a dar una prueba del Lema 4.5.2.

DEMOSTRACION DEL LEMA 4.5.2. Tenemos que para los puntos periédicos de periodo

suficientemente grande, se cumple que

m(p)

[TIDs
=0

Considerando 0 < A < A\ < Ay < A3 < 1 se tiene que hay puntos en la érbita que son

(il < AT

Ao-hiperbélicos (por el Lema de Pliss)!®. Para un p dado, estos puntos son [ con [ > cr(p).
Hay dos opciones, o bien estos puntos estan equidistribuidos, o no lo estan. Si ocurriese el
primer caso, entonces el fibrado E tiene que ser hiperbdlico pues los puntos de periodo mayor
que cierto numero son densos y estos serian uniformemente hiperbolicos.

En caso contrario, deben haber “huecos” arbitrariamente grandes donde no es ni siquiera
A1-hiperbdlico (en caso contrario, el Lema de Pliss daria nuevos puntos que son Ap-hiperbéli-
cos en el “hueco”, una contradiccién). Los bordes de estos “huecos” los podemos llamar py
Yy @ Y suponer que convergen con k — oo a puntos x e y respectivamente. Ambos tendran
variedades estables de tamano uniforme (por ser ambos Ag-hiperbélicos) y asi mismo inesta-
bles (pues sabemos que nuestros puntos cuentan con variedades inestables con propiedades
dindmicas).

Por lo tanto, llegariamos a un absurdo en el caso que encontrasemos un punto periédico
en la clase que acompane al segmento de érbita que une algin p, con ¢, y el tiempo en
que acompana es grande proporcionalmente a su periodo (esto se debe a que dicho punto
periodico no podra contraer mas que A; en su direccién estable contradiciendo lo antes
probado).

Esto se obtiene de la siguiente manera (ver figura 4.3): Primero, observamos que tanto
y como x poseen variedades estables e inestables obtenidas como limite de las mismas para
los puntos pi y gr. Podemos considerar entonces, cerca de ellos pequenos entornos By y B,

cuyo borde sea un cilindro “paralelo” a las estables e inestables de estos puntos.

10Por A\-hiperbdlicos denotamos a puntos de forma tal que

k

H IDflpriapll < A¥ VE=>1
1=0
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Figura 4.3: Encontrar un punto periédico.

Tomando g, suficientemente cerca de x, como posee estables e inestables grandes, sabemos
que para un iterado ™ (qx) = px y se cumple que un pequenio entorno que atraviesa a lo largo
de la direccién estable de B, se transforma por f"* en un entorno de p; que atraviesa B, a lo
largo de la direccién inestable (como si se elige suficientemente pequeno el entorno podemos
asegurar que los puntos cercanos a la orbita de g, tienen también estables e inestables en
esos iterados, esta afirmacién se comprueba facilmente). Ahora, podemos hacer lo mismo
considerando pg suficientemente cercano a x de forma tal que f"*(px) = qx y también
habra un entorno que atraviesa B, a lo largo de la direccién estable que se transforma en
uno que atraviesa en la direccién inestable a B,,. Es sencillo observar que este procedimiento
nos da un punto periédico de periodo ny + ngx que acompana ny pasos la érbita de pg. Esto
implica que podemos suponer que la contraccién en la direccién estable del punto periddico
encontrado no es buena, con lo cual, si probamos que el punto se encuentra en la clase,
llegamos a un absurdo y probamos que la direccién E es hiperbdlica.

En efecto, obtuvimos un punto periédico r de periodo ny+ng de forma tal que d(f*(r), f'(pk)) <

V0 < i < ngyd(f"<t(r), f(q)) < d Y0 < i < ng. Podemos suponer que ¢ es suficiente-
Dzl A X
IDfylel A17 A3 ' '
sea 7 > 0 de forma tal que 7 < min,{|D f,v||/[|v]|}. Entonces como [T, [Dfrigull > A1

Y0 < i < ng, se cumple que []7" | D frigmlell = A™ 7™ que como ny, est fijo podemos hacer

mente pequeno de forma tal que > max{ } cuando d(z,y) < §. Al mismo tiempo,

que sea mayor que A" eligiendo ng suficientemente grande (esto muestra que probando
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que r € H llegamos a un absurdo con el Lema 4.5.3'1).

Analogamente, considerando Y > méx,{||D f,v||/||v[|} obtenemos que como || Df; || <
X, V0 < i < ng podemos considerar que [ ||D frimlell < X3¥T™ que nuevamente nos
permite considerar || D" |g| < A" De hecho, esto vale en todos los pasos, pues en lo que
estamos considerando, el peor caso es en el perfodo. Es decir, tenemos [[I_, || Df gl < Ny
Vn > 0.

Ahora, como 0 lo podemos achicar manteniendo el resultado obtenido, y el punto que
encontremos tendra contraccién de orden A3 en E, tendra una variedad estable de tamano
suficientemente grande como para asegurar que intersecta la variedad inestable de pg. Esto
implica que (mediante iterados negativos) la variedad estable del r acumula en la clase, pero
utilizando la estabilidad Lyapunov de la clase (ver Corolario 2.4.2), esto implica que el punto
pertenece a la clase'? y queda probado que E es hiperbdlico.

La prueba de que F' es hiperbdlico ahora sale inmediatamente utilizando que F lo es y
los mismos argumentos de arriba.

O

"Recordar que habiamos supuesto mg = 1 por simplicidad.
1213, estabilidad Lyapunov al pasado implica que existen entornos arbitrariamente pequeiios de la clase

invariantes para el pasado, con lo cual, dado que la variedad estable acumula en la clase y sus iterados pasados
convergen al punto periddico, el punto periddico ha de estar en todos esos entornos y por consiguiente en la

clase.
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Capitulo 5

Apéndice

5.1. Dinamica Hiperbdlica

Nos basaremos fundamentalmente en [Sh2, KH, Sm2, New, Pot|.

5.1.1. Hiperbolicidad Local

Definicién 5.1.1. Dado f : M — M un difeomorfismo y p tal que f(p) = p, se dice que es
un punto fijo hiperbélico sii Df, : T,M — T,M es una transformacion lineal hiperbdlica, es
decir, no tiene valores propios de médulo uno. El indice del punto periddico serd la dimensién

del espacio estable de la transformacion lineal.

Teorema 5.1.1 (Hartman). Sea f : M — M difeomorfismo y p un punto fijo hiperbdlico
entonces, 3U entorno de p, V' entorno del 0 en T,M y h : U — V homeomorfismo tal que

ho f=Df,oh. Es decir, f es localmente conjugado a su parte lineal.

Definicién 5.1.2. El conjunto estable local de un punto fijo p es

W5(p) ={z € B(p,B) : f"(x) € B(p,8) ¥n >0}

El conjunto estable de un punto fijo p es

Wip)={zeM : f*(z) —p n— +oo}

Anélogamente se definen los conjuntos inestables W (p, f) = Wi(p, f=) y W*(p, f) =
We(p, f7).
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Observacion 5.1.1. A partir del Teorema de Hartman (Teorema 5.1.1) se observa que los
conjuntos estables e inestables locales son variedades topologicas inmersas y se ve también

que

wep) =" Wsm) vy W) = rrwsm)

n>0 n>0

o

Teorema 5.1.2 (Variedad Estable). Sea f : M — M un difeomorfismo de clase C" y p
un punto fijo hiperbolico. T,M = E* @ E* la descomposicion del espacio tangente segun los
valores propios de modulo mayor o menor que uno. Entonces, 33 > 0 tal que Wg(p) es una

subvariedad encajada de clase C* en M que cumple que T,Wj(p) = E* y Wj(p) C W*(p).

Ademds, si f, g [ entonces Wi(pn, fn) — Wi(p, f) uniformemente C* en compactos.

Teorema 5.1.3 (A\-Lemma). Sea f: M — M un difeomorfismo, p un punto fijo hiperbélico
y D" un disco compacto en W*(p) cualquiera. Sea D una variedad de igual dimension que
W(p) tal que DNW?#(p) # 0 y la interseccion es transversal. Entonces Ve > 0 existe un ng
tal que ¥n > ng existe D,, C D tal que f"(D,,) estd ¢ — C" cerca de D*.

Definicién 5.1.3. Un punto p es periédico hiperbdlico para f si existe k € N tal que p es
fijo hiperbdlico para f*. Le definimos sus variedades estables e inestables como las variedades

estables de p para f*

Se desprende de la definicién que valen todos los teoremas enunciados cambiando puntos

fijos por periédicos y las demostraciones son andlogas.

5.1.2. Conjuntos Hiperbdlicos

La idea de punto periédico hiperbdlico, se extiende a lo que se le llamarda conjuntos

hiperbdlico.

Definicién 5.1.4. Sea f : M — M difeomorfismo C" con M variedad riemannianay A C M
f—invariante. Se dird que es hiperbolico para f si es posible escribir Ty M = E* @ E* donde
E?#; E" son dos subfibrados D f invariantes y existen C' >0y 0 < A < 1 tal que Vn > 0

IDf™ e < CX* y [|Df ]| < OA"

ES

Proposicién 5.1.4. ES y EY dependen continuamente de x y su dimension es localmente

constante.
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Proposicién 5.1.5. Sea A compacto e hiperbdlico para f : M — M difeomorfismo C!
entonces, existe U abierto entorno de A yU(f) entorno C* de f tal que si K C U compacto

wmvariante para g € U entonces K es hiperbolico para g.

Definicién 5.1.5. La variedad estable local de un punto x es

Wilz) ={ye M - d(f"(x), f"(y)) < B Yn = 0}

La variedad estable de un punto x es

We(x)={ye M : d(f*(z), f"(y)) — 0 con n — +oo}

Andlogamente se definen las variedades inestables Wg(p, f) = Wj(p, Yy We(p, f) =
We(p, f71).

Vale observar la simetria en las definiciones que implica que si z € Wj(y) = y € Wj5(z)
y que y € Wo(z) = W?(z) = W*(y).

Teorema 5.1.6 (Variedad Estable). Sea f: M — M un difeomorfismo de clase C" y A un
congunto hiperbolico. TAM = E°* @& E" la descomposicion hiperbolica del tangente. Entonces,
38 > 0 tal que Vo € A W5(z) es una subvariedad encajada de clase C™ en M que cumple
que T,W3(x) = E; y W5(x) C W?(p). Ademds, estas variedades varian continuamente en
subconjuntos compactos al variar f y x.

Es posible definir una estructura de producto local para los conjuntos localmente maxi-

males, es decir, para los cuales existe un entorno U de forma tal que A =, ., f"(U).

Teorema 5.1.7 (Estructura de producto local). Sea A un conjunto hiperbélico, entonces,
admite una estructura de producto local (i.e. existe § de forma tal que si d(x,y) < § entonces
W2 (x) N W (y) consiste de un tinico punto que pertenece a A) si y solo si A es localmente

maximal.

Teorema 5.1.8 (Shadowing Lemma). Sea A un conjunto hiperbélico cerrado para f: M —
M difeomorfismo C". Si A tiene estructura de producto local entonces para todo 3 > 0 existe
a > 0 de forma tal de que toda a—pseudo orbita (d(x,s1, f(x,)) < a) es f—sombreada por
una drbita de A (es decir que eziste y € A tal que d(f"(y), xn) < 5).

Definicién 5.1.6. Un difeomorfismo f: M — M es Azioma A si cumple que Per f = Q(f)

v Q(f) es un conjunto hiperbélico

'Recordar que Q(f) es el conjunto de los puntos no errantes de f, es decir,

Q(f) ={x € X : VU entorno de x In tal que f*(U)NU # 0}
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Teorema 5.1.9 (Descomposicién Espectral). Si f es Azioma A entonces se puede descom-
poner Q(f) = A U...UAy donde los \; son disjuntos invariantes compactos y transitivos.
Ademds, cada Aj = A, U ... UANj, donde los Aj, son disjuntos y ciclicos (f(A;,) = A;,,, por

lo tanto, invariantes por f*) y ademds, f* es topoldgicamente mizing® en A;,.

Este Teorema fue generalizado por Newhouse para el caso en que el conjunto limite es

hiperbélico y no hay ciclos (ver [New]).

5.2. Formas débiles de hiperbolicidad

Esta seccion estd basada en [BDV, Pot)|

Definicién 5.2.1. Sea f : M — M difeomorfismo C* y A C M un subconjunto invariante.
Se dice que una descomposicion de Ty M = E® F es una descomposicion dominada sii es D f
invariante, las dimensiones de los fibrados son constantes® y ademds se cumple que existe un
valor n > 0 de forma tal que

1Df2 5w Hfow)‘F(f"(w” ) <3 Veeh

Observacion 5.2.1. La definicion es equivalente a pedir que exista n tal que Vs € Ey u € F

de norma 1 se cumpla que:

[Df"s|| 1
|Dfrul| 2
Proposicién 5.2.1. St TyM = E & F descomposicion dominada con dimFE = k. Entonces,
s € E < fijados k + 1 vectores l.i. existe uno de ellos w de forma tal que existe ng que
cumple que st n > ng
IDssll 1
[Dfrwl 2
Proposicién 5.2.2. Sea A un conjunto f—invariante con descomposicion dominada, enton-
ces, para todo € existe un entorno U de A y un entorno C* U de f tal que para toda g € U el
conjunto invariante mazimal de g en U admite una descomposicion dominada. En particular,
st A = M el conjunto invariante maximal serd siempre M. El entorno U se llamard entorno

adaptado.

2Un homeomorfismo es topoldgicamente mizing si para todos U y V abiertos, existe ng tal que para todo
n > ng se cumple que f"(U)NV # .
3Esta no es la definicién mas general, ver [BDV].
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Hiperbolicidad Parcial

Se utilizard la notacion m{L} = ||L7!||~! donde L es un isomorfismo lineal entre espacios
normados.El valor m{L} mide la minima expansién del operador L.

Definicién 5.2.2. f : M — M difeomorfismo y A invariante, es parcialmente hiperbolico
fuerte sii el tangente se descompone en tres subfibrados no triviales TyM = E** @& E¢® E"
invariantes por D f para los cuales existen constantes 0 < A < p < 1 para las cuales se

cumple que para todo x € M vale que

IDf

e@ll <A D pull < A

IDf|gew || < p! mA{D f|ge@)} > 1

De la misma forma que en el caso de la descomposicion dominada, se puede asegurar la
robustez de esta descomposicién (y la existencia de un entorno adaptado).

Se presentaran resultados (sin prueba) acerca de las consecuencias de la hiperbolicidad
parcial sobre la existencia de variedades invariantes. La referencia para estos resultados
es [HPS]. Como introduccién a esos resultados es recomendable leer [Sh2] (que si bien no
contiene todas las demostraciones, presenta los resultados y las ideas generales).

Por un lado, se tiene que los fibrados E*° y E*" son nicamente integrables y dan lugar a
laminaciones F*° y F"*.

Teorema 5.2.3 (Laminaciones Estables e Inestables). Sea U un entorno de f de forma tal
que toda g € U sean parcialmente hiperbolicos en A, (invariante mazimal de un entorno
adaptado de Ay) con iguales constantes. Entonces, existen laminaciones F*(g) y F"*(g)
tal que para todo x € A la ldmina por z (los denotamos F*(x,q) y F*(x,q)) es una
variedad C* de forma tal que T,F**(z,9) = E3*(x) y T.F"(x,g9) = E*(x). Ademds, estas
subvariedades dependen continuamente (en la topologia C' en compactos) del punto x € A y
el difeomorfismo g € U y tiene propiedades dindmicas.

Lema 5.2.4. Sea U un entorno de f de forma tal que toda g € U sea parcialmente hiperbdlica
con iguales constantes. Dado 0 < A < Ay < 1 existe rg tal que si g €U y x € M cumple que

[TIDg™
=0

entonces g~ (Wet(x, g)) € Wik, (97 (), 9)-

Ecu(g—j(m))H <A 1<n<m
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Se puede estudiar casos mas generales de descomposicion dominada, que pueden ser ttiles

y no son mas dificiles de definir. En particular, vale el siguiente teorema:

Teorema 5.2.5 ([BDP]). Dado A invariante que admite descomposicion dominada, existe

una tinica descomposicion de TAM = E' @ ... @ E* de forma que la descomposicion

(©)-(2)

es dominada y ademds, es mazrimal, en el sentido que no puede ser sustituida por una

refinacion.

5.3. Lema de Pliss

En esta seccion probaremos un resultado debido a Pliss.

La primera aplicacién que se le di6 fue para probar que los difeomorfismos de F (M) no
pueden tener infinitos pozos o sillas y fue presentada por Pliss (en [P1]).

Es un resultado puramente aritmético que muestra como si en un periodo grande se da una
contraccion exponencial medianamente fuerte entonces se puede asegurar que habran “tiras”
hiperbdlicas (se le llaman tiempos hiperbélicos) para las cuales la contraccién exponencial
se da en todos los pasos.

La utilidad de esto es muy grande pues son muchas las circunstancias donde se conoce la
contraccion unicamente en tiempos grandes. La demostracion que se presentara se basa en
[M3]. Una versién mas simple y muy interesante ya que puede resultar muy util (se demuestra
el mismo resultado, pero para puntos periédicos) con una demostracién también més simple
se puede encontrar en [Less] (capitulo 5).

Para encontrar mas aplicaciones de este resultado ver [Wen2] o [BDV].

Una explicacion de lo que es un tiempo hiperbélico puede ser mejor entendida en vistas
de una figura (Figura 5.1).

Supongamos que se tiene un producto HTZLVZI a, < AV donde 0 < \ < 1. Lo que interesa
en general es tener una propiedad del tipo []'_, a; < A" Vn. Esto en general no serd posible,
pero el Lema de Pliss da algo que en muchos casos logra suplir esa exigente condicion.

La idea es que si se tiene contraccién exponencial en una tira suficientemente larga (de
N pasos) van a haber valores n; para los cuales haya contraccién exponencial en todos los
pasos (para un valor A\; tal que 0 < A < Ay < 1). Visto en la figura 5.1, si los arcos indican
contraccion exponencial el Lema de Pliss asegura que la existencia de el arco grande implica

la existencia de valores n; (ademéds nos da una cota inferior que tiende a infinito con N para
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le N

Figura 5.1: Tiempo Hiperbdlico

la cantidad de valores!!!) para los cuales exista contraccién hiperbélica en todos los pasos
(como se ve en la figura).
El enunciado mas utilizado (sacado de [PS1]) parece tener que ver con la dindmica tan-

gente pero es puramente aritmético como se hara evidente al realizar la prueba.

Teorema 5.3.1 (Lema de Pliss). Dado f € Diff{(M) y 0 < v, < 72 < 1, existen, un
entero positivo N = N (71,72, f) y ¢ = c(y1,7%2, f) > 0 con la siguiente propiedad: Si x € M,
S C T, M cumple que existe n > N donde vale (si S; = Df*(S)),

[IIDf
=0

Entonces, existen 0 <nqy <ng < ...<n; <n tal que

Si SW{L

ny+j

IT Ios

=Ny

Sfyg;rzl,...,l ;1< 73<n—n,

S;
Ademds, | > cn.

El enunciado puede parecer sumamente recargado. Mucha de la recarga (tanto en la
notacién como en el enunciado) se apoya en que el teorema asegura también la existencia de
una cantidad grande de “tiempos hiperbolicos” cosa que resulta sumamente importante en
algunas circunstancias.

A mi gusto, conviene primero entender la parte del enunciado que asegura la existencia
y luego ver el hecho de que estos momentos son muchos. En definitiva, lo que dice es que si

hay buena contracciéon exponencial de valor 7; en un tiempo suficientemente grande (mayor
a N)
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n
[TIDf1sl <7
i=0
entonces existird un punto 1 < n, < n en el cual se cumpla que

nr“l‘]
[TI1DAsl < 1<i<n—n,

=ny
que es contraccion exponencial en todos los pasos. El tiempo grande (n) que se pide para
poder asegurar la existencia de n, va a estar dado naturalmente por la contraccion v, la
contraccion que se pretende asegurar v, y naturalmente también por una cota del valor de
|Df]| (que siendo la variedad compacta existe) y por eso la dependencia con f. Ahora, se
ve también que si no sabemos de la existencia de muchos valores n, con esa propiedad no
sabremos si esas tiras son aceptablemente largas (pues n, perfectamente podria ser n — 1).
Para eso, el teorema también proporciona una constante ¢ > 0 que dependeré de los mismos
factores que asegura la existencia de por lo menos [ > cn valores distintos, y por lo tanto
una tira de largo al menos cn.
Ahora, siguiendo a [M3] se probard el siguiente Lema que implica el Teorema 5.3.1.

Lema 5.3.2. Dados N € R, e >0y H > 0, existen N = N(\,e,H) € Z* yc = c(\ e, H)
de forma tal que si ay,...,a, (n > N) cumplen que |a;j| < H Vj=1...ny se cumple

Zn: a; < n\
i=1

Entonces existen 1 < ny < ... <n; <n tal que

ni+r
Zaig(n—nj)(AjLe)j:l...l; O0<r<n-—mn;

1="n;

Ademds, | > cn.

Primero se verda como de este lema se deduce el Teorema 5.3.1. La idea es transformar
los productos en sumas mediante logaritmos y utilizar que la funcién f estd definida en M
compacta y por lo tanto su diferencial acotado.

Sea f € Dif f' (M) y 0 < v < 72 < 1, y a partir de ellos se define H = log(K) (donde
K = méxeen{||Dfell}), A = log(71) v € = log(y2) — log(71). Entonces, el Lema 5.3.2 da

constantes N y ¢ de forma tal que se cumple que sin > N, |a;| < H y

o7



n

Zai < nA

i=1
entonces existen 1 < nj; <...<n; <n tal que
nj+r

Zaig(n—nj)()\—l—é)j:l...l; 0<r<n-—n,

i:nj
y ademas [ > cn.

Traduciendo esto, se ve que si se considera un subespacio S C T, M y se cumple que para
n>N

[TIDflsll <7
=0

entonces tomando logaritmos se llega a que:

> log (IDfls. ) < nA
i=1

Entonces, tomando a; = log (||Df

s;|l) se ve que se cumple que |a;| < H y por lo tanto
se tienen los valores n; deseados los cuales deshaciendo los logaritmos nos dan la tesis del
teorema.

Se observa que el Lema 5.3.2 es mas general que el Teorema 5.3.1,ya que en ningin
momento se usa que 7y; y 72 sean menores que 1 de hecho se puede utilizar la siguiente

version inversa. El enunciado es el siguiente

Teorema 5.3.3 (Lema de Pliss inverso). Dado f € Dif f'{(M) y 0 <y < 2 < 1, existen,

un entero positivo N = N(vy1,72, f) y ¢ = ¢(71,7%, f) > 0 con la siguiente propiedad: Si
xe€M,SCT,M cumple que existe n > N donde vale (si S; = Df*(S)),

[IDf
=0

Entonces, existen 0 <nqy <ng < ...<n; <n tal que

Si 273

ny+j

IT Ios

1=nNy

27{;7’21,...,[ ;1< 3<n—n,

S;

Ademds, | > cn.
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La demostracion es andloga, pero hay que observar que si

1
; <A = o> AT —1\n
[oi <~ ||ai_7 (v)
Por 1ltimo, se pasa a la demostracion del Lema 5.3.2

DEMOSTRACION DEL LEMA 5.3.2. La idea consiste en tener en cuenta que como los pasos
de la suma estan acotados, no puede ser que se mantenga por encima de una curva con
pendiente A + & por mucho tiempo pues sino no va a tener “tiempo” para bajar (ver figura
5.2 para ver lo que se quiere obtener). Para que las cuentas sean mas sencillas, se restard la
pendiente A\ + ¢ de forma tal que lo que se busca es que las sumas en adelante se mantengan

por debajo de las sumas parciales hasta un nimero anterior (ver figura 5.3).

y=A+e)z+c

/ Y= \r
7 °

;l ninaon3 ce T T
Figura 5.2: Buscando los n;

7

Por eso, se considera b; = a; — (A +¢) y S; = ijl

S, < —ne.

Si se considera ahora, a los enteros n; < ... < n; entre 1 y n que cumplan que S, > Sy

b; que por hipdtesis va a cumplir

Vn > k > n;. Estos van a ser los valores buscados pues para estos se cumple que

nj k k k k
0> b= bi== Y bi== Y a+k-n)A+e)= Y ;< (k—nj)(A+e)
j=1 j=1 j:nj—l—l j:nj—i-l j:nj—l—l

Esta claro que n; = n, ahora falta ver que hay alguno (por lo que se comenté antes de
que es bueno saber que haya alguno) y luego acotar la cantidad por debajo.

Para que haya mdas de uno, basta considerar n suficientemente grande (de forma tal que
el méximo de S; no se alcance en S, recordar que |S;| < H+(|\|+¢)y S, < —ne). Entonces

tomando
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Figura 5.3: Sumas parciales de b;

H+ I\ +¢
n>-—

€
Por lo tanto existe m = 1...n —1 tal que S,, es el méximo valor de S; con 1 < j<ny

=5, <—ne<—(H+|MN+¢e)<a—(|A+¢e)=b=5

por lo tanto m es uno de los n; buscados.

Para estimar el valor de [ (recordar que atn se pueden elegir el valor de N cumpliendose

H+Me
€

Se sabe que si 1 < j <[ se cumple que S,

que sea mayor que y aun no se eligié c).

> Sp,+1 pues si fuese S, < Spyq1 se

(3+1) (3+1)

podria considerar n 1) = n; + 1.

Entonces se tiene

Sn(j+1) > Snj—l—l - Snj + bTL]"‘rl > Snj - (H + |)\‘ + 5)

Por lo tanto, trabajando por induccion se concluye que

que en particular da (recordando que n; = n)
—ne > S, =8p, > S — (= 1)(H+ |\ +¢)

pero ademds S; < S,,, (pues si no fuese asi, se podria tomar n; = 1) entonces se llega a que

ne> S — (= V(H+N+e)>—H—|[N—e—(—1D)(H+N+e)=—I(H+\+e)

pues 51 = by =a; — (A +¢) y |a;| < H. Resumiendo, se obtuvo que
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Z(H+|>\\+5)2n5:>12n;
(H+[M+¢)

Por lo tanto finaliza la demostracién eligiendo N > HHMEE v o < o(H 4 |\ + ).

£
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