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Numerabilidad

Vamos a explicar el concepto de cardinalidad de un conjunto, y en particular de numerabi-

lidad. Es muy facil “contar”’los elementos de un conjunto que contiene una cantidad finita de
elementos, pero no ocurre lo mismo cuando un conjunto pasa a tener una cantidad infinita de
estos.
Podemos pensar que contar los elementos de un conjunto equivale a definir una funcién inyectiva
entre los elementos del conjunto y los nimeros naturales; jesto que significa? , que vamos enu-
merando los elementos del conjunto de forma que a cada elemento le toque un ntmero diferente.
Como ejemplo vamos a tratar de “contar” los elementos del siguiente conjunto:

A= {*70707‘}

Para eso usaremos una funcién que a cada elemento del conjunto A le corresponda uno y uno
solo del siguiente conjunto {1, 2, 3,4}; esta funcién se puede dar de diversas formas, por ejemplo:

() =1f(0)=2f(C)=3f(#)=4

y de esta forma vemos que el conjunto A tiene 4 elementos. Es facil ver que lo que acabamos
de hacer es la forma habitual en la que contamos. ;Cudndo decimos que dos conjuntos tienen
la misma cantidad de elementos?, cuando contamos los dos y llegamos a que la cantidad de ele-
mentos de cada uno coincide. Esto puede parecer muy obvio para conjuntos finitos pero cuando
los conjuntos pasan a ser infinitos pueden pasar cosas que no resulten tan evidentes.

Siguiendo con el razonamiento, dijimos que para comparar la cantidad de elementos de 2 con-
juntos A y B creabamos una funcién biyectiva de A a algin subconjunto de naturales de la
forma {1,2,...,n} y otra de B a otro subconjunto de la forma {1,2,...,m} y si se cumplia que
n = m teniamos que la cantidad de elementos de A era igual a la de B (eso lo vamos a expresar
de la siguiente forma: A = §B). O sea que tenemos que si A = B se tiene:

AL, n B

Donde f y g son funciones biyectivas por lo tanto podriamos prescindir del conjunto intermedio
{1,...,n} y escribir directamente

A8 B

donde g o f (la composicién de ambas funciones) es también biyectiva. Esto va a motivar a la
definicién conjuntos de igual cardinal.

Definiciones

Primero recordaremos los conceptos de funcién inyectiva, biyectiva y sobreyectiva.

Definicion 1. Dada una funcién f : A — B decimos que es



» inyectiva si cada elemento de A tiene un correspondiente distinto (es decir que f(a) =
f(b) = a=0).

» sobreyectiva si todos los elementos de B tienen una preimagen (es decir Vb € B existe
a € A tal que f(a) =b).

» biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva (es decir cada elemento de el codominio tiene una
Unica preimagen).

Como vimos en la introduccion, estamos preparados para decir cuando dos conjuntos cual-
quiera tienen la misma “cantidad de elementos”, o formalmente diremos que tienen igual cardinal
0 que son equipotentes.

Definicién 2. = Diremos que A <X §B si y sélo si existe una funcién inyectiva f : A — B.
= Diremos que A = §B si y s6lo si fA X {B y tB < A.

Ejercicio 1. Probar que $4 < B si y sélo si existe una funcién sobreyectiva f : B — A.

Vamos a enunciar un teorema que no vamos a demostrar:
Teorema 1. §A =#B si y solo si existe f : A — B biyectiva.

Ahora tenemos a lo que llegamos en la introduccion; que dos conjuntos tienen igual “cantidad
de elementos”’siempre que haya una funcién biyectiva entre ellos.
Tipos de infinito

A la hora de trabajar con conjuntos infinitos (que por definicién son los conjuntos que no son
finitos), surge una pregunta inmediatamente, jhay infinitos que no tengan “la misma cantidad
de elementos”?. La respuesta a esta pregunta es, que con la definicién que dimos, si hay.

Definicién 3. Dado un conjunto X definimos el conjunto de potencia de X (o conjunto de
partes) como el conjunto de todos sus subconjuntos.

PX)={A:AC X}
Ejemplo 1. El subconjunto de partes del conjunto X = {«a, 3,7} es

P(X) ={0, X, {a}, {8}, {7}, {a, 8}, {7}, {B.7}}

Probaremos ahora que el cardinal del conjunto de partes de un conjunto es mayor que su
propio cardinal.

Teorema 2 (Cantor). §X <X 4P(X) y no existe ninguna funcion biyectiva entre ellos.

Demostracion. Es facil ver la primera afirmacién, basta considerar la funcion
[ X—>PX) / fle)={z}VzeX

que claramente es inyectiva (es claro que si f(z) = f(y) o sea que {z} = {y} implica que z = y).
Falta ver que no hay una biyeccién entre estos conjuntos. Vamos a suponer por absurdo que si
existe una biyeccién ¢ : X — P(X) y vamos a considerar el siguiente conjunto:

U={zeX: :x¢ )}



que esta bien definido por que ¢(x) es un subconjunto de X para todo x € X. Como ¢ es una
biyeccién y U un subconjunto de X (o sea que pertenece a P(X)) tenemos que existe un tinico
elemento y € X tal que ¢(y) =U. {Que pasa si y € U? eso significaria que y ¢ p(y) = U (por la
definicién de U), pero siy ¢ U = ¢(y) entonces y € U. Esto nos lleva a un absurdo; por lo tanto
estuvo mal suponer que existia tal biyeccién, lo que demuestra el teorema.

O]

Conjuntos Numerables

En esta seccion vamos a ver algo acerca de los conjuntos numerables, que son de alguna
forma los conjuntos infinitos mas faciles de estudiar.

Definicién 4. Un conjunto A es numerable si y s6lo si se tiene A = #N (Recordar que N =
{1,2...,n,...}.

Estos conjuntos son maés sencillos de estudiar porque el hecho de que exista una biyeccién
con los naturales implica que se puede generar una lista de estos elementos (aunque esta lista no
termine debido a que los naturales son infinitos). Contar estos elementos equivale a ordenarlos
de forma que atras de uno cualquiera haya una cantidad finita de la misma forma que haciamos
cuando contdbamos un conjunto finito, asocidndole nimeros distintos a cada elemento, pero
ahora pasan cosas mas extranas, ya que dependiendo como ordene a los elementos podré cumplir
este requisito o no. Un ejemplo claro en donde se ve esto es que si quiero ordenar a todos los
naturales y lo hago de forma que cualquier impar sea mayor que cualquier par, manteniendo
entre ellos el orden usual:

2<4<b6<... <2< <1l<3<...<2k+1<......

en este caso atras del 1 hay infinitos elementos (i.e. todos los pares). Sin embargo si los ordenamos
de la forma usual
l1<2<3<...<n<......

tenemos que atras de un elemento cualquiera, digamos m hay una cantidad finita de elementos
(i.e. m — 1 elementos). Con este ejemplo canénico vemos que esta forma de ordenar no implica
que el conjunto sea finito (a pesar que atras de cada elemento haya una cantidad finita).

En esta seccién solo vamos a ver dos propiedades importantes de los conjuntos numerables, y
mostrar que el intervalo [0, 1) de reales no los es; en el practico 2 se pueden encontrar més propie-
dades, también importantes acerca de estos conjuntos (claramente en el practico se encuentran
sin demostrar).

Proposicion 3. Si A y B son numerables entonces A x B también lo es.

Demostracion. Es facil ver que equivale a probar que N x N es numerable (queda como ejercicio
encontrar una biyeccion entre A x B con N x N. Para ver que N x N es numerable vamos a
encontrar dos funciones inyectivas, una de N a N x N y otra de N x N en N. La primera es
bastante sencilla de encontrar, se puede tomar la siguiente funcién que lleva n — (n,1) que
es claramente inyectiva. La otra no es tan facil de encontrar, pero es facil ver que la siguiente
funcién es inyectiva (queda como ejercicio):

(n,m) — 273™

Puede resultar 1til recordar que la descomposicién de un niimero en factores primos es tinica. [



Proposicion 4. La union numerable de conjuntos numerables es numerable

Demostracion. La omitiremos. En caso que les interese pensarlo, sugiero que usen la proposicién
anterior y se definan una funcién de N x N en la unién que sea inyectiva. O

Para terminar este repartido veremos que los numeros reales en el intervalo [0,1) no son
numerables. Es facil ver que todos los numeros en ese intervalo los podemos escribir de la
siguiente forma:

r=0,a1a2a3...0y......

Si los pudiésemos contar (o sea si fuesen numerables) tendriamos una lista de la siguiente forma:

0, a11a12a13A14 .. . Alp « v v o vt
0,a01a22a93024 ... A2 . . ..
0, a310a32a330434 ...043p <+« . ..
0,a41042043044 - . . A4y + -+ - - . .

Pero es facil ver que tal lista no puede existir porque sea cual sea la lista va a existir un elemento
del conjunto que no va a pertenecer a la lista (o sea que no va a haber sido contado). Por ejemplo
el nimero z = 0,b1by...by...... donde b; # a;; no pertenece a la lista.
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