Funciones de Variable Compleja !

1. Introduccion al cuerpo de los complejos

Vamos a definir a los complejos como C = {(a,b) € R?} y vamos a adoptar la notacién z = (a,b) ~ a + ib donde
i es el bien conocido numero imaginario que cumple que i> = —1. Al valor a le vamos a llamar Re[z] la parte real del
complejo y a b le vamos a llamar Im[z] la parte imaginaria. Vamos también a definir las siguientes operaciones:

(a4 b))+ (c+id) = (a+c)+i(b+d)
(a+1b) - (¢ + id) = ac + i%b + iad + ibc = (ac — bd) + i(ad + bc)

Estas son la suma y el producto, el producto fue extendido de forma de mostrar claramente que la intencién de las
operaciones definidas es que se opere con el numero i.

Aligual que los Reales, con estas operaciones, los Complejos son un cuerpo, es decir, tienen definidas dos operaciones
(la suma y el producto) y estas cumplen ciertas propiedades. Este cuerpo se nota como (C,+,-) y cumple (como
todos los cuerpos) que es cerrado bajo ambas operaciones, con la primera es un grupo abeliano (cumple asociativa,
conmutativa, existencia de neutro y de inverso), con la segunda también si quitamos del conjunto al neutro de la suma
y ademds cumple la distributiva. Por esto esta definida (a diferencia de R?) la divisién y es facil ver que el inverso del
complejo z = a + ib es el complejo 27! = a‘é_flf;. Nada de esto es nuevo, todas estas propiedades son bien parecidas
a las estudiadas para reales, y todos los resultados conocidos que se desprenden de estas propiedades valen tanto
para los Reales como para los Complejos (se puede demostrar que las operaciones asi definidas cumplen todas estas
propiedades). El problema es que no hay forma de definir en estos nitimeros un orden como el que existe en los reales
que mantenga todas las propiedades que cumple el orden de estos (como por ejemplo la monotonia, etc.).

Topolégicamente los Complejos se comportan de forma idéntica a R? definiendo la métrica a partir del valor

absoluto de un complejo:

|z| = la +ib| = vV a? + b2

que induce una topologia equivalente a la de R? (observar que es la distancia euclidea al origen) por lo que todas las
propiedades topolégicas ya conocidas para R? son vélidas.

Como se ve, un niimero complejo puede ser visto como un vector de R? o sea que también puede ser definido por
su médulo y el dngulo que forma con el eje real. A este dngulo se le llama argumento y es una funcién de los complejos
en los reales cocientados con la relaciéon de equivalencia a ~ b < a — b = 2kw con k € Z. De esa forma también vamos
a usar como notacién esa propiedad escribiendo z = |z|e’ a1g(2) donde como ya se sabe la exponencial esta definida
como:

e? — ehel?] (cos(Im[z]) + i sen(Im[z]))

Esto hace intentar definir las funciones seno y coseno de un complejo y esto se hace de la siguiente forma:

eiz _|_efiz
COS = ———
o0s(2) 5
iz e—iz
sen(z) = 5

Es facil ver que estas funciones extienden a las funciones reales de igual nombre y ademds que cumplen casi todas
las mismas propiedades (no todas, por ejemplo el seno y el coseno no son acotados), pero en este texto no nos vamos
a detener en eso. También se puede definir la funcién inversa de la exponencial como log(z) = In |z| + i arg(z) que es
una funcién multiforme y se soluciona eligiendo el representante a tomar de arg(z).

También como es sabido se define otra operacion; la conjugacién en la cual si z = a + ib entonces Z = a — ib.

Observamos que esta es una introduccién con la intencién de presentar la notacion a ser usada y fijar los conoci-
mientos previos requeridos para continuar la lectura.

2. Funciones de variable compleja

2.1. Derivabilidad

Definicién 2.1. Decimos que €2 C C es una region sii es abierto y conexo.

Definicién 2.2. Dada f : 0 — C decimos que es derivable en zy € { sii existe

lim flzo+h) — f(20)

h—0 h

= f'(20) € C

y a f'(zo) le llamamos derivada de f en z.

1Notas realizadas por Rafael Potrie en el primer semestre de 2004 y revisadas parcialmente en marzo de 2006



Observacion. h € C.

Las propiedades elementales de los limites nos dan que si una funcién compleja f es derivable en un punto z € Ry
f asigna numeros reales a los nimeros reales, entonces f es derivable como funcién real y las derivadas coinciden. El
reciproco no es cierto porque, por definicidn, para que una funcién tenga derivada compleja en un punto es necesario
que esté definida en un entorno del punto en C, y puede ocurrir que una funcién derivable en el sentido real no pueda
extenderse a una funcién derivable en el sentido complejo. También es facil ver que una funcién compleja derivable es
continua y que ademds se cimplen las propiedades mds importantes de derivabilidad en los reales (hay que tener en
cuenta que algebraicamente son iguales por lo tanto también en las operaciones con limites) entonces también cumplen
la regla de la cadena, como también la derivabilidad de la suma el producto, la funcién inversa, etc.

Proposicion 2.1. f es derivable en zy si y solo si es diferenciable en z

Demostracion. La diferenciabilidad implica el acercamiento por una transformaciéon C-lineal.
(=) La funcién es derivable entonces tenemos que

entonces definamos r(h) = f(zo + h) — f(20) — f'(20)h donde esta funcién claramente cumple que %h) — 0 cuando

h — 0 por lo que

f(z0+ 1) = f(20) = f'(20)h +r(h) @ =00
(<) Ahora tenemos que
f(z0+h) — f(z0) = Ah +r(h) @}2901/146((:

h

despejando A y pasando al limite cuando h tiende a 0 llegamos a que :

. flzo+h)—f(z0) | 7(h)
A= lim =2 4

pero por hipétesis L:) "=9 0 entonces A = ' (20)-

O

Si pensamos el plano complejo como R? podemos pensar también las funciones complejas como funciones de R?
en si mismo. El teorema de Cauchy-Riemann permite comparar las nociones de diferenciabilidad en el plano complejo
con las ya conocidas en R?.

Antes vamos a definir la notacién que usaremos. Si tenemos f : C — C tendremos dos funciones Re f : C — R
y Imf : C — R. Es claro que existe una analogfa con la funcién g : R? — R? definida como g(Re[z],Im[z]) =
(Re f(2),Im f(2)) ; muchas veces le llamaremos igual a ambas y trabajaremos en distintos dominios segin convenga.
También vamos a llamarle u(z) o u(z,y) a Re f(2) y v(2) o v(z,y) a Im f(2) (con z = Re[z] e y = Im][z]).

Teorema 2.2 (Cauchy-Riemann). Sea f : Q — C tal que f ~ (u,v) : R2 — R? (con la analogia ya vista) y sea
zp € Q, entonces: f derivable en zy < (u,v) diferenciable, uy(xo, yo) = vy(T0,Y0) Y Uy(To,Y0) = —vz(T0,Y0). Ademds
se cumple que f'(z0) = uz(20) + vz (20)-

Demostracion. (=) Vamos a hallar la derivada en 2o acercindonos por h — 0 donde h € R. Para eso calculamos

. , +h+i - + 1 0 .
['(@o + iyo) = %1_)1110 fzo zyo}i f(@o + o) = a*i(xo +iyo)

De donde se desprende que f’(z9) = uz(20) + vz (20). Y ademaés:

. ) . P
(oo -+ i) = i LEEI LRI =00 00) B 0 4 iy
Y como la derivada compleja no depende de h, llegamos a que:
af Of

%(ZO) = —l@(ZO)

que si f = u + iv equivale a:

0 0 0 0
875(960’1/0) = 87?;(:[;073/0) 875(%0’%) = —afi(xoayo)

por existir estas derivadas y notando que f’(2) = u.(20) + iv4(20) tenemos que pensada como en R? la funcién
cumple

ve(20)  ug(z0)

(u(z + 1), 0(z + B)) — (u(2), v(z)) = ( Ua(20)  —va(20) ) ( ) ) L r(h)



estamos tomando la equivalencia ya vista de que dado un 2z € C le asociamos el vector (Re(z),Im(z)) de R? entonces

lo que nos queda es asegurarnos que % — 0 cuando h — (0, 0) sabiendo que %h) — 0 (con la division compleja).Pero

r(h) r(h)h r(h) h

IRl TRl R ke (8l
donde ﬁ esta acotado,entonces se ve que
rih) n-g
(IRl

(<) Tenemos que

(U(xo + hvyo + k),’U(:L’O + ha Yo + k)) - (U(.’ﬂo,yo),’l}(xo,yo)) = df(x()vyO)(h? k) =+ T((hv k))

(b)) (har—00)
[[(h, B
y donde

df (z0, yo) = ( Uz (T0,Y0)  Uy(Z0,Y0) )

'Um(x07y0) vy(anyO)
Pero por las condiciones de las derivadas parciales tenemos que :
Uy (0, 90)  —vz(T0,Y0)
df (zg,y0) = v
f (o, 90) ( ve (o, 90) Uz (0, Y0)

(de ahora en mas u; ~ uz (2o, Yo), vy ~ vy(xo,Yo))
entonces desarrollando llegamos a que

(u(xo + h,yo + k), v(xo + hyyo + k) — (u(z0,%0), v(T0,Y0)) = (uzh — vk, vah + uzk) +r((h, k))
r((h,k)) (h,k)=(0,0)

1Bl 0

que se ve que es equivalente a
f(zo+ (h+ik)) — f(20) = (ugh — vok) + i(vah + uzk) + r(h + ik) = (ugy + vz )(h + ik) + r(h + ik)

entonces notando que
r((h,k)) (A, k) h+ik  r(h+ik) h+ik
(B Ihs )L htik bt ik [l(h, Rl

h+ik
donde TR esta acotado, vemos que

r(h +ik) hik—0
h+ ik

entonces f es diferenciable y f'(zg) = ug + tv,. O

0

Observacién. Como vimos, u(z,y) y v(z,y), funciones de R? en R se pueden notar también como funciones de C en R
como u(z) y v(z); pero ademds hay otra forma de notarlas como funciones de R? en R por medio de u(r, ) y v(r, ¢).
Estas funciones también cumplen Cauchy-Riemann pero hay que recordar que al derivar respecto de ¢ tenemos que
dividir entre r para corregir las ecuaciones que son

of _ _i9f
or  rop
o equivalentemente
1 1
Up = —V U = ——u
T r © i r ©

Definicién 2.3. Decimos que f: Q — C es holomorfa en 2 sii existe € tal que f es derivable en B.(z).

Definicion 2.4. Decimos que f : Q — C es holomorfa en Q) sii f es holomorfa en todos los puntos de 2. Notamos

feMQ).



2.2. Funciones Conformes

Definicién 2.5. Dadas dos curvas con parametrizaciones o, : I C R — C de clase C! tales que a(to) = B(to) vy que
& (to) + 3(to) # 0 definimos el dngulo entre esas curvas en t = to como ang(a, 8);, = arg(c(to)) — arg(B(tg)) (todos
las operaciones son mddulo 27).

Definicién 2.6. Dada f : Q — C decimos que es conforme en zy € Q sii para todo par de curvas «, 3 de clase C!
tales que a(tg) = B(to) se cumple que ang(a, 5):, = ang(f (), f(8))t-

Teorema 2.3. Sea f:Q — C tal que f € H(Q) y f(2) #0 Vz € Q entonces f es conforme.

Demostracién. Tomemos o, f: I C R — C de clase C! tales que a(ty) = B(to) y que &2(to) + 52(to) # 0 entonces
definamos v(t) = f(a(t)) v ¢(t) = f(B(t)) y vamos a hallar el dngulo que forman cuando ¢ = ¢

() = f'(alto)alto) = f'(20)a(te) 3 @) = f'(B(t0))B(to) = f'(20)B(to)

Usando que arg(ab) = arg(a) + arg(b) (probar como ejercicio) tenemos que :

ang (7, ¢)r, = arg(f'(20)c(to)) — arg(f’(20)8(to)) = arg(f’(20)) + arg(ci(to)) — arg(f'(20)) — arg(B(to)) =

= arg(d(to)) — arg(S(to)) = ang(a, B)t,
O
Véase que por ser derivable f también era diferenciable en el sentido de R? y ademas su derivada no se anulaba

en ninglin momento por lo que el jacobiano de la funcién andloga en R? tampoco.Esto se aclara porque van a ser las
hipotesis a agregar cuando demostremos el reciproco del teorema.

Teorema 2.4. Sea f : Q — C conforme , diferenciable en el sentido de R? y con diferencial siempre distinto de 0,
entonces f € H(Q)

Demostracion. Vamos a usar que las traslaciones son funciones conformes entonces su composicion con otras funciones
conformes también es conforme; a la vez si queremos probar que es holomorfa en 2 entonces basta probar que la
composicién de f con una traslacién es derivable en 0.Tomemos a, 8 : I C R — C como «(t) =ty B(t) = it entonces
estas curvas en 0 son ortogonales entonces las curvas f o T(a(t)) y f o T(8(t)) son perpendiculares, eso significa que

i (Saonro) = Eaoro

\i (W(T(O))> = g(T(O))

donde A > 0. Entonces

Ox dy
Ahora tomando «(t) =t + it y 3(t) = 1 — it, nuevamente tenemos rectas ortogonales entonces pensadas en R? tienen
que cumplir :
of

<g‘£(T(O)) + %(T(o)), o (o - 3 (T(O))> =0

entonces tomando f = u + iv tenemos que u3(7T(0)) + v2(T(0)) = uZ(T(0)) + v;(T(0)) por lo que ‘%(T(O))‘ =
‘%(T(O))‘ por lo que teniendo en cuenta que ‘%(T(O))‘ # 0 por hipétesis tenemos que A = 1 y se cumplen las

ecuaciones de Cauchy-Riemann.
O

2.2.1. Transformaciones de Mo6bius

Antes de definir estas transformaciones vamos a trabajar en el plano complejo, lo que vamos a ser se llama
compactificarlo o sea que le vamos a agregar un punto para que nos quede un pase a ser un conjunto compacto. Para
eso vamos a definir la ”clausura” de C.

Definicion 2.7. -
C=CuU{o0}

La topologia de este conjunto estard dada por la del plano complejo y le agregaremos (como entornos del nuevo
punto) el complemento de abiertos acotados del plano. Ademé&s vamos a definir las operaciones que lo involucran.

m aoo =00 sia#0.
" a+o00o=o00siacC.

. %:oosiaeﬁ.



Para las operaciones de las formas 0o — 00, 0co y 0co0/00 0 0/0 usaremos el dlgebra de limites.

Para visualizar este nuevo espacio, lo podemos pensar como la esfera S? = {x € R3 : ||z|| = 1} C R? asociando a
cada punto del plano su proyeccién estereografica (unir el polo norte (0,0,1) al punto de C y asignarles el punto de
corte con la esfera) y asignarle al polo norte el co.

Definicién 2.8 (Transformaciones de Mébius). Definimos ¢ : C — C como

az+b
cz+d

p(z) = a,b,c,d € Cyad—bc#0

decimos entonces que ¢ € M.
Observacidn. Es facil ver que si ¢ € M entonces ¢ € H(C — {—2}) por que :

ad — be

@/(2) = m

ademds ¢’(z) # 0 Vz € C entonces por lo antes visto ¢ es conforme en C.

az+b
cz+d

Observacion. También se ve que si ¢, 9 € M entonces ¢ o) € M por que :

entonces existe ¢~ = jczz_:a yeteM.

Observacion. Sip:C — Cy ¢(z) =

’ b/
oh(z) = ¢ (Z’zﬁd') 0 (ad’ + abd)z + (ab + abd)
7 B (a’2+b’) +d ~ (cd + acc)z + (b + cdd’)

c'z+d'

y ademds (aa’ + abc’)(eb’ 4 edd’) — (ab’ + abd')(ca’ + acc’) = ac((a’ + b ) (Y +dd') — (b + bd')(a’ + ac’)) pero ac # 0y
viendo esto se ve que (a’ + bc’)(b' 4+ dd') — (b’ + bd')(a’ + ac’) # 0 (tener en cuenta que ad —bc # 0y a'd —b'c #0).
Por lo que M es cerrada por la composicién, se puede ver también facilmente que (M, o) es un grupo.

Observacion. Si ¢ € M entonces p(c0) = 2y 90(7%) =00 .

c

Vamos ahora a definir algunas transformaciones de Mobius muy ttiles y ya conocidas:
Definiciénes 2.9. " ©1(2) = z+bcon b e C (traslacion)
m po(z) =gz con g€ Cylgl =1 (rotacién)

= ¢3(2) = az con a € R (homotecia)

» ¢4(2) = L (inversion)

Proposicion 2.5. Cualquier ¢ € M se puede escribir como composicion de las transformaciones recién definidas.

Demostracion. Si ¢ # 0 entonces :

az+b a bec — ad

pla) = =ty
cz+d ¢ clez+d)

Ahora hacemos primero z +— 2z + ed (traslacién, con rotacién y homotecia) después z +— % (inversion) después
2+ (bc — ad)z 4 & (traslacién con rotaciéon y homotecia).
Claramente si ¢ = 0 el teorema vale. O

Teorema 2.6. El conjunto F = {t C C : t es una recta o una circunferencia} es invariante bajo transformaciones de
Moébius.

Demostracion. Gracias a la proposiciéon anterior nos basta con mostrar que esto se cumple para las transformaciones
definidas anteriormente (traslacién, rotacién, homotecia e inversion).Convendremos en que co pertenece a cualquier
recta y claramente no pertenece a ninguna circunferencia.

Se sabe que las circunferencias son los puntos z = x +iy € C que cumplen (x —a)? + (z — b)? —r? = 0 donde a +ib
es el centro y r es el radio. Multiplicando por un real A # 0 tenemos

A(x® +y?) — 24ax — 2Aby + A(a®> +b* —r*) =0
O sea que las circunferencias son los conjuntos de puntos que cumplen la ecuacion
A(x* +y*) + 2Bz +2Cy+ D =0

Donde A # 0y B?+C? — AD > 0 (ya que B%2 + C? — AD = A%r?). Pero al mismo tiempo si A =0y B? +C? # 0
entonces estamos frente a la ecuacién de una recta (agregdndole el punto 0o). O sea que los conjuntos de puntos que
cumplen A(x? +y?)+2Bx +2Cy+D =0con B2+ C? - AD >0si A#0y B2+ C? #0si A= 0 son los conjuntos
de F. Esto equivale (volviendo a la notacién de z) a que

AZ4+EzZz+Ez+D=0



Donde E = B +iC (o sea que se necesita A =0y E # 0o bien A# 0y EE — AD > 0). Es claro que estos conjuntos
son invariantes frente a la traslacion, la rotacién y la homotecia, queda probar que es cierto para la inversion. Entonces
tenemos que ver que puntos cumplen (considerando los z # 0) :

1 1 =1
A—+FE-+E-+D=0
ZZ z z

o equivalentemente o
Dzz+Ez+FEz+A=0

SiA#0y D #0 (con lo que z = 0 no cumple la ecuacién) tenemos que el conjunto inicial era una circunferencia y
su imagen también. Si A # 0 pero D = 0 entonces el conjunto inicial era una circunferencia y el final es una recta. El
0 pertenece a la circunferencia y su imagen es 0o, que pertenece a la recta. Si A =0y D # 0 tenemos una recta que
no pasa por 0 y se transforma en una circunferencia. El 0 esta en la imagen porque es la imagen de co, que estaba en
la recta. Finalmente si A = D = 0 tenemos una recta que pasa por 0 y que se transforma en otra recta que pasa por
0 (de modo que 0 e co se intercambian). Esto prueba que F es invariante bajo * recordando la proposicién anterior

z
el teorema queda probado. O

Proposicién 2.7. Hay una dnica ¢ € M tal que p((a,b,c)) = (0,1, 00).

Demostracion. Sia # 0o, b# 00y ¢ # 0o tomemos

Sia=o00,b=000c= 00 entonces

b—c zZ—a z—a
z) = z) = z) =
pe)=——, wl)=_——, k)=
En ese orden. Y se ve que son unicas por que si hubiese entonces para que ¢(a) = 0 necesitamos que p(z) = k}(b';j)
_ : _ k(z—a) A _ : _
para que ¢(c¢) = oo necesitamos que ¢(z) = 5= Y por ultimo para que ¢(b) = 1 necesitamos que k = b—a 'y
g = b — c con lo que queda esto probado. O

Corolario 2.8. Hay una unica ¢ € M tal que (a,b,c) — (a’,b',):

2.3. Funciones Analiticas
Antes de definir estas funciones vamos a recordar un teorema acerca de las series de potencias.
Teorema 2.9. Sea {an}nen C C entonces existe R € [0, +00] que cumple :
1. 307 anz™ Converge absolutamente para |z| < R
2. >0 anz™ Diverge para |z| > R
3. 30 anz" Converge uniformemente para |z| <r < R
4.+ =lmy/a,

Definicién 2.10. Sea f : Q@ — C entonces decimos que f es analitica en Q sit Vzp € Q Ir > 0 tal que f(z) =
>0 an(z — 20)" Vz € By(20).

Teorema 2.10. Sea f: Q — C entonces:
fanalitica = f € H()
Ademds : f'(z) = 3.7 nan(z — )" !

Demostracion. Para empezar vamos a ver que la expresion dada para la derivada tiene el mismo radio de convergencia,

Y n—oo 17 17
pero eso es facil porque /n —— 1 entonces % = lim /a,, = lim {/na,,. Ahora vamos a suponer que zg = 0 por

comodidad (es claro que no tiene importancia). Sea w € C tal que 0 < |w| < p < R ahora definamos

9(z) = 1(z) :{U(w) — ilo:nanw"‘l = i“n (Zn_wn _ nw”_1> _

z zZ—w
1

= (z —wé““ < _wné nw;>;1(z_w)>

y se puede ver que



_z —w”—nw"‘l(z—w)_ d [ 2" — " Mt 1_(%)71 - n_ln—l Wk
on = (- w)? —m(m>:‘m—z Ty )7 > (3)

n—1 n—1 00
d e w\F 1 ek
+ = g ( (%) ) = 3kt ek = Jg(a)] < -l Y fanl
k=0 k=1 1

y ademas si z es suficientemente cercano a w tenemos que

U2 5 jg(a)) < 2 =0 3 M0V, -2
2 - 5 "

n—1 n—1
_ n—k— n— n{n —
[@nf <D kPR <Y ke 2 2ln 1) 2
k=1 k=1

Pero p < R entonces la serie converge por lo que |g(z)| — 0 cuando z — w por lo tanto f es holomorfa en 0.
O

El reciproco de este teorema es cierto pero aiin no estamos en condiciones de probarlo, en la proxima seccién vamos
a hacernos de herramientas para demostrarlo.

3. Integracion Compleja

3.1. Teorema de Cauchy

En este teorema vamos a definir la integral de una funcién compleja sobre una curva y probar algunas cosas acerca
de ella.

Definicién 3.1. Sea v* una curva del plano complejo entonces decimos que v : [a,b] — C es una parametrizacién de
v* siiv* ={z€ C:z=~(t) cont € [a,bl]}.

Observacion. Se ve que v tiene que ser de clase C' a trozos, para que v* sea una curva.

Definicién 3.2. Dada v* C Q una curva, v : [a,b] — € una parametrizacién y f : Q@ — C entonces definimos

b
/ f(2)dz = / SOt

Observacion. Sivy(t) = x(t) +iy(t) y f(z) = u(2) 4+ iv(z) tenemos que:

b
[ £z = [ rie) + w6 + igte)d: =

b b
=/ (U(v(t))i'(f)—v(v(t))y(t))dtﬂ/ (u(v(£)g(t) + v(y(2))(t))dt

Entonces Re [fv f(z)dz} = [, (u,~v)dy y Im [fv f(z)dz} = [, (v,u)dy

Por esa observacién se pueden demostrar muchas propiedades usando las conocidas del calculo vectorial.

Propiedades. . f,y(,uf(z) +Ag(2))dz=p f,y f(z)dz + )\fy g(z)dz
/, f(z)dz‘ < [ If(2)ld=

» Siy* =9{U93 (notamos y =y +72) = [ f(2)dz = [ f(2)dz+ [ f(z)dz.

. Silf()| <M = | [, f()dz

< M long~.

Proposicién 3.1. Sea f: Q — C tal que f € H(Q)y que [’ de clase C°(Q), sea v : [a,b] — C de clase C* (a trozos)
tal que vy([a,b]) C Q entonces

/ F(2)dz = F(4(b)) — f(v(a)

Demostracion. Tomemos f o y(t) que es también una curva C! (suponemos que es C'' por que si es a trozos hacemos
el razonamiento trozo por trozo) entonces al derivarla queda (f o) (t) = f'(v(¢))%(¢t). Por lo tanto por la definicién
de la integral:

b b
/ f(2)dz = / 6 ()t = / (f o)/ (t)dt = f ox(b) — f 0(a)

como queriamos por la regla de Barrow O



Teorema 3.2 (Teorema de Cauchy para tridngulos). Sea f : Q — C y f € H(Q) y sea A C Q un tridngulo
cerrado, = [, f(z)dz = 0.

Observacion. Si consideraramos las formas diferenciales w; = udx — vdy y we = vd; + udy (con la notacién anterior
de f ~ (u,v) y el paralelismo con R?) se puede ver que en realidad

Jud = i
0A 0A 0A

Que gracias a las ecuaciones de Cauchy-Riemann sabemos que cumple que dw; = dws = 0 por lo que si pudiesemos
aplicar el teorema de Stokes implicaria inmediatamente la tesis del teorema. Ocurre que no lo podemos aplicar dado
que carecemos de hipotesis de regularidad para las funciones u, v que luego probaremos que son ciertas; pero utilizando
este teorema.

Demostracion. Para empezar vamos a orientar el borde de el tridngulo y tomar los puntos medios de sus lados creando
un nuevo tridangulo con esos puntos como vertices. Luego de hacer esa division estamos frente a 4 tridngulos cuyo
perimetro es la mitad del primero. Lo que tenemos que hacer es orientar los bordes de los tridngulos exteriores de
forma tal de que sean coherentes con la orientacion del inicial; y al del centro de forma que al unir las cuatro curvas
estemos recorriendo realmente el tridngulo exterior. Entonces tenemos que

(2)dz= | f(x)dz+ | f(z)dz+ | f(z)dz+ | f(2)dz
T T2 Ts Ty

O0A
0 mas aun que
/ ezl < | [ feasl | [ fedel+ | [ p@de + | [ fe)as
A T T, Ty Ty
pero claramente esto indica que si llamamos J = |f8A f(z)dz| que para algin 7T; con ¢ = 1...4 tenemos J; =

‘ fTY f (z)dz‘ > %. A ese tridangulo le vamos a llamar A; y con el mismo razonamiento vamos a crear una sucesién de
y

J,

tridngulos con la caracteristica que si J, = ‘ fa A f (z)dz‘ entonces J,, > % > .. > ﬁ. Tenemos entonces una

sucesién de compactos que cumplen que A4,, C A,,—1 ademds si definimos | = perimetro(A) entonces perimetro(A,,) =
!

5w entonces el diam(A4,,) — 0 con n;por compacidad nos aseguramos que

() An D {x}cAcC

neN

Pero como f € H(Q) dado € > 0, Ir > 0 tal que

If(2) — f(20) — f'(20)(z — 20)| < €|z — 2] Vze Br(2)
Claramente podemos encontrar ng de forma que si n > ng tengamos a A,, C B(2p). A su vez tenemos que considerar
que

(2)dz = /aA (f(2) — f(20) = f'(20)(z — 20))dz Vn €N

0A,

que es verdad por que tanto f(2¢) que es constante como f'(z9)(z — 2z9) que es un polinomio tienen primitivas por lo
tanto su integral en una curva cerrada es nula. Pero juntando estas cosas tenemos que Vn > ng

£z < [ 1) = T~ Fa)le =)l ds < [ elz = aolds
0A, 0A, 0An
acotando |z — zp| < diam(A,,) < perimetro(A,) = 5 entonces como sabfamos J < 4™.J,, entonces
1\2
/ f(z)dz| <47 / f(z)dz| <47 () =el?
oA 0A, 2n
Llegando a que 0 < J < €l2, Ve > 0 como queriamos probar. O

Observacion. Este teorema vale también si en vez de pedir que f € H(Q)pedimos que f € H(Q/{P}) y que f € C°(Q).
Esto se ve claramente separando los posibles casos. En primer lugar, si P no esta en A no hay cambios en el teorema,
si P esta en el tridngulo, es facil ver que se puede considerar como vértice, por que si no es se puede dividir el triangulo
inicial en tres con P vértice de todos. Entonces analizando el caso en que P es vértice del tridangulo, se puede tomar
2 puntos X e Y en los lados que contienen a P de forma que se divida el tridngulo en 3 (si los otros vertices son Q
y R tomamos los tridngulos A(QXY),A(QXR) y A(XY P)) y que podamos hacer el perimetro de A = A(XPY)
tan pequeno como queramos. Teniendo en cuenta que por ser continua f esta acotada en un compacto (0A) o sea
|f(2)| < M € R entonces:

f(z)dz
A
eligiendo convenientemente X e Y tenemos lo que buscdbamos.

< / | f(2)|dz < M perimetro(A)
A



Teorema 3.3 (Teorema de Cauchy version Local). Sea  un conjunto convexo y sea f : Q — C tal que
f € H(Q)entonces fw f(z)dz =0 Y~ curva cerrada.

Demostracion. Sea a € Q defino F(z) = f[a . f(2)dz (donde [a, 2] es el segmento que une a con z). Para demostrar el
teorema alcanzarfa con mostrar que F' es derivable y F' = f. Tenemos que

F(z) — F(z0) = (2)dz — / f(z)dz = / f(z)d=
la,z] la,z0] [20,2]
por el teorema anterior. Ahora veamos

1
zZ— 20

F(R) = F@o) o 1 /[ @)z Jlao) =

zZ— 20 zZ— 20

/[ ()~ ftea))is

porque f[ZO g f (20)dz = f(20)(z — 20). Pero como f es continua (por ser holomorfa) tenemos que dado e > 0 30 tal
que si |z — 2| < d entonces |f(z) — f(20)| < € entonces

1

F(z) — Flz0) )
|z — 20|

zZ— 20

— f(20)

(f(2) = f(20))| dz < &

[ZO ,z]

con lo que finaliza la prueba. O

3.2. Teorema del indice

Definicién 3.3. Sea v* una curva cerrada en Cy D = C — v* entonces definimos Ind,, : D — C como

Ind, (2) = L/ d<
¥

el indice de z respecto a 7.

Teorema 3.4. 1. Vz € D (el de la definicion anterior) Ind,(z) € Z.
2. Siz y 2z estdn el la misma componente conexa de D entonces Ind,(z1) = Indy(22).
3. Si|z| es suficientemente grande entonces Ind.(z) = 0.

Demostracion. 1. Recordemos que ¥ = e®(cos(y) + isen(y)) = 1 entonces © =0 e y = k2mi con k € Z. O sea que si

e” =1 entonces 5= € Z. Ahora recordemos que si v : [a,b] — C entonces

27
b .
Ind, (2) = —— / LS Y e (0
2mi ), C—z  2mi ), (t) -z

definamos entonces

¢:lab] = C o(t) = exp </atj(5)ds>

v(s) — z
derivando la funcién nos queda que
t . . , .
¢'(t) = exp (/ i(s) ds) 7(t) =¥ _ 77“)
o W)=z JAt)—z o At)—z

entonces ¢’ (t)(y(t) — z) — p(t)¥(t) = 0, ahora tomemos una nueva funcién (mismo dominio)

¢ () (1) — 2) — ()¥(t)
(v(t) = 2)?

por lo que 1 es constante entonces en particular 1(a) = t(b) entonces (teniendo en cuenta que p(a) = 1 y que

(a) = (b))

='(t) = =0

pb) _  pla)
)=z ~(a) -z
2. Basta probar que Ind, es continua en D (por que entonces lleva conexos en conexos y como en Z los conexos son
los puntos prueba la afirmacién). Tomemos 21 v 23 en D tal que |21 — 23| < €, y sea d = d(zg,7*) entonces si ¢ € v*
entonces |21 — (| > dy |22 — | > |21 — (] — |z1 — 22| > d — €. Ahora veamos que pasa con los indices de z; y z2 cuando
estos se acercan uno a otro:

2mi

1 1 1



1 Z1 — 22 i |21 |
- %a/(@ax @qufzwlu:zuc EnE

S|Z1—Z2|/ ‘C|_510ng()54>—0>0
27 d(d — ¢€)

3. Sea R tal que v* C Br(0) y sea z tal que |z| > R entonces si definimos

FQ) = 7= = € H(Bal0)

usando el teorema de Cauchy tenemos f7 f(¢)d¢ = 0 entonces Ind,(z) = 0. O

3.3. La formula de Cauchy.

Teorema 3.5. Sea @ C C un convezo abierto y f € H(Q), también sea v* C Q el recorrido de una curva cerrada,
entonces Vz € Q) —~* wvale que:

Ind, (=) f ~om C — z
Demostracion. Definimos
F(O—-f(2)
©=1 5o
fl(z) (==

por como la definimos es claro que g € H(Q — {z}), pero ademés es claro que g € C°(Q). Esto pone a g en las hipétesis
del teorema de Cauchy (es facil la prueba de que si no es holomorfa en una cantidad finita de puntos pero si es continua
en toda la region vale el teorema) entonces por el teorema de Cauchy tenemos:

0= [o@ic= [ fac— [ SO uc= [ Moac s [ 2 -

/éf(_c) d¢ — f(z)In (Z)Qﬂiélndv(z)f(z):i/ 1) e

27t ), (— 2z

3.4. Funciones analiticas y holomorfas

En este capitulo hemos juntado las herramientas suficientes para demostrar el reciproco del teorema que nos afir-
maba que si una funcién era analitica entonces también era holomorfa (el teorema también agregaba que la derivada
de esta funcién también era analitica y nos decfa como hallarla). Antes de demostrar el reciproco vamos entonces a
hacer una observacion acerca del directo.

Observacion. Si f es analitica en ) entonces ya sabemos que para todo z € Q existen r > 0y {a,} C C de forma que
si 2’ € By(z) vale que f(2') =, an(z’ — 2)", el teorema visto en el capitulo pasado no solo nos aseguraba que esta
funcién era derivable (més aun, holomorfa) si no que nos decia que la derivada eraf’(z’) = 3, na, (2’ — z)"~* de lo
que se deduce facilmente que

F®(2) = klay,
Teorema 3.6. Q C C abierto y f € H()= f es analitica.

Demostracion. Dado un a elegimos r que cumpla que B,.(a) C € (es facil ver que existe por que como {2 es abierto,
se encuentra € > 0 tal que B.(a) C Q tomando r = £/2 se cumple) lldmese D = B,.(a) entonces claramente hay un
convexo D’ en Q que cumple que 9D C D’ entonces como f € H(D') podemos usar la formula de Cauchy, usando que
Indsp(z) =1 Vz € D (facil probar queda como ejercicio) tenemos que

1 f(©)
= — d
16 = g | £
pero ademds (recordando la serie geométrica) sabemos que

[(z—a\" (—ua
§:<<—a) T (-2

n=0

y ademads la convergencia es uniforme (sabemos que para todo z € D || > |z| porque ¢ € OD) entonces

0=, 895 ()

n=0

10



entonces como la serie converge uniformemente
N R W A G E—
f(2>‘,§2m/wc—a (=) dg‘nz_:OM/aD (e

con lo que el teorema queda probado ya que para un a cualquiera encontramos un r > 0 que cumple que para todo

z € Br(a), f(z) =3 an(z —a)™ con
1 f(©)

Gy = — —_—
" 2mi Jop (C—a)" !

d¢
O

Observacion. El radio de convergencia es R = d(a, D) ya que el argumento vale para todo disco D(0,7) cuya clausura
este en 2 entonces como D(0, R) C Q lo podemos hacer para cualquier r < R.

Corolario 3.7. Si f € H(Q)entonces f' € H().

Definicién 3.4. Sea f : () — C entonces le llamamos conjunto de ceros de f a

Z(f) ={z€Q: f(z) =0}
Ahora vamos a probar el reciproco del teorema de Cauchy.

Teorema 3.8 (Morera). Sea f: Q — C tal que f € C°(Q) donde Q es un abierto convezo tal que YA C § tridngulo
Jon f(2)dz =0 entonces f € H(Q).

Demostracion. La demostracion es muy parecida a la del teorema de Cauchy local, por que gracias al corolario anterior
basta probar que si consideramos:

F(z)= f(z)dz

[a,2]

y demostramos que es holomorfa entonces su derivada, f, también lo sera. Se puede ver que por hipétesis

0= /Aazzo f(z)dz = - (2)dz — /[a’zo] f(z)dz — /{Zo?z] f(z)dz

F(z)— F(zy) = 2)dz — 2)dz = 2)dz
@ -Feo= [ 1) /[Mo]f() /{ZO:Z]f()

entonces

Ahora veamos

1
zZ— 20

P00 gy = 2 [ s g =

zZ— 20 zZ— 20

/[ ()~ G

porque f[ZO . f(z0)dz = f(20)(z — 20). Pero como f es continua (por hipétesis) tenemos que dado £ > 0 39 tal que si
|z — 20| < & entonces |f(z) — f(z0)| < € entonces

F(z) — F(z0) 1
————— — f(20)| = —— z) — f(z0))|dz < €
T )| = g [ 10 = G0
Por lo tanto F' € H(Q) lo que concluye la prueba. O

Lema. Sea f € H(B.(a)) no nula tal que f(a) =0 entonces existe h € H(B,(a)) yp €N tal que f(z) = (z — a)Ph(z)
y h(a) # 0.

Demostracion. Como f es holomorfa existe un r > 0 Vz € B,.(a) podemos escribir

flz) = Zan(z—a)":ao+a1(z—a)—|—...—|—an(z—a)"+...
neN

()
donde a,, = fT(a) por lo que inmediatamente vemos que ag = 0. Sea entonces m tal que a; =0 Vi < m y a,, # 0 (

m existe por que f es no nula y ademds m > 0).Ahora podemos escribir

fz)= Z an(z—a)"=(z—a)™ Z Gptm(z —a)” Vz € B,(a)

n>m n>0

donde
h(z) = anim(z — a)" € H(B(a))

n>0

por ser analitica y ademds h(a) = a,, # 0. O

11



Teorema 3.9. Sea Q una region y f € H(Q)entonces son equivalentes:
1. Z(f)=9Q.
2. 3a € Q tal que f(a) = 0vVn € N.
3. Z(f) tiene un punto de acumulacion en €.

Demostracion. (1 = 2)y (2 = 3) son triviales entonces basta probar (3 = 1).
Sea a de acumulacién de Z(f) tal que a €  entonces existe {z,} C Z(f) — {a} tal que z, — a entonces por
continuidad sabemos que

fla) = lm f(z) =0

Zn—a

entonces usando el lema anterior y notando que por ser f holomorfa em {2 region entonces existe r > 0 tal que
f € H(B(a)) tenemos que f(z) = (2 — a)Pg(z) donde g € H(B,(a)) y g(a) # 0 pero ademés de g sabemos que se
anula en z, Vn por que (z —a)™ no lo hace. Que g sea holomorfa nos indica que es continua, y al ser g(a) # 0 podemos
asegurar que ¢(z) # 0 por lo menos en un entorno de a lo que contradice que g(z,) = 0 para una sucesién z,, — a. Se
concluye que f(z) =0 Vz € B,(a).

Hasta ahora demostramos que existe un r > 0 tal que f se anula en B, (a) pero si elegimos un punto zy cualquiera de
2 podemos encontrar una curva v : [0,1] — © que cumpla que v(0) = a y (1) = 2y por que toda region es arcoconexa.
Consideremos A = {t € [0,1] : f(y(t)) = 0} y sea tg = supA’ (donde A’ es el conjunto de puntos de acumulacién de A
que no es vacié por que v* N B.(a) C A y esta acotado por 1) entonces 3{t,,} C AN[0,%y) tal que ¢, — to; esto nos
asegura que 3’ > 0 tal que f se anula en B,/ (f(v(t))) y suponiendo que ¢y # 1 llegamos a un ABSURDO. Por lo
tanto f(zg) = 0. O

Teorema 3.10 (Del modulo méximo). Sea Q2 region y f € H(Q)tal que f no es constante, entonces |f| no alcanza
un mdzimo en €.

Demostracion. Supongamos que 3z € 2 que cumple que |f(zo)| > |f(2)| Vz € Q. Definamos ahora D, = B,.(z9) C
entonces la formula de Cauchy nos asegura que

f(Z ) —_ L/ f(C) dC — L 2m f(ZO + Teit)(ire“)dt _
O o ap, (¢ — 20) 27 J, rett
1 27
=— *)dt
o7 /. flzo+re™)
entonces tomando moédulos tenemos que
1 27 it 1 27 it
= — dt| < — "\ dt
ol = gy | [ 10+ rea] < o [5G0 4 ret)

Ademés sabemos que ‘
f(20)] > [ f(z0 + 7€)Vt €[0,2pi)

supongamos que Jto tal que |f(20)| > | f(z0 + 7e)| entonces como f € H(Q)en particular f es continua en zq + reo
por lo tanto existe un & > 0 | f(z0)| > |f(20 + 7€'")| Vz € B;(to) entonces tenemos que

T 27 27 B,

27
1ol < 5= [ 1o+ e = 5 ( [ o+ et [ 11 +re“>|dt>

Adems4s las propiedades de las integrales nos aseguran (por estar acotados los integrandos)

[ 5o+ el < |0l 2n =0

r

/B £z + re)lde < |f(20)15

uniendo los resultados llegamos a
|f(z0)| < |f(20)]

por lo tanto no puede ser que 3ty tal que |f(z0)] > |f(z0 + re®)] o lo que es lo mismo |f(z9)] = |f(z0 + re®)]
Yt € [0,27). Pero esto lo habiamos hecho para un r > 0 genérico que cumpliese que D, C Q por lo tanto tenemos
que 3p > 0 tal que |f(2)| es constante en B,(z) que como f € H(B,(z)) sabemos que f(z) es constante en B,(zo)
y usando el teorema anterior para la funcién f(z) — f(zp) llegamos a que es nula en € o lo que es lo mismo que decir
que f(z) es constante en €; esto es ABSURDO por que en las hipdtesis habfamos pedido que f no sea constante. [J
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Corolario 3.11. Sea Q region y f € H(Q)tal que B,(a) C Q entonces

[f(a)] > min_[f(a+re")]

tG[—Tr,Tr]
st f no tiene ceros en By(a).

Demostracion. Si f(a + ret) = 0 para algiin t es obvio, en caso de que no sea asf, tomando una region que contenga
a B, (a) y aplicdndola el teorema anterior a % se obtiene la prueba. O

3.5. Consecuencias del teorema del mdédulo maximo

Como vimos, este teorema afirma que si una funcién es holomorfa y no constante en una regién entonces su médulo
no alcanza un maximo en ella, o lo que es equivalente, si una funcién holomorfa en una region alcanza un méximo,
entonces es constante. Otro enunciado serfa (es el que nos va a interesar) si f es una funcién holomorfa en una region
Qy K=Qy f es continua en K entonces

IF () < (1 flloe

Si se da la igualdad para algun z € ) entonces la funcién es constante.
Teorema 3.12 (Lema de Schuarz). Sea D ={z:|z| <1} y f: D — D tal que f € H(D) y f(0) =0 entonces

1. [f(z)|<|2|Vze D

2 |fO) <1

3. Si se da la igualdad en (1) para algin z # 0 o si se da la igualdad en (2) entonces f(z) = Az con |\ = 1.
Demostracion. Como f € H(D) y f(0) = 0 entonces f(z) = zg(z) con g(z) € H(D) dado un r € (0, 1) el principio del

modulo maximo nos asegura que

lg(z)] < max {[g(z)[} < % =Vre(0,1),|g(z) <

1
z€B,(0) r

Entonces haciendo que r — 1 se tiene que |g(z)| < 1 por lo tanto |f(2)| < |z| (queda probado (1)). Ahora, por como
esta definida g se tiene que f’(0) = g(0) por lo tanto |f/'(0)] = |g(0)] < 1 que prueba (2). Para (3) se ve que si en

algin z |g(z)| = 1 entonces la funcién alcanza un maximo en D por lo tanto es constante, o sea |f(z)| = |z] o lo que
es lo mismo f(z) = Az con |A| = 1 (una rotacién), también si |f/(0)] = 1, |g(0)] = 1 que es un caso particular de lo
anterior. O

Definicién 3.5. Sea oo € D (en esta seccién D siempre va a ser la bola de centro cero y radio uno) entonces definimos

Ya(2)

- 1—az

Observacion. 1, es una transformacién de Mobius y su unico polo no cae en D (su polo es % que tiene modulo mayor

que 1) por lo tanto ¢, € H(D).

Teorema 3.13. Sea o € D entonces 1, lleva D en D inyectivamente y lleva o en 0, ademds es invertible y 5t = 9 _4
y por ultimo

1
"0 =1 — |2 / _
V0 =1-laf, U@ = =
Demostracion.
IZJ:_EQZ -
wa("/)fa(z)) = 1_g2ta ==z
— a1,

Esto prueba no solo que 1, es invertible sino que es inyectiva o, mas aun, biyectiva. También derivando es facil ver
que
1—|a)?

Yolz) = (a2

lo que prueba que
1
! =1— 2 l _
V(O =1~ ol We)= =

Proposicién 3.14. Sea f € H(D) tal que f: D — D y sean o, 8 € D tal que f(a) = 3 entonces



Demostracion. Sea
g=1vpofoth o

como todas son funciones de D en D se ve que g tambien lo es; ademas ¢g(0) = 0 por como definimos la funcion por
lo tanto, usando el lema de Schwarz, |¢’(0)] <1 y usando la regla de la cadena tenemos que

9'(0) = ¥5(B)f ()L (0) = | f' ()]

IN

O

Teorema 3.15. Sea f € H(D), f: D — D biyectiva y sea o € D tal que f(a) = 0. Entonces existe X con |\ =1 tal
que

f(z) = Mpo(2) VzeD

Demostracion. Sea g la inversa de f (g(f(z)) = z) como f es inyectiva, f' no se anula en D por lo tanto g € H(D).
La regla de la cadena nos muestra que

g'(0)f(a) =1
ademas por la proposicion anterior, tenemos que
F@ € g0 <1-]aP
~1—|a]? -

por lo tanto tienen que cumplirse las igualdades, eso implica que si definimos (como en la proposicion anterior)
h = fot_, entonces |h'(0)] = 1 por lo tanto

fotoa=Az=f =, [Al=1

O
3.6. Teorema de Liouville y el Teorema fundamental del Algebra
Lema (Estimativa de Cauchy). Sea f: Q — C tal que f € H(Q)entonces
M
) < MM ar) = mis{l2) ¢ |z — ol = 1)
erL
Demostracion. Por lo que vimos en la seccién anterior sabemos que f(™ (a) = nla,, donde
|
nla, = 2 [ O
2mi Jop (¢ —a)*t
donde D = B, (a) entonces si tomamos el médulo tenemos que
|
g~ | O,
1@ = g | |
Si ahora parametrizamos el borde de la bola como dD(t) = a + re® tenemos que
| 2w it ) | 2m it
|f(n)(a)|:£ f((ZTFT'G )T‘eztdt Sl/ |f(a+/7"e )|dt§
21 | Jo  (reit)ntl 27 Jo rn
e 1M
< / Myt = M)
27rm Jo rn
O
Teorema 3.16 (Liouville). Sea f: C — K con K acotado y tal que f € H(C) entonces f es constante.
Demostracion. Sea a € C cualquiera entonces |f/(a)| < @ Vr (por el teorema anterior) entonces dado € > 0 tenemos
que eligiendo r = sup{|f(z)|}e~! (el supremo existe porque la funcién es acotada) entonces |f'(a)| < Mfr) < e de

donde |f'(a)] = 0 o lo que es lo mismo f'(a) = 0 Va € C entonces usando el teorema de Cauchy-Riemann sabemos
que las derivadas parciales de la parte real e imaginaria de la funcién son también nulas, por lo tanto (como el plano
complejo es conexo) la funcién f es constante. O

Teorema 3.17 (Teorema fundamental del Algebra). Sea p un polinomio de grado n > 1 entonces 3z tal que
p(z0) = 0.
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Demostracion. Sea p un polinomio de grado n > 1 tal que p(z) # 0 Vz € C. Entonces como p € H(C) sabemos que

1
g(z) = — € H(C
(2) = =5 € H(O)
por que p no se anula. Ademas
n n—1
p()| = > aiz'| > |lanllz]" = | aiz’
i=0 i=0
por lo que lim,_, o, p(2) = 400 o lo que es lo mismo
lim g(z) =0

zZ—00

Entonces dado ¢ > 0 existe 7 > 0 tal que si z € (B,(0))¢ sabemos que |g(z)| < £ y a su vez B,.(0) es compacto y como
g € H(C) IM = max{|g(z) : |z| < r} = |g(2)| < méx{M, e}, pero el teorema de Liouville nos asegura que g tendria
que ser constante y por lo tanto p también ABSURDO. Entonces no puede ser que p no tenga al menos una raiz. [

3.7. Teorema de Cauchy Global
Definicién 3.6. Una funcién f: Q — C es abierta sii para todo A abierto de C, f(A) es abierto.
Teorema 3.18. Sea f € H(Q), 2o € Q tal que f'(20) # 0 entonces existe V. C Q entorno de zg que cumple:
1. f es inyectiva en V.
2. f(V) es abierto.
3. Sig: f(V)—V esta definida por g(f(z)) = z entonces g € H(V).

Demostracion. Este teorema es un corolario del teorema de funcién inversa. Observar que al ser la derivada de la
funcién inversa la inversa de la derivada de la funciéon, se deduce que g en este teorema también es holomorfa utilizando
Cauchy-Riemann. O

Teorema 3.19. Sea f € H(Q)no constante, y sea zg € 2. Sea m el orden del 0 que tiene la funcion f — f(z0) en zo
entonces existe un entorno V-.C Q de zg y existe ¢ € H(V) tal que

1. f(2) = f(20) = (p(2))" Vz € V.
2. ¢ no tiene ceros en' V y ¢ es una funcion invertible de V' sobre una bola B, (0).

Demostracion. Podemos suponer que ) es un entorno convexo de zy que cumple que f — f(zg) solo se anula en zg
(por que todos los ceros de las funciones son aislados) entonces podemos afirmar que en 2

f(2) = f(z20) = (2 = 20)"g(2) g € H(2) tal que g(z) # 0

Por lo tanto %/ € H(R2) y por el teorema de Cauchy local hay una h € H(Q) tal que % = k' entonces

(geih)/ — g/e—h o h/geih =0= geih =k = g= 6thlnk
Sea hy = h + In k entonces si definimos
h(z)
p(z) = (z —z0)e ™
tenemos probada la parte (1).
La parte (2) sale del teorema anterior recordando que ¢(z9) =0y ¢’(0) # 0. O

Corolario 3.20. Sea f € H(Q)una funcidn inyectiva, entonces f'(z) # 0 Vz € Q, y la inversa de f es holomorfa.

Definicién 3.7. Decimos que I' es un ciclo en Q sis I' = )" | v; con 7; curvas cerradas, esto equivale a decir que su
. n
recorrido es I'™ = [} 7}

Observacion. = Sumar curvas implica agregarlas con su sentido y restarlas implica cambiarles el sentido.
v o fR)dz =307 [ f(2)d.
» Indr(a) =Y 7 Ind,,(a).

Lema. Sea Q un abierto en C y f € H(Q). Entonces la funcion g

B f(C):i(Z) $iC# 2

es continua en 0 x Q.

15



Demostracion. Sea ({o,20) € Q2 x Q. Si {y # 2o es claro que g es continua .Ahora probemos que g es continua en (a, a)
; sea > 0 tal que D = B,.(zp) C ; sean (,z € D como D es convexo se tiene que

1
ﬂ@—f@w:/fwmmU:A.fw@xZ—ow

donde v(t) = ¢ + (z — ¢)t. Como f’ es continua en z existe h > 0 tal que |f'(w) — f'(a)| < € si w € Bp(a) eligiendo
z,C en el nuevo entorno tenemos que

|mga—Mm@:{“O“”—fm>

(—=2 =LAU%WUMt—fm):

A(fwwyaﬂwm4s4|fwu»—ﬁmwn<e

O

Teorema 3.21 (Cauchy Global). Sea Q un abierto en C y f € H(Q). Sea T' un ciclo tal que T* C Q y que
Indr(a) = 0 para todo a ¢ Q. Entonces

@f@m@:%A

@ 4w vieq_r
w —z

(v) AﬂdM:0

Demostracion. Sea g : ) x 0 — C definida por
f(2)—f(w)
e A C 1)
zZ,w) = Z—w
9(z;w) (2 z=w
Como ya sabemos, g es continua y por lo tanto podemos definir:
1
) = 515 [ ot w)du
27 r

Ahora, probar que h(z) = 0 equivale a probar (a) porque
1 — 1 1
= g [T gy L[ e L[,
21 Jp zZ—w r

2mi Jrw—2z 2m Jpw— %

Indr(z)

Primero probemos que h € H(2), como g es uniformemente continua en cualquier compacto de Q x € entonces si
2,2n € Qy z, — 2z de donde g(z,,w) — g(z,w) uniformemente Yw € T'* (compacto en Q x ) lo que prueba que
h(zn) — h(z) o sea que es continua. Ademas para cada w € §2 la funcion z — g(z,w) es holomorfa en Q (notar que la
singularidad en z = w es evitable). Consideremos A un triangulo cerrado en 2. Entonces

1
/ dz = — (/ g(z,w)dz) dw =0
PN 2mi Jr \Jon

porque al ser g holomorfa faA g(z,w)dz = 0 Yw € T'* por lo tanto el teorema de Morera implica que h € H(S2).
Sea 1 = {z : Indp(z) = 0} definamos entonces

hl(z)zi/mdw Vz €
21 Jpw— 2

Por un argumento ya dado la definicion de ; implica que si z € QN Q; entonces hi(z) = h(z) por lo tanto podemos
definir ¢ € H(2 U Q1) que cumpla que ¢|g = h'y ¢|o, = h1 entonces como por hipotesis Qb < Q; por lo tanto
¢ € H(C). Como sabemos que si |z| suficientemente grande Indr(z) = 0 entonces (usando la formula de Cauchy para
convexos) sabemos que ¢(z) = 0 pero entonces ¢ esta acotada (por que si se toma un disco que deje afuera a I' el
indice va a ser siempre cero y en el disco con el borde que es un compacto tambien) entonces el teorema de Liouville
nos asegura que ¢(z) = 0 para todo z entonces h(z) = 0 lo que prueba la parte (a).

Para deducir (b) elijamos a € Q —I'* y definamos F'(z) = (z — a) f(z) entonces

1 1 [ F(z)

f(z)dz = ——=dz = F(a)Indr(a) =0

211 T 211 rZ—a

ya que por como esta definida F'(a) =0 O

Corolario 3.22. $i 'y y 'y son ciclos en Q tales que Indr, (z) = Indp, () para todo z € QF entonces
f(2)dz= [ f(2)dz
r T,

Demostracion. Es facil probarlo tomando el ciclo I' =T'; — I'; y usando el teorema anterior O
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4. Singularidades Aisladas

Definicién 4.1. Dada f : Q—{a} — C decimos que a es una singularidad aislada de f sii existe un r > 0 que cumple
que f € H(B(a)).

Observacion. Es posible que en el capitulo nos refiramos a ellas como simplemente singularidades.

Definicién 4.2. Dada f: Q — {a} — C decimos que una singularidad a de f es evitable sii existe un r > 0 tal que
podemos definir f : B,.(a) — C que cumple que f € H(B.(a)) y que f =)= f |Bs(a) -

Definicién 4.3. Dada f : Q — {a} — C decimos que una singularidad a de f es un polo de orden p sii existe p € N
tal que p = min {n € N} que cumplen (z — a)” f(z) tiene una singularidad evitable en a.

Observacion. Un polo de orden 0 es una singularidad evitable.

Definicién 4.4. Dada f : Q — {a} — C decimos que una singularidad a de f es esencial sii si no es evitable ni un
polo.

Teorema 4.1. Sea f € H(B;(a)) entonces si existe p <1 tal que f(B}(a)) C Bi(0) para algin k entonces a es una
singularidad evitable.

Demostracion. Definamos

0 z=a

= { ) 2
Claramente h € H (B} (a)) pero si observamos que

lim ) = @) _ lim(z —a)f(z) =0

z—a zZ—Qa z—a
por que f es acotada entonces h € H(B,(a)) y como vimos eso equivale a decir que para todo punto z en la bola de

centro r de a vale
2) = Z an(z—a)" =ap+ai1(z —a)+ Z Unia(z —a)"t?
n>0 n>0

donde ag = h(a) =0y a; = h/(a) = 0 entonces

h(z) = (z — a)? Z apy2(z —a)”

n>0
pero por como definimos h tenemos que f(z) = > ant2(z —a)™ Vz € B2*(a) por lo tanto podemos extender holomor-

famente f definiendo
i [ 1) ze B
as z=a

donde sabemos que ay; = ”2((1). O

Observacidn. El reciproco de este teorema es trivial ya que si f tiene una singularidad evitable en a y se considera la
funcién f holomorfa en todo el disco que la extiende, en particular f sera continua y como ya sabemos una funcién
continua en un disco esta acotada.

Observacion. Si f tiene una singularidad aislada en a y f(z) — | € C cuando z — a entonces f(z) tiene una
singularidad evitable en a.

Teorema 4.2. Sea f € H(B}(a)) (o sea que f tiene una singularidad en a) entonces es necesario que ocurra una
unica de las siguientes posibilidades:

1. f tiene en a una singularidad evitable.
2. HatcCi=1...m tal que k(z) = f(z) — Y iv, c;i(z — a)™ " tiene una singularidad evitable en a.
3. ¥p>0 f(B}(a)) es denso en C.

Demostracion. Supongamos que no ocurre la tercera opcién lo que es equivalente a decir que Jw y existen p > 0y
6 > 0 tal que Vz € Bj(a) f(2) ¢ Bs(w). Esto es lo mismo que decir que [f(2) —w| > ¢ si 2 € B}(a). Definamos

1 1 1
Mz)=————=|h(z)|= ——— < = Vz € B (a
D= T <5 A
Como el denominador f(z) —w no se anula en la bola reducida y como f € H(B}(a)) entonces h € H(B}(a)) ademas

como |h| esta acotado en B} (a) sabemos por el teorema anterior que h tiene una singularidad evitable en a. Sea hla
extension holomorfa de h.
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Estamos frente a dos posibilidades, que k(a) = 0 o que sea distinto. Supongamos que (a) # 0 entonces h(z) — 1 # 0
cuando z — a entonces como h(z) # 0 si 2z € Bj(a) f(z) =w + ﬁ esta acotado en B} (a) por lo que f tendrfa una
singularidad evitable en a.

Si por el contrario h(a) = 0 como h € H(B,(a)) y ademés h(z) # 0 si z € B (a) sabemos que

hz)=(z=a)"hi(z)  M(a) #0 I € H(B,(a))

Ahora despejando para z € B (a)

h(z) = o (z—a)"h1(2) = (2 — @)™ f(2) = w(z — a)™ +

Ademds hi(z) # 0 Vz € Bj(a) entonces
que podemos escribir:

hl (Z)

hll(z) € H(B,(a)). Como es holomorfa es también analitica lo que significa

f)=w+ z—am;CZ z—a) :>f(z)=w+i:%;1

m—1
cz(z—azm—&—g czz—a
1=0

notando que ¢y # 0 por que m = 0. Pero entonces

m—1 e}
k(z) Zczz—a m=w+ Z ci(z —a)™™
=0 i

tiene una singularidad evitable en a (porque esta definida para que si l;:(a) = w + ¢, entonces k sea la extension
holomorfa de k). O

Observacion. La segunda condicién implica directa y reciprocamente que f tenga un polo de orden menor o igual que
m en a por que multiplicando f por (z —a)™ se tiene que restandole un polinomio a f(z)(z —a)™ la funcién resultante
tendrd una singularidad evitable en a o lo que es lo mismo f(z)(z —a)™ tiene una singularidad evitable en a. A su vez
si f tiene un polo de orden m en a multiplicando por (z —a)™ a f(z) tenemos una funcién con singularidad evitable o
sea desarrollable en series de potencia, por lo tanto restandole a f los primeros m — 1 términos de su serie y dividiendo
todo entre (z — a)™ llegamos a que se cumple la segunda condicién.

Observacion. La observacion anterior implica que la tercera condicién es equivalente a tener una singularidad esencial.

Proposicion 4.3. Si f tiene una singularidad aislada en a entonces si

lim [ ()] = oo

z—a
entonces f(z) tiene un polo en a.

Demostracion. La prueba de esta proposicién es una consecuencia del teorema recién demostrado, hay que definir
nuevamente h(z) = (f(z) —w)~! y ver que la para que f tuviera un polo en a se requerfa que h(z) — 0 cuando z — a
por lo tanto |f(z)| — oo cuando z — a. O

Observacion. Es facil ver que el reciproco de esta proposicién es cierto, eso implica que

l € C = evitable
lim f(z) = ¢ oo(en modulo) = polo
e # = escencial

4.1. Polos

Como vimos tenemos varias formas de caracterizar un polo, sabemos que una funcién con una singularidad aislada
en a tiene un polo de orden m en a si

lim(z—a)"f(z)=1#0

o lo que es lo mismo que podamos escribir
fo)= 2 e nB.@). g #0
(z—a)m ’

v lo que es mas importante como vimos que podemos escribir

@) =r()+ —m 4. 4 2

—ay -

r € H(B.(a)), ¢m #0
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En esta seccién nos va a interesar calcular la integral en una curva cerrada de una funcién con polos aislados y vamos
a notar que (siendo D = B,.(a))

fdz:/ ci(zfa)*“r/ rdz = ¢12mi
D 8D; oD

esto nos lleva a definir el residuo de un polo.

Definicién 4.5. Le llamamos el residuo de un polo de una funcién f € H(B;(a)) con f(z) = f(z) = r(2) + =2%= +
o+ s a
(z=a)

Res,(f) =1

Observacion. Lo visto nos muestra que es verdad la siguiente igualdad

Res,(f)=c1 = 2%” - f(z)dz
con D = B,.(a) C Q.
Propiedad.
o (Ema)m i)Y
;lgzlz (m—1)! = Resa(f)

Demostracion. Como f tiene un polo en a localmente vale el siguiente desarrollo

gEMB@)  f) = L)m vz € B(a)
pero entonces vale tomar el limite y decir que

o (E= @)™ ()Y
z—a (m—1)!

= Resq(f)

O

Definicién 4.6. Sea f € H(Q2 — A) entonces decimos que f es meromorfa sii A no acumula en  y los puntos de A
son polos de f.

Teorema 4.4 (Residuos). Sea f meromorfa en Q region, dado un ciclo T' con T'* C  — A tal que Indr(a) = 0
Va € QF entonces

/ f(z)dz = 2mi Z Res,(f) Indr(a)

acA

Demostracion. Consideremos el conjunto H = {a € A : Indr(a) # 0} C Q el teorema del indice nos asegura que el
conjunto es acotado. Supongamos que el conjunto tiene cardinal infinito entonces H tendria que tener un punto de
acumulacién (Bolzano - Weierstrass) claramente ese punto no podria estar en € (por que A no acumula en §2) si no que
tendria que estar en 92 pero al ser {2 abierto claramente si z € 992 Indr(z) = 0 pero ademads si r = d(z’TF*) tomando
B,.(z) es claro que B,.(z) N\T* = () por lo que B,(z) esta en la misma componente conexa con respecto a ' por lo tanto
el mismo ndice con respecto a ese ciclo que z concluyendo que a € B,.(z) implica que Indr(a) = 0 por lo tanto z no
puede tampoco ser punto de acumulacién de H. Con esto concluimos que hay una cantidad finita de polos de f con
indice no nulo con respecto a I'. Sea H = {ay,...,a,} entonces definamos la funcion holomorfa definida en H c por

FO=160- 33

=1 j=1

el teorema de Cauchy global nos asegura que la integral de F' en I' es nula por lo tanto la linealidad de la integral nos
permite afirmar
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4.1.1. Aplicaciones

Ahora vamos a ver algunas aplicaciones de este teorema (y de otros anteriores) en el calculo de integrales y en el
conteo de raices.

Definicién 4.7. Llamamos numero de ceros de f € H(2)en una curva «y cerrada y simple a
Ny =#{z0 € Q1 : f(20) =0} M ={2€Q:Indy(z) =1}

contados con sus respectivas multiplicidades.

Observacion. Si f = 2%y v= 0D con D = B,(0) entonces Ny = 2.

Proposicién 4.5 (Principio del Argumento). Sea 2 una regidn y una curva v* C Q cerrada simple ( que sea simple
implica que Ind, : C —~* — {0,1}) tal que Ind, = 0 Va € Qb y sea f:Q — C no nula, tal que f € H(2) entonces
entonces

_ 1 [ f(z)

= omi ), 1(2)

dz = Ind .~ (0)

Demostracion. Sea p(z) = J;/((ZZ)) entonces ¢ es meromorfa en Q (por que si f es no nula tiene ceros aislados, por lo

tanto las singularidades de ¢ son aisladas). Sea a tal que f(a) = 0 de orden m, entonces f(z) = (z — a)™h(z) en
un entorno B,(a) y ademés h(a) # 0. Por lo tanto f'(z) = m(z — a)™ *h(z) + (z — a)™h'(2) en el mismo entorno.
Claramente entonces tenemos que
m b (z)
= VzeB
90(2) s—a + h(Z) z T(a’)

Eso muestra que si a es un cero de f entonces es un polo de orden 1 en ¢ y ademés Res,(¢) = m la multiplicidad del
cero (recodar que }}LT/ € H(Q)). Pero entonces el teorema de los residuos nos asegura que

%/(p(z)dz = ZResa(cp)

Falta ver que 7 . J;,((ZZ)) dz = Indf.~(0) pero
1 1 b ’ 1 b opr /
2mi foy z 2mi a (fO’Y)(t) 2mi a f(r}/(t)
!
IRIEH
2mi [, f(2)

O

Lema. Sean 79,71 : I — C curvas cerradas tal que 3o € C que cumple |vo(s) — y1(s)| < |a — vo(s)| Vs € I entonces
Ind,, () = Ind, (alpha).

Demostracion. Hay que aclarar que no es necesario pedir que exista dicho a ya que dadas dos curvas cualesquiera
tomando un « con modulo suficientemente grande cumple lo requerido. Definamos

Viel

Es facil notar que ¢ es una curva cerrada, porque vo(t) — o no se anula por hipotesis y ademas por como esta definida
©(a) = ¢(b) (suponiendo que I = [a,b]). Tambien es facil observar que

o | m@ e [ ) =) )
p(t) — 1| = o) —a 1‘ ‘ o —a ’ <1=¢* C Bi(1)
Ahora derivemos ¢
iy - o) —a) =) —a) A0 nlE) )
o= Goll) — 2 750 "m0 -0 ) -a
Entonces , , ,
R A n Yolt) ) _
Ind,(0) = 577 [ 2= 5 (/ okl A a)
= Ind’h (a) - Ind’Yo (a)

pero Ind,,(0) = 0 porque como ¢* C Bi(1) el 0 esta en la componente no acotada de (*)C. O
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Teorema 4.6 (Rouche). Sean f,g € H() y sea v una curva cerrada tal que v* C Q . Si |f(z) — g(2)| < |f(2)]
Vz € v* entonces Ny = Ny.

Demostracion. Notar que las hipétesis impiden que f 6 g se anulen en ~*. El principio del argumento nos dice que
Ny =Indfo,(0) y que Ny = Indgo(0) pero

[F(v(®) = g(v(D)] < 10 = (v (1))]
por lo que el lema anterior nos asegura que Indfo~(0) = Indgo (0). O

Ahora vamos a demostrar unos lemas que pueden ser 1tiles a la hora de resolver integrales reales impropias. Se
logra por medio de extenderlas a funciones complejas holomorfas e integrandolas en curvas cerradas que encierren o
no singularidades, la dificultad se encuentra en elegir las curvas de forma de que el calculo de la integral se simplifique,
para eso en ocasiones es 1Util tomar como curva las semicircunferencias con didmetro en R y luego ver cuales son los
resultados cuando el radio tiende a co 0 a 0 y para eso los lemas a continuacién tienen una gran utilidad.

Lema (1). Sea Q = {z : arg(z) € [po, 1]} y sea yr = Re' con t € [0y,01] C [po, 1] y sea f € C%(Q) tal que

zf(2) 11220 entonces

ngnoo f(z)dz=0
TR

|2|

Demostracién. Como zf(z) — 0 sabemos que dado ¢ > 0 existe un k tal que si |z| > k entonces |z||f(2)] < e

entonces si |z| > k
d 1
/ f g/ mgg/ dz _ _long(y)
R R e 17 R

Pero long(y) = Ra donde o = 61 — 6y por lo tanto, dado ¢ existe un k tal que si |z| > k entonces

[

Lema (2). Sea Q = {z: arg(z) € [po, p1]} y sea v, = re' con t € [0y, 01] C [po, 1] con a =61 — 0y y sea f € CO(Q)

<ea= lim f(z)dz=0

— 00
TR

O

tal que zf(2) 220 € € entonces

lim/ f(z)dz = iLa

Demostracion. )
1

/f(z)dzz Cfretyireitdt =i | F(ve(8)n(t)dt

0o 0o

pero sabemos que
For®) () =0 L = / 7710

r

O

Lema (Jordan). Sea Q = {z: |z| > k,Im(2) > a} f € C°(Q) y vr un arco de circunferencia tal que v C Q (para
|z|—00

todo R>k) f(z) — 0=VneN
lim e f(2)dz =0

R—o0 YR

4.2. Series de Laurent

Definicién 4.8. Sea 0 < r < Ry sea z € C entonces le llamamos anillo de centro cero y radios r y R a A, r(z0) =
{zeC:r < |z—2]| < R}

Teorema 4.7. Sea f € H(A, r(z0)) entonces existe un dnico conjunto de complejos {cpInez tal que

+o0

f(z) =) enlz—2)"  Vz€ Arr()

— 00
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Demostracion. Primero vamos a observar que decir que esa serie converja es equivalente a decir que la serie de ¢,, con
n > 0 converja y que la serie de ¢, con n < 0 converja.

Vamos a considerar el ciclo I' = 71 — 7o donde v, = R'e y 75 = r’e con t € [0,27] y con r <1’ < R’ < R ahora
usando el teorema de Cauchy global podemos afirmar que:

S B ISR T B (SR Sy B ()
f(z)_m/rg—zdc_m/%g—zdc 2m‘/wg—zdc

y esto vale para cualquier z en A, g/ (29) (el teorema global da esa formula donde el indice es uno). Para ; recordemos

que
—(z—20\" _ (-2
Z(C—Zo) (-2

n=0

y converge uniformemente en el anillo porque | — zg| > |z — 20| por lo que podemos ver que
L9 () e Fe k[ O
2mi /5, € = 20 =5 \C — 20 — 2mi J.,, (¢ — zo)"*!

Ahora observemos que en 7 tenemos

> — 20 zZ— 20
Z(zzo) :sz
1 fO) = (¢—2\",
27m/y2z—207;)(z—20> de =

= nzo o)1 9 / F(O(C = =20)"d¢
1 f(€)
7 o /wl (€ — 20)*! @

en = — / FOC = 20)"Ldc
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entonces

En conclusion llegamos a que si n > 0

ysin<O0

O

servacion. Si f tiene un rden m en z érminos ¢, cuando n < m se van a anular porqu ra in-

Ob Si f tiene olo de orde en zg los té 0s ¢, cuando n < m se van a anular porque se estara

tegrando una funcién holomorfa. Ademaés el término c_; de la serie de Laurent es el residuo de la funcién, esto hace
b

que el residuo se extienda a las funciones con singularidades esenciales, en las cuales se puede verificar que también

vale el teorema de los residuos.
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