SISTEMAS DINAMICOS EXPANSIVOS

RAFAEL POTRIE

RESUMEN. La idea es definir sistemas dindmicos expansivos, mostrar ejemplos y propie-
dades basicas interesantes ademés de comentar acerca de resultados conocidos.

1. INTRODUCCION

Los homeomorfismos expansivos son aquellos para los cuales las propiedades dinamicas
de los puntos son distintivas en el sentido que dados dos puntos distintos se diferencian
un cierto valor uniforme luego de aplicar reiteradamente la transformacién o su inversa.

Mas precisamente:

Definicién 1. Sea M un espacio métrico compacto y f : M — M un homeomorfismo.
Decimos que f es expansivo si existe un valor a > 0 que cumple que si dos puntos x e y

en M verifican que

d(f"(x), [*(y)) S VneZ

entonces se cumple que x = y.

Lo interesante que verifican estas transformaciones es esa propiedad dindmica distintiva
que poseen sus puntos, es sencillo ver como si la precision del instrumento de medida que
utilizamos nos permite distinguir puntos a mas de «, podemos estar seguros que o en el
pasado, o en el futuro, distinguiremos a estos. A pesar de esta “ventaja” con la que puede
contar un hipotético experimentador, la definiciéon nos permite prever un comportamiento
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sumamente caotico de este tipo de sistemas, ademas de “...una rica interaccion entre la
dindmica y la topologia.” ([Lew3]).

Naturalmente, la primer pregunta que puede surgir es por qué pedir que se separen en
el futuro y/6 en el pasado en vez de pedir una de las dos opciones. Es facil ver que las

siguientes transformaciones verifican esas propiedades (es decir, expanden al futuro):

Fjemplo 1. Sea A : R" — R" una transformacion lineal diagonalizable para la cual todos
sus valores propios son mayores que uno (o menores). Entonces, dados dos puntos z,y
distintos, se cumple que la distancia entre x e y para los iterados futuros es

A" — A™y|| = X[z — y]|
1
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donde A denota el menor de los valores propios. Por lo tanto, vemos que siendo x e y

distintos, su distancia tiende a infinito para los iterados futuros de la transformacion.

Ejemplo 2. Definamos en S! (pensado como los puntos del plano complejo con |z| = 1)
f: 81 — S1 de forma tal que f(z) = 2% entonces, dados dos puntos distintos, por ejemplo
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r, =e v Ty = €?™2 con ty — t; ¢ 7Z, en algin momento futuro se separan. Esto se

puede probar de la siguiente manera:

[ () = 2 i=1,2
Vamos a ver que en algun iterado se separan a mas de una cierta constante.
En definitiva, basta ver que los conjuntos 2"t +Z={x € R : t =n+2"t, ne€Z}y
%y +Z={x €R : ©=n+ 2"y n € Z} estan lejos para algin valor de n.
Esto es de hecho cierto y la distancia que alcanzan va a ser siempre mayor que 1/4 dado
que si los dos conjuntos estan a distancia menor que 1/4 su distancia se duplica (;por
qué?) por lo cual en algiin momento superaran dicha distancia.-

Estos ejemplos acentiian la pregunta realizada anteriormente, si existen estos ejemplos,
.a que se debe que la definicién permita expansion en cualquiera de los dos sentidos?. La
respuesta se encuentra en el siguiente Teorema debido a Utz ([Utz]) que demostraremos
mas adelante.

Teorema 1 (Utz). Sea f : M — M homemorfismo expansivo y M espacio métri-
co compacto. Entonces, si es expansivo al futuro (i.e. existe a > 0 de forma tal que
d(f™"(z), f"(y)) < a ¥n > 0 implica x = y) entonces M es un conjunto finito.

Vale la pena observar que en los ejemplos presentados no se cumplen las hipotesis del
Teorema, en el primer caso por no ser R" compacto y en el segundo por no ser invertible

la transformacion.

2. EJEMPLOS

2.1. El shift de Bernoulli. Sea X = {0, 1}Z dotado de la topologia producto dada por
poner la topologia discreta en {0, 1}. Esta topologia en ¥ = {{z,} : a, € {0,1} Vn € Z}

es sabido que es equivalente a la inducida por la siguiente métrica

d({n} {vn}) =) %;nlw
nel.

y por ser producto de compactos es un conjunto compacto.
En ¥ podemos definir la siguiente transformacién o : ¥ — ¥ dada por o({z,}) = {yn}
de forma tal que y,, = x,,_1. En pocas palabras, lo que hace o (llamado shift de Bernoulli)

es “correr” la sucesién {x,} un lugar para la derecha. En [KH] se puede encontar una
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introduccién a esta transformacién junto con varias propiedades, por ejemplo, que sus
puntos periddicos son densos (esto igual se puede hacer como ejercicio)(*).

Es muy sencillo observar como la transformacién o es expansiva con constante de ex-
pansividad 1. Para verlo, tomemos dos sucesiones diferentes {x,} v {y,}. Por ser distintas,

existe ng para el cual z,, # yn, por lo cual |z,, — yn,| = 1, entonces

d(o™({zn}), 0" ({yn})) = Z 9ln—no = 2|0n0—no|O =1
nGZ

En definitiva lo que haces es “correr” las dos sucesiones de forma tal que el término en
el que difieren es el que se encuenta en donde se concentra la mayor distancia.

Sin embargo, es muy sencillo encontrar sucesiones distintas que se mantienen arbitra-
riamente cercanas para el futuro, por ejemplo: la sucesién constante igual a 1 se mantiene
arbitrariamente a sucesiones {x,} que cumplen que son uno para los n < ng y en el resto

de los valores son cero.

2.2. El Anosov en T?. Tomemos en R? la transformacién lineal A dada por la matriz
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A:

Esta matriz, tiene coeficientes enteros y determinante uno, por lo cual se deduce que
la inversa también tiene coeficientes enteros. Los valores propios son uno mayor y otro
menor a uno y sus vectores propios (ortogonales) hacen con el eje Oz un dngulo irracional
(verificar todas estas afirmaciones). Podemos por lo tanto, inducir a partir de esta trans-
formacién, un difeomorfismo en el toro T? pensado como R? / Vi (por més detalles recurrir
a [KH] o [Rob]). En la figura 1 se aprecia como transforma esta matriz el cuadrado [0, 1]%.

No es dificil tampoco, demostrar que este difeomorfismo del toro es expansivo. Para
ver eso, diagonalizemos la matriz y tomando dos puntos diferentes, vemos que alguna
de sus coordenadas difieren. Por ejemplo la asociada al valor propio mayor que uno (en
caso contrario se argumenta con f~!). Pero entonces, la distancia en esa direccién cre-
cerd exponencialmente en R?. Para ver que en T? se puede encontrar una constante de
expansividad se argumenta de forma similar al ejemplo 2 probando que si los puntos estan
suficientemente cerca su distancia crece exponencialmente por lo cual en algin momento
han de encontrarse lejos.

Es facil en este caso también encontrar puntos que se mantienen cerca para el futuro.

LAdemds, vale la pena estudiar como se comporta esta transformacién restricta a subconjuntos inva-
riantes de X. Esto se puede encontrar tanto en [KH] capitulo 1, [Sh] capitulo 10 o en [Rob] capitulo 3. El
tnico prerequisito para leer eso es saber algo de algebra lineal y entender el espacio ¥ y la transformacién

ag.
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qe©
= R

FiGurA 1. Difeomorfismo inducido por A

3. CARACTERIZACION DE LA EXPANSIVIDAD

Vamos a comentar un poco acerca de formas de asegurar expansividad que recuerdan
a los resultados de Lyapunov y Massera para ecuaciones diferenciales. Estos resultados se
pueden encontrar en [Lewl] y [Lew3].

Empezemos por dar una definiciéon:

Definicién 2. Sea f : M — M un homeomorfismo donde M es un espacio métrico
compacto. Decimos que V : {(z,y) € M x M : d(z,y) < a} — R continua es una
funcion de Lyapunov para f si se verifican las siguientes propiedades:

1. V(z,z)=0Vx e M.

2. AV(x,y)=V(f(z), f(y) — V(z,y) > 0V # y siempre que este bien definido.

A partir de las funciones de Lyapunov se puede caracterizar los sistemas expansivos a
partir del siguiente teorema (del cual probaremos solo una parte, por el resto de la prueba
ver [Lew3])

Teorema 2. f: M — M es expansivo si y solo si f admite una funcion de Lyapunov.

DEMOSTRACION DEL RECIPROCO. Sean z e y en M distintos de forma tal que V (x,y) >
0 (en caso contrario se argumenta de igual forma para el pasado) y supongamos que
se mantienen a menos de « para el futuro. Entonces, sabemos que tenemos definido
V(f"(x), f*(y)) para todo n > 0 y que verificard V' (f"(x), f"(y)) > V(f(2), f(y)) > 0
para todo n > 0 (esto es por la segunda condicién para V).

Como V' es continua y vale cero en la diagonal, sabemos que existe ¢ > 0 de forma
tal que si d(z,w) < € entonces V(z,w) < V(f(x), f(y)) por lo tanto, concluimos que
d(f™(z), f"(y)) > € para todo n > 0.

Como K = {(z,w) € M x M : ¢ <d(z,w) < a} es compacto y AV es positiva en

dicho conjunto, concluimos que AV alcanza un minimo § > 0 en K.
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Juntando esto con la definicién de AV concluimos que V(f"(z), f"(y)) > (n —1)d lo
cual es absurdo pues por ser K compacto V tiene que encontrarse acotada alli.
O

4. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE UTZ

Probaremos el Teorema de Utz siguiendo la demostracion de [Lew3] en la cual se mues-
tran muchas de las ideas con las que se trabaja en el contexto de homemorfismos expan-
sivos(?) .

Recordemos el enunciado del Teorema.

Teorema 3 (Utz). Sea f : M — M homemorfismo expansivo y M espacio métri-
co compacto. Entonces, si es expansivo al futuro (i.e. existe « > 0 de forma tal que

d(f™(z), f"(y)) < a ¥Yn > 0 implica x = y) entonces M es un conjunto finito.

DEMOSTRACION .

Paso 1: Primero veamos que todos los puntos tienen que ser “estables” para el pasado,
es decir, existe un valor € < « de forma tal que todo punto x € M posee un entorno U,
que cumple que si y € U, entonces d(f"(x), f"(y)) < € para todo n > 0.

Esto se tiene que cumplir pues en caso contrario existirian puntos 3, — x de forma tal
que para cierto valor k, se cumple que d(f~*(y,), f7*(x)) > ¢ (podemos suponer que
este valor k, es el primero para el cual pasa lo mencionado pues ¥, se encuentra a menos
de e de z).

Observamos que k, tiene que tender a +oo pues siendo f uniformemente continua,
necesita cada vez mas iterados para hacer que puntos arbitrariamente cercanos superen
la distancia € que se encuentra fija.

Ahora, consideramos los puntos z, = f*(y,) v w, = f~*(x) que cumplen que
d(zn, wy,) > € y ademas, verifican que d(f'(2,), f{(w,)) < € para todo 1 <1 < k,,.

Sea nj — +oo de forma tal que z,, — 2z y wy,, — w por lo cual tenemos que d(z,w) > ¢
en particular, son puntos distintos.

Veamos como f(z)y f(w) se mantienen siempre a menos de a para el futuro(®) violando
la expansividad al futuro.

Para eso, utilizamos que

d(f"(2), f*(w)) = Mm d(f"(zn,), f" (wn;)) < €
2Las herramientas usadas, asi como los argumentos son simples, pero conviene hacerlos con cuidado
un par de veces para familiarizarse. Es recomendable seguir la prueba con lapiz en mano y rellenar sus
detalles.

3Lo hacemos para f(z) v f(w) pues z y w podrian estar ya a mds de a.
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pues para n; suficientemente grande (de forma tal que &,,, > m ) se cample que d( ™ (zy,), ™ (wy;)) <

E.

Paso 2:

Es facil ver que si dos puntos se mantienen cerca para el pasado tienen que también
acercarse. Ademas, se puede ver que lo hacen uniformemente.

Lo que queremos decir es que Ve > 0 (e < o) y V0 > 0 existe un valor de N de forma
tal que si d(f~"(z), f"(y)) < € Vn > 0 entonces se cumple que si m > N entonces
A(Fm(x), £ () < 8.

Si esto no pasara, para todo N existirfan puntos z e yy verificando que § < d(f~*(zy), f*(yn)) <
€ < aparatodo 0 < k< N.

Si consideramos N; — +oo de forma tal que f~Ni(zn,) — 2z e [Ni(yy,) — w se
cumplird que d(z,w) > & pero sin embargo d(f"(z), f"(w)) < ¢ < a(®) para todo n > 0
violando la expansividad al futuro.

Paso 3:

Con lo obtenido podemos probar entonces que M es un conjunto finito.

Como todo punto tiene un entorno U, para el cual los puntos se mantienen cerca para
el pasado, tenemos un cubrimiento de M por estos abiertos del cual podemos seleccionar
un subcubrimiento finito por la compacidad de M.

Sea {U,,,...,U,, } ese subcubrimiento y sea ny — +oo de forma tal que f~" (z;) — x3°
Vi.

Como sabemos que para ny, suficientemente grande f~"™*(U,,) se encuentra en un entorno
arbitrariamente pequeno de z$° al mismo tiempo que f~" (M) = M concluimos que
M = {x, ..., 2},

O

5. OTROS RESULTADOS, PROBLEMAS ABIERTOS Y COMENTARIOS

Dado que los espacios topoldgicos naturales en sistemas dinamicos son las variedades,
inmediatamente surge la pregunta acerca de ;Qué variedades admiten homeomorfismos
expansivos?. Vimos un ejemplo en T? que se puede también generalizar a T™ sin ningun
problema, por lo cual vemos que hay expansivos en variedades de cualquier dimension.
Pero por ejemplo: ;jhabrd expansivos en S?? jy en S™?.

O’Brien y Reddy, en en 1970 ([OR]) prueban que toda superficie de género mayor que
1 admite un homeomorfismo expansivo, pero no es hasta 1989 ([Lew2]) que se prueba que

4Notar como esto muestra que si dos puntos se mantienen cerca para el pasado entonces las distancias
de sus iterados pasados tienden a cero. Pero no solo eso, también muestra que lo hacen uniformemente,
es decir, todos los puntos con esa propiedad van a cero a la “misma” velocidad.

“Esto es por el mismo argumento utilizado en el Paso 1.
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S% no admite homemorfismos expansivos. En [Lew2| ademés, se completa la clasificacién
de estos, determinando que los expansivos en T? son conjugados a los Anosov lineales (®)
mientras que en las superficies de género mayor son conjugados a los pseudo-Anosov.

Para probar el resultado mencionado, se construye para los expansivos una estructura
de producto local, encontrando conjuntos estables e inestables para todos los puntos (entre
otras cosas, un paso fundamental es probar que no puede haber puntos estables). Estas
ideas son claves para la clasificaciéon mencionada y para los resultados en dimensiones
mayores.

Asi como en dimension 2 los homeomorfismos expansivos quedaron completamente
clasificados, no se puede decir lo mismo en dimensiones mayores. Para empezar, una
primera dificultad (ademés de la evidente dificultad de trabajar en espacios de dimension
mayor) es que hay ejemplos (ver [FrRo]) de homeomorfismos expansivos para los cuales el
conjunto no errante (*) no es toda la variedad. Otra gran dificultad, es que al momento,
no se sabe que existan puntos periddicos para estos homeomorfismos.

Escencialmente, se han seguido dos caminos para enfrentar este problema, uno de ellos
fue directamente trabajar sobre los expansivos para lograr obtener resultados que mues-
tren que tipo de espacios admiten este tipo de transformaciones. Este enfoque fue llevado
a cabo por Paternain [Pat2], que logré demostrar (entre otras cosas) que para que una va-
riedad pueda admitir un homeomorfismo expansivo esta no puede ser simplemente conexa
(el resultado dice que un homeomorfismo expansivo es levantado al cubrimiento universal
ha de ser infinitamente expansivo, lo cual es mucho mas general e implica directamente lo
afirmado). Sus técnicas tienen que ver con el estudio de la transformacién aplicada en vez
de a los puntos, a las curvas del espacio lo cual le permite obtener varias conclusiones in-
teresantes (en particular, con estas técnicas logra clasificar los difeomorfismos de Anosov,
problema abierto hace mucho tiempo).

El otro camino, seguido en los trabajos de Vieitez (ver [Viel] y [Vie2]) y en [ABP], fue
optar por estudiar los homeomorfismos expansivos asumiendo ciertas hipotesis de trabajo.
Todos los ejemplos conocidos de homeomorfismos expansivos tienen la propiedad de que
sus puntos periddicos son densos en el conjunto no errante (en particular, en el caso
de expansivos cuyo no errante es toda la variedad densos a secas). El objetivo de estos
trabajos fue estudiar (e intentar clasificar) los homeomorfismos expansivos cuyo conjunto
no errante es toda la variedad. Para eso, por razones que pasaré a explicar, se tuvo que

agregar la hipdtesis técnica de que los puntos periddicos topologicamente hiperbdlicos®

6Ser conjugado significa que el homeomorfismo es igual a menos de un cambio de coordenadas, esto es
un resultado muy fuerte ya que los Anosov son muy bien conocidos.
"El conjunto no errante es el conjunto de los puntos = de forma tal que para todo U entorno, existe n

de forma tal que f™(U)NU # 0.
8Un punto periédico es topologicamente hiperbolico si en un muy pequeno entorno se comporta como

una transformacion lineal sin valores propios de modulo 1
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sean densos en la variedad. Como explicamos, la clave de la clasificaciéon en dimension 2
consiste en conseguir estructura de producto local a partir de la existencia de conjuntos
conexos estables e inestables. Esto en dimension 2 se puede llevar a cabo sin la hipotesis
de que existan puntos periddicos (y de hecho luego de hacerlo se puede concluir que estos
son densos!!), pero en dimensién 3 esto ya falla (por el ejemplo de [FrRo]). La idea en
dimensién dos, es que teniendo un arco estable y uno inestable, sus intersecciones llenaran
un abierto (por el teorema de invariancia del dominio) pero en dimensién 3 eso no pasa. Es
por eso que se agrega la hipotesis de los puntos periédicos que permite hacer ese trabajo.

Los resultados son bastante sorprendentes, en dimension 3, con esa hipotesis, Vieitez
prueba que el homeomorfismo es conjugado a un difeomorfismo de Anosov Lineal del
toro T?, en particular, prueba que no pueden haber singularidades (cosa que es falsa
en cualquier otra dimension!!!!). El resultado es sorprendente en el sentido de que las
hipotesis que se pusieron son satisfechas por todos los homeomorfismos expansivos en
superficies y sin embargo solo una variedad de dimension 3 admite un homeomorfismo de
este tipo. En dimensiones més grandes, el trabajo [ABP] logra generalizar estos resultados
probando que si los puntos periodicos topologicamente hiperbolicos son densos, entonces
existe estructura de producto local en un abierto y denso. Luego, se estudia el caso en
que haya un punto periédico de codimension uno, con lo cual logramos probar que el
homeomorfismo ha de ser conjugado a un difeomorfismo de Anosov Lineal en T". Para
esto ultimo, hubo que trabajar con otras ideas ya que la demostracién de no existencia de
singularidades dada en [Viel| se basa en descartar las intersecciones de ciertos conjuntos
una por una, lo cual en dimensiones mayores resultaria imposible. Sobre la hipotesis de
los puntos periddicos, vale la pena mencionar el resultado de [Vie2] que prueba que si
el homeomorfismo es suficientemente diferenciable (de clase C'*¢) entonces basta con
la hipotesis de que el conjunto no errante sea todo para alcanzar la misma conclusion.
Este resultado es interesante en el sentido de que si bien se agrega la hipotesis técnica
de diferenciabilidad, parece indicar que se puede completar la demostracién sin dicha
hipotesis ya que la expansividad es una propiedad “detectable desde lejos” con lo cual la
diferenciabilidad no deberia cambiar su “comportamiento”.

Otros resultados interesantes vinculan la expansividad con la hiperbolicidad. Mane,
en [Man], prueba que el interior C'* de los difeomorfismos expansivos, esta formado por
difeomorfismos (2—estables (es decir que las propiedades dindmicas en su conjunto no
errante no varian bajo perturbaciones pequenas en la topologia C1).

A pesar de los resultados de Lewowicz que caracterizan completamente los expansivos
en superficies desde el punto de vista topoldgico, atin quedan preguntas por responder, en
particular relacionadas a los resultados de Mane. Al dia de hoy, por ejemplo, no se sabe
si los difeomorfismos del toro T? que estén en el borde C' de los expansivos se pueden
aproximar por difeomorfismos de Anosov, eso a pesar que el resultado de Marfie asegura
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que el interior C' de los expansivos en T? son de Anosov y los del borde han de ser
conjugados a Anosov (por el resultado de Lewowicz).

Otra posible fuente de problemas interesantes puede ser considerar el caso no compacto,
en el cual, se sabe muy poco (esto no ocurre solo en el caso de sistemas expansivos sino en
el caso de sistemas dinamicos en general donde siempre la compacidad es una herramienta
fundamental en las argumentaciones). Lo que se sabe tiene que ver con el problema de
clasificar los homeomorfismos infinitamente expansivos del plano (ver [Gr])

6. FLuJjos EXPANSIVOS

Para terminar, vamos a comentar un poco acerca de como se define esta nociéon para

flujos. La idea es usar la definicién de [BW].

Definicién 3. Sea ¢ : R x M — M un flujo en M espacio métrico compacto. Decimos
que ¢ es expansivo si para todo € > 0 existe 6 > 0 de forma tal que si

d(dy(x), sy (y)) <6 VEER

para un par de puntos x,y € M y s : R — R funcién continua tal que s(0) = 0 entonces,
se cumple que y = ¢:(x) con [t| < e.

Pareceria como que la definicién es mucho mas rebuscada, pero en realidad no lo es
tanto, ademds, en [BW] también prueban que es equivalente a pedir que s sea un ho-
meomorfismo creciente. La idea es que si dos puntos se mantienen cerca en un flujo eso
no significa que el flujo no “expanda” puesto que puntos cercanos en una misma Orbita
usualmente se mantendrén cercanos. La reparametrizacién (s) lo que asegura es que la
expansion es geométrica y no cinematica, es decir, lo que se tiene que separar son las
orbitas y no los puntos en estas.

Lo que pareceria ser un problema de esta definicién es que no permite que el flujo tenga
singularidades (ver [BW], pero se puede hacer como ejercicio).

En este contexto, y con la filosofia de entender las variedades que admiten este tipo
de transformaciones, se prueba en [Patl] que para que una variedad de dimensién 3
admita un flujo expansivo, ha de tener “muchos agujeros”, es decir, de alguna manera, la
expansividad se da en los momentos que las 6rbitas “eligen” caminos distintos dentro de
la variedad.

Los ejemplos mas sencillos de flujos expansivos son las suspenciones de homemorfis-
mos expansivos y los flujos geodésicos en variedades de curvatura negativa. Todos estos
(obviamente por el resultado mencionado) estén libres de singularidades.

Sin embargo, no resulta natural (al menos a mi gusto) descartar los flujos con singula-

ridades de los flujos expansivos ya que estos pueden presentar separacion geométrica de
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sus orbitas a pesar de tener singularidades. Simplemente que la definicién tiene que ser

retocada para permitirlas.

Definicién 4. Un flujo es K*-expansivo si para todo € > 0 existe 6 > 0 de forma tal que

si

d(¢y(x), sy (y)) <6 VEtER

para un par de puntos x,y € M y s : R — R homeomorfismo creciente tal que s(0) = 0

entonces, se cumple que existen ¢ y u de forma tal que ¢ (y) = duye(z) con [t <e.

El problema es que teniendo singularidades no hay una cota inferior para la “velocidad”
de las orbitas por lo cual se podria partir de puntos en una misma orbita que se encuentren
muy lejanos en el tiempo y con la reparametrizacién permitir que sus érbitas se mantengan
cerca. Esto a mi gusto seria artificial dado que a pesar de ello se puede tener que las 6rbitas
se separen geométricamente.

Ambas coinciden en que se cumple que si M es M cocientado por la relacién de equi-

valencia de pertenecer a la misma oOrbita, se tiene que:

inf _ sup {d(¢(x), s(y)} =6 >0
(o] e | R

Que de alguna manera mide la separacion de las érbitas.

En este contexto, se tiene un resultado ([Art]) que da una condicién necesaria y su-
ficiente para existencia de flujos expansivos (con singularidades) en superficies que en
particular permite probar que no los hay en S? ni en T?. Ademds, en [Art] se presentan
ejemplos en superficies de género mayor a 1.
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