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Presentacion.

En el curso Distribucion del maximo de un proceso de Lévy y aplica-
ciones en finanzas y matematica actuarial nos proponemos obtener solu-
ciones cerradas, exactas, para la distribucion del mdzrimo de procesos de
Lévy. Las soluciones obtenidas, equivalentes al problema de la determi-
nacion de la probabilidad de ruina del opuesto del proceso, nos permitiran
obtener soluciones explicitas para problemas de parada 6ptima para esta
familia de procesos, mediante resultados que relacionan las soluciones de
estos dos problemas. Este segundo problema, el de parada 6ptima, encuen-
tra entre sus aplicaciones la valuacién de opciones americanas perpetuas, de
interés en matematica financiera.

Como el objetivo es obtener soluciones exactas, debemos restringir la
clase de procesos de Lévy que consideramos. En forma andloga a lo que
ocurre con los paseos al azar, para calcular la distribucién del maximo, (o,
en forma equivalente, calcular la probabilidad de ruina) debemos determinar
la distribucién de los saltos positivos del proceso (negativos, si se trata de
la ruina).

Partiendo entonces del modelo clasico de Cramér-Lundberg, consistente
en un proceso de Poisson compuesto con saltos positivos exponenciales, se
introducen tres modificaciones que lo generalizan:

(i) un componente gaussiano (un proceso de Wiener) que puede interpre-
tarse como una perturbaciéon del modelo clasico,

(ii) se agrega una estructura de saltos negativos arbitraria, y

(iii) se impone que la distribucién de los saltos positivos sea de tipo fase,
(generalizando la distribucién exponencial de los saltos).

El proceso que se obtiene es un proceso de Lévy, con la tnica restriccién de
tener saltos positivos con intensidad finita, y distribuciones de tipo fase.

Una vez definido el proceso de Lévy anterior, calculamos la distribucién
del méximo, y estudiamos algunos casos particulares.

Por ltimo, se muestra como el conocimiento de la distribucién del
maximo de un proceso de Lévy permite obtener soluciones explicitas para el
problema de la parada éptima de los mismos procesos, es decir, la valuacion
de opciones americanas perpetuas en un mercado de Lévy.
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Capitulo 1

Procesos de Lévy

En este capitulo estudiamos procesos aleatorios con tiempo continuo, es de-
cir, familias de variables aleatorias { X;} definidas en un espacio de probabil-
idad comun (2,4, P), cuyo indice ¢, el tiempo, toma valores en el conjunto
[0,00), 0 en un intervalo [0,7] (con T real, fijo). Una manera alternativa de
ver un proceso aleatorio con tiempo continuo, es considerar fijo cada punto
w del espacio de sucesos elementales 2, obteniéndose una funcién X;(w) al
variar t. Cada una de estas funciones es una trayectoria del proceso aleato-
rio. Decimos que un proceso aleatorio tiene trayectorias continuas, cuando
estas funciones son continuas para todo w, con excepcién de un conjunto de
probabilidad nula.

Decimos que un proceso aleatorio {X;}, que verifica P(Xo =0) =1 (es
decir, que parte del origen), tiene incrementos independientes, cuando para
cualquier eleccién de indices 0 < 51 < t] < 89 < tg < -+ < 8 < tp, las
variables aleatorias

Xy — Xo, Xy — Xy oo, Xy, — X,

son mutuamente independientes; y que tiene incrementos estacionarios (o
también incrementos homogéneos en el tiempo), cuando para dos tiempos
0 <t < t+ h arbitrarios, la distribucién de la variable aleatoria X, 5 — X
no depende de t. Como el proceso parte del origen, la distribucién de las
variables aleatorias X; 5, — Xy y X}, coinciden.

Un resultado clave en la teoria de los procesos de Lévy, es la férmula
de Lévy-Kinchine, que calcula la funcién caracteristica de las variables X,
como

E "Xt = exp (t\I/(z)),



donde la funcién ¥ se llama exponente caracteristico, y esta dada por

U(z) =az+ %(7222 + /R(ezy — 1 = zylyyj<y)1(dy) (1.1)
con a'y o > 0 constantes reales, y II una medida positiva en R — {0} tal
que [(1A y)I(dy) < +oo, que llamamos medida de saltos del proceso, o
medida de Lévy-Khinchine. Es importante destacar, que la funcién ¥, que
siempre esta definida para valores de z = iy imaginarios puros, determina
completamente la distribucién de probabilidades del proceso. Calculemos el
exponente caracteristico en algunos ejemplos:

Ejemplo 1.1 (Proceso de Poisson). Sea {N;} un proceso de Poisson de pa-
rametro «. Veremos que para cada t > 0, la variable aleatoria N; tiene
distribucién de Poisson de parametro at, es decir

P(N; =n) =e “(at)"/n! (n=0,1,...).

Entonces
00 n et z n
Eeth — § :eznefat (at) — efat § : (6 Ott)
n! n!
n=0 n=0

= exp (ta(e” — 1)),

por lo que el exponente caracteristico de un proceso de Poisson de pardmetro
o es

¥(z) = a(e* ~ 1) = [ (¢~ DII(ay
R
si ponemos II(dy) = ady(dx) donde J; es la medida con masa 1 en el punto
1 (delta de Dirac). La medida II resulta ser la medida de Lévy del proceso.
En este caso a = o = 0, no hay tendencia, ni parte gaussiana.

Ejemplo 1.2 (Proceso de Poisson compuesto). Consideremos un proceso de
Poisson compuesto {Y;}, definido por

Nt
Vi=> Z  (t=0),
k=1

donde N = {N;} es un proceso de Poisson de pardmetro o, y Z = {Z,}
es una sucesion de variables aleatorias independientes, idénticamente dis-
tribuidas, con distribucién F(z), y asumimos que N y Z son mutuamente



independientes. El proceso Y es un proceso de Poisson compuesto, y resulta
ser un proceso con incrementos independientes y estacionarios. Calculemos
el exponente caracteristico. Aplicando la formula de probabilidades totales,
tenemos:

(o.)
Eez}/t — EeZZgL Zy, — ZEeZZZ:l Zy P(Nt = n)

n=0
o9

n
Z ZZl " —at% = exp (ta(E e 1)),

de donde el exponente caracteristico es

U(z) =a(Ee? —1) = a/R(eZy — 1) F(dy) = /R(ezy — DII(dy),

y resulta que II(dy) = aF'(dy) es la medida de Lévy-Khinchine del proceso.

Observemos que en este caso también ¢ = ¢ = 0, y que el ejemplo
anterior se obtiene de éste, considerando que la distribucén de los saltos es
la masa puntual concentrada en 1.

Ejemplo 1.3. Calculemos ahora el exponente caracteristico de un proceso de
Wiener {W;}. Como W; tiene distribucién normal centrada, con varianza t,
tenemos

f(Z) —EW = z2 2t)dx

\/ﬁ/ e

Para calcular la integral anterior, derivamos con respecto de z, y obtenemos

/ 1 > z:vfmz/(Qt / s —x2/(2t)
= d .
f (Z) \/ﬁ —00 e \/ﬂ )

Luego de integrar por partes, resulta

e z2 /(2t) _
\/ﬁ/ dx =tz f(z).

En consecuencia, (In f(2)) = tz, In f(t) = t22/2 + C. Como f(0) = 1,
obtenemos que C' = 0, y en conclusion

f(z) = et?’/2, (1.2)

fi(z) =

De aqui resulta, que el exponente caracteristico es



Nuestro ltimo ejemplo combina los dos dltimos.

Ejemplo 1.4 (Difusion con saltos). Consideremos un proceso aleatorio {X;}
definido mediante

Ny
Xt:at+O'Wt+ZZk (t>0),
k=1

donde a y o > 0 son constantes, y, como antes, W = {WW;} es un pro-
ceso de Wiener, N = {N;} es un proceso de Poisson de pardmetro «, y
Z = {Z,} es una sucesién de variables aleatorias independientes, y con
idéntica distribucién F'(x). Suponemos ademds que los procesos W, N, Z
son mutuamente independientes. Para calcular el exponente caracteristico,
basados en la independencia, tenemos

Eert _ eazt E erWt Ee? Zgil Zy,

2
9%
:exp(t(az—l-a E—Fa/

R

(e ~ ) F(dy))).

Tenemos entonces

2
() = az 40" + /(ezy — 1D)II(dy)
R
donde la medida de saltos viene dada por II(dy) = aF(dy).

Observemos, que si bien en este ejemplo ninguno de los tres parametros
(a,0,1I) en el exponente caracteristico es nulo, la férmula obtenida es ain
mas sencilla que la general, dada en (1.1). Eso se debe a que la intensidad
de los saltos en todos los ejemplos que hemos considerado es finita. El caso
mas general se obtiene para procesos que presentan una cantidad infinita de
saltos en un intervalo de tiempo (por ejemplo, los procesos estables).

1.1 Distribucién exponencial y Procesos de Pois-
son

El proceso de Poisson es el ejemplo mas sencillo de un proceso con incremen-
tos independientes y estacionarios. Consideremos una sucesion 11,73, ... de
variables aleatorias, estrictamente positivas, definidas en un espacio de prob-
abilidad (€2,.A,P). Si la variable aleatoria T}, (k = 1,2,...) representa la



duracion de un cierto evento, en una serie de eventos consecutivos, entonces
las variables aleatorias

Spn=Tr+---+T, (n:1,2,...), So=0 (13)

representan el tiempo total transcurrido hasta la finalizacién del n—ésimo
evento. El proceso aleatorio {NV;}, definido mediante

Ny =max{n >0: S, <t} (t>0), (1.4)

se denomina proceso de conteo, ya que la variable aleatoria N; cuenta la can-
tidad de eventos ocurridos hasta el instante ¢. Observemos, que las trayec-
torias de un proceso de conteo son no decrecientes, constantes en intervalos,
toman unicamente valores naturales, y presentan discontinuidades con saltos
de amplitud uno, en cada uno de los instantes ¢ = S,. Siempre suponemos
que Ny — oo (t — o0) c.s.

Definicién 1.1 (Proceso de Poisson). El proceso de conteo {N;} dado
en (1.4) es un proceso de Poisson, de pardmetro o > 0, cuando {T,} es una
sucesion de variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas,
con distribucion exponencial de pardmetro .

Una variable aleatoria T' con distribucién exponencial de parametro o >
0 tiene densidad p(z) = ae™®* (z > 0), p(x) = 0 (¢ < 0). Recordemos que
su distribucén y su funcién caracteristica vienen dadas respectivamente por

F(z)=1—e", F(z)=EeT = .
a—z

Veamos otra caracterizacién de su distribucion.

Lema 1.1. (a) Consideremos una funcion G: [0,00) — [0,00), mondtona
no creciente, no constante, que verifica G(0) = 1, tal que existe t con G(t) >
0, y que verifica

G(t+ h) = G(t)G(h) para todo t > 0, h > 0. (1.5)

Entonces, existe a > 0, tal que G(t) = e~ (¢t > 0).
(b) Una variable aleatoria T > 0 tiene distribucion exponencial, si y solo si,
para todo t > 0, h > 0, verifica

P(T>t+h|T>t)=P(T > h). (1.6)

La propiedad (1.6) se denomina pérdida de memoria.



Demostracion. (a) Supongamos que G(1) > 0 (si se trata de otro punto, la
demostracién se adapta sin dificultad). Consideremos un nimero racional
t =p/q >0 (p,q naturales). Aplicando ¢ veces la propiedad (1.5), tenemos
G(1) = G(q/q) = G(1/q)?. Entonces, aplicando p veces la misma propiedad,
obtenemos

G(t) = G(p/a) = G(1/q)" = G(1)P/1 = G(1)". (1.7)

Sabemos que 0 < G(1) < 1. Si G(1) = 1, como la funcién es mondtona
(no creciente), obtenemos que es constante; luego @« = —InG(1) > 0, y se
verifica G(t) = e~ para todo t > 0 racional. La propiedad de monotonia,
permite obtener, que G(t) = e~ para todo real ¢ > 0, concluyendo la
demostracién de (a).

Veamos (b). Si una variable aleatoria T' tiene distribucién exponencial,
la férmula (1.6) es inmediata. Por otra parte, si una variable aleatoria verfica
(1.6), la funcién G(t) = P(T" > t) verifica (1.5), y las demds hipétesis de la
parte (a), concluyendo, que existe a > 0 tal que G(t) = e~ (¢t > 0). Esto
equivale a decir que T tiene distribuciéon exponencial. ]

Enunciamos ahora resultados relativos al proceso de Poisson, que per-
miten, a partir de la definicién que vimos, obtener la propiedad de indepen-
dencia y estacionariedad de los incrementos, asi como la distribucién de las
coordenadas del proceso. Las demostraciones pueden verse en [20].

Proposicién 1.1. Las variables aleatorias T4, ...,T, son independientes,
idénticamente distribuidas, con distribucion exponencial de pardmetro o >
0, si y solo si, el vector aleatorio (S1,...,Sy) definido en (1.3), tiene den-
sidad, dada por

p(s1,...,8n) = (1.8)

aem ¥ 510 <51 < - < Sy,
0, en otro caso.

Corolario 1.1. Consideremos un proceso de Poisson {N.} de pardmetro
a>0.

(a) Para cada n = 1,2,..., la variable aleatoria S, = Ty + --- + T,, tiene
densidad dada por

n—1
n €z —Qx
q(ﬂ?) = me y (ﬂ? > 0), (19)
q(x) =0 (x <0), y funcion de distribucion dada por
__—ax (ax)Q n—1 (O‘x)n_l
Fz)=e (1 a2 e (1) (n—1)!>’ (1.10)



denominada distribucién de Erlang de pardmetros (a,n).
(b) Para cada t > 0, la variable aleatoria Ny tiene distribucion de Poisson
de pardmetro at, es decir

P(N; =n) =e *(at)"/n! (n=0,1,...).

Teorema 1.1. Un proceso de conteo { Ny} es un proceso de Poisson de pa-
rametro o > 0, si y solo si, se verifican las propiedades

(a) Dados tiempos 0 < t; < --- < t, y naturales ny,...,nk, todos arbitrar-
108, se verifica

P(Ny, =n1,..., Ny = Ny, =mp) = [[P(Vy, = Ny, = my).

(b) Dados tiempos 0 <t < t + h arbitrarios, se verifica
P(Niip — Ny =n) = e “ah)"/n! (n=0,1,...).

1.2 Probabilidad de ruina en el procesos de Pois-
son compuesto

Consideremos una sucesion 11, 21,15, Zs, ... de variables aleatorias inde-
pendientes. Supongamos que las variables aleatorias {71}, } son idénticamente
distribuidas, con distribucién exponencial de pardmetro a > 0, y sea {NN;}
el proceso de Poisson definido en (1.4). Por su parte, las variables aleato-
rias {Z,,} son también idénticamente distribuidas. Consideremos, para cada
t > 0, la variable aleatoria

Ny
Yo=Y Z,

k=1
donde entendemos Y; = 0si NV; = 0, que es la suma de una cantidad aleatoria
de sumandos. El proceso aleatorio {Y;} se llama proceso de Poisson com-
puesto. Sus trayectorias son constantes en los intervalos en los que {N;} es
constante, y si S,, denota el n—ésimo salto de proceso de Poisson, la magnitud
del salto de {Y;} en el instante t = S, es Z,,.

En matematica actuarial se considera el siguiente modelo para para la
evolucién del capital de una compania de seguros. Definimos, para cada
t > 0, la variable aleatoria

Ny

Xp=atct—Y Z. (1.11)
k=1



El proceso aleatorio { X; }, que modela el capital de la compania, se denomina
proceso de riesgo. El capital inicial Xy = x es un real positivo, la constante
¢ > 0 es la tasa de pago de los seguros, es decir, suponemos que la compania
recibe un monto ch en cada intervalo de tiempo [t,t + h]. En cada uno de
los instantes S, (n = 1,2,...) esta compania debe pagar un reclamo de un
monto Z, (que suponemos positivo). Es importante entonces, conocer la
magnitud

P(3t>0: X, <0),

la probabilidad de que la compania tenga un capital “negativo”, que lla-
mamos probabilidad de ruina.

En general, no es posible calcular explicitamente esta magnitud. Sin
embargo, en el caso particular en el que los reclamos {Z,,} tienen distribucién
exponencial, la probabilidad de ruina se calcula en forma exacta, como vemos
a continuacion.

Teorema 1.2. Sea {X;} el proceso de riesgo definido en la ecuacién (1.11),
con reclamos {Z,} con distribucion exponencial, de pardmetro > 0, que
verifica a < c¢f. Entonces, la probabilidad de ruina, estd dada por

P(3t>0:X,<0) = %e*W*a/@ff, x> 0. (1.12)

C

Demostracion. Como las trayectorias del proceso {X;} son crecientes en los
intervalos entre los instantes de salto, el primer ¢ tal que X; < 0 es un
instante ¢t = S,,, es decir, un instante un salto de la trayectoria. Tenemos
entonces

PEt>0: X, <0)=P(In>1: Xg, <0). (1.13)
El valor del proceso en estos instantes, es
n n
Xg,=2+cSn—Y Zp=x+Y (Th—Z) =+ Up, (1.14)
k=1 k=1

donde introdujimos la notacién U, = ;_; Vi (n=1,2,...), y designamos
Vie =Ty, — Zy, (k=1,2,...). La sucesién {U,} se denomina paseo al azar
asociado al proceso de riesgo {X;}, y en vista de (1.13) y (1.14), tenemos

PEt>0: X;<0)=P(3Fn>1:2+U, <0).

Esto significa que calcular la probabilidad de ruina es equivalente a resolver
un problema de barrera para el paseo al azar asociado. Aplicando la ley
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fuerte de los grandes nimeros, obtenemos, que U, /n — EV]; =c¢/a—1/03 >
0 (n — 00) c.s. Por eso, U, — 00 (n — 00) c.s., y el problema de calcular la
probabilidad en ruina consiste en cuantificar la proporciéon de trayectorias
del paseo al azar que alcanzan el nivel y = 0, antes de tomar valores grandes.

No es dificil ver que las variables aleatorias ¢TI} (k = 1,2,...) tienen
distribucién exponencial de pardmetro v = a/c. Ademds, que las variables
aleatorias Vi (k =1,2,...) tienen densidad, dada por

B+

5[3—37659 siy <0.

By o=y g y > 0,
p(y) =

Consideremos ahora la funcién auxiliar

o (B-0/r G x>0
R(z) = { ¥° = (1.15)
1, six < 0.

y veamos, que para x > 0, verifica la siguiente ecuacién':

- 2 [0
/OO R(z + y)p(y)dy = al / $66ydy+ il / e~ B=N(+y) By gy
o B+ ) Bt )
2 00
+ 7 / e~ BN+ =gy = Te=(B="2 — R(z). (1.16)
B+vJo B

(Esta igualdad es equivalente a E R(x + V1) = R(z), con = > 0.)
Consideremos el tiempo de parada

T =inf{n > 0: z + U, <0},

y veamos que la sucesién {R(xz + U;rn)} es una martingala. En efecto,

E (R(z + Urp(nt1)) | Fn)
=E (R(x + Uf)l{rgn} | Fn) +E (R(x +Up + Vn+1)1{7—>n} ’ Fn)
= R(:E + UT)I{TSn} + 1{T>TL} / R(l' + U, + y)p(y)dy
= R(z + U‘r)l{q—gn} + 1{T>n}R($ +Up) = R(x 4+ Urpn)-

Aqui nos hemos basado en los siguientes hechos: (a) las variables aleatorias
R(x + Ur)lr<ny ¥ 1{75p) son funciones del vector aleatorio (Vi,...,Vy);

La ecuacién integral (1.16) se llama ecuacién de Wiener—Hopf.
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(b) calculamos la tercer esperanza condicional como suma de variables in-
dependientes; (c) en el suceso {T > n}, vale z + U,, > 0, y podemos aplicar
aplicar la identidad (1.16), para obtener la ultima igualdad. Estamos en
condiciones de aplicar el teorema del muestreo opcional, con el tiempo de
parada 7 A n. Observando que R(z + Ur)1{;<p} = l{r<p}, tenemos

R(x) = ER(x + Urpp) = P(1 <n) + ER(x + Upn) 1750 (1.17)

Como U,, — 00 (n — o) ¢.s., y R(z) — 0 (x — 00), se verifica R(x+U,) —
0 (n — o0),c.s., y obtenemos E R(z + Up)1{;5py — 0 (n — o0), porque la
funcién R(z) es acotada. Entonces, al tomar limite, si n — oo, en la férmula
(1.17), para « > 0, obtenemos

Rz)=P(r<o0)=P(En>1:24+U, <0),

y en vista de la definicién de R(z) en (1.15), concluimos la demostracién. [

1.3 Problemas de barrera para el proceso de Wie-
ner

En esta secciéon estudiamos el proceso de Wiener, también denominado
movimiento Browniano. Este proceso aleatorio es el ejemplo bésico de diver-
sas familias de procesos aleatorios (entre ellas: procesos de Markov y mar-
tingalas con tiempo continuo, procesos de Lévy), juega un importante rol en
estadistica matematica, asi también como en la modelizacién matemaética,
en diversas ramas del conocimiento (por ejemplo: fisica, biologia, finanzas).

Su denominacién se debe a las investigaciones del botanico inglés Robert
Brown, que en 1828 observé y describié el movimiento caédtico de una par-
ticula de polen suspendida en agua, destacando la naturaleza fisica (y no
bioldgica) del movimiento observado. Luego de las contribuciones de L.
Bachelier (1900), quién propuso este modelo para las fluctuaciones de la
bolsa de Paris; y de A. Einstein (1905) y M. Smoluchowski (1906), que
lo propusieron en el marco de la teoria molecular de la materia; Norbert
Wiener, en 1923, construyé el proceso aleatorio con trayectorias continuas,
correspondiente a la dindmica observada, y a la definicién que presentamos
a continuacién.

Definicién 1.2. Un proceso aleatorio {W,} es un proceso de Wiener, si se
verifican las siguientes propiedades:

(a) El proceso parte del origen, es decir, P(Wy =0) = 1.
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(b) Las trayectorias de {W;} son funciones continuas.
(c) El proceso aleatorio {W;} tiene incrementos independientes.

(d) Dados 0 <t < t+h, la variable aleatoria Wy, — Wy tiene distribucion
normal, con esperanza nula, y varianza var(Wyy, — W) = h.

En esta seccién, consideremos un proceso de Wiener con tendencia, que
designamos {X;}, y definimos mediante

donde {W,} es un proceso de Wiener, definido en un espacio de probabilidad
(2, A,P), y a es un real arbitrario.

Es sencillo de ver, que el proceso aleatorio {X;} tiene incrementos in-
dependientes y estacionarios, y cumple la siguiente propiedad de Markov:
Dados 0 < t; < -+ < t, =t < t+ h, y una funcién h(z), tal que existe
E h(X¢41), se verifica

E(h(Xyin) | Xt,. .o, Xey) = E(h(Xyin) | Xt) = g(Xy), (1.19)

donde g(z) = E h(z+ X4 — X¢). La segunda igualdad se obtiene dado que
las variables aleatorias X; y X4, — X; son independientes; por su parte, la
primer igualdad se obtiene basandose en la independencia del vector aleato-
rio (Xy,,...,Xy,) v la variable aleatoria Xy, — X;.

Dado xo > 0 decimos que la trayectoria X;(w) alcanza la barrera de nivel
xo en el intervalo [0, T, si existe ¢t € [0,T] tal que X;(w) > x¢, hecho que
equivale a que se verifique maxo<¢<7 X¢(w) > 9. Denominamos entonces
problema de barrera con tiempo finito, al cdlculo de la probabilidad

3 ( X ) = P(3 T]: X

o%aér t(w) > xo (3t €[0,T]: Xy > xo),
es decir, al célculo de la probabilidad de que el proceso {X;} alcance la
barrera de nivel zg en el intervalo [0,7]. Analogamente se define el problema
de barrera com tiempo infinito, consistente en el calculo de la probabilidad

p (rgagXt(w) > xo) —P(3t>0: X; > x0).

Teorema 1.3 (Problema de barrera con tiempo finito).
Consideremos el proceso aleatorio {X;} definido en (1.18). Entonces

P (OréltangXt > x()) = @(L\/—;ﬂz» + eza:’“”O(I)(L\/_T(ﬂj) (1.20)

donde ®(x) es la distribucion normal estindar.
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La demostracion de este teorema se basa en el teorema del muestreo
opcional de Doob, mediante el siguiente resultado.

Lema 1.2. Consideremos el proceso aleatorio {X;} definido en (1.18), y las
funciones de dos variables

Ai(z,t) = 62“(430—96)(1)(95 —x9—a(T — t))

T—t
x—1xz9+a(T —1t)
)
definidas para x real y t en el intervalo [0,T). Entonces, dados 0 < s <t <
T, se verifica

As(z, 1) :(I)(

E (Au(X0t) | Xo) = An(Xe,s) (k=1,2).

Demostracion. Como las variables aleatorias Y = X; — X, y X, son inde-
pendientes, se verifica

E (A(X0,1) | Xo) = gu(Xs)  (k=1,2),

donde gx(z) = E Ax(x+Y,t). El lema estard demostrado, si verificamos que
gx(x) = Ag(x,s) (k =1,2). Designemos h = t—s, y ¢(x) la densidad normal
estandar. La variable aleatoria Y tiene distribucién normal estandar, con
parametros (ah, v/h). Entonces,

g1(z) = /OO e2‘1(9”°‘9"“y)<1>(:EJr y—20—a(l = t))icp(y — ah)dy

- T —t A\ Vh
- [ [ (BT bt

x—xz9—a(T —s)
0\/m ):Al(x,s),

donde utilizamos que e 2Wp((y — ah)/V'h) = ¢((—y — ah)/Vh), y calcu-
lamos la integral entre paréntesis rectos, de acuerdo a la férmula para la
convolucién de dos distribuciones, en el caso en que estas son normales.
Esto concluye la demostracién para el caso £ = 1. El caso k = 2 es andlogo
(y maés sencillo). O

_ €2a(x0—x)(I)<

Demostracion del teorema. Para demostrar el teorema, consideremos la fun-
cién
Aq(z,t) + Ag(z,t), zrealyte|0,T),
P(z,t) =40, r<zoyt="T,
¢20(w0—7) | 1, >3y t=T
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que verifica

P(0,0) = @(%TGT) N 62%0@(%)7

que es el término a la izquierda en el enunciado del teorema. Definamos el
tiempo de parada

T =inf{t: X; > x,t € [0,T]} A T.

Como la funcién P(z,t) es continua, con excepcién del punto (xg,T), te-
niendo en cuenta la propiedad de martingala, obtenemos que el proceso
aleatorio { P(X¢,t) }o<t<7 es una martingala. Ademads

P(XT,T) =1cry as.
Apliquemos el teorema del muestreo opcional de Doob, para obtener

P(0,0) = EP(X,,7) =Bl = P (Orgtaéxt > xo),

concluyendo la demostracion. O

Es de particular interés el caso a = 0. La férmula (1.20) en este caso es

—To
VT

Una demostracién alternativa de la férmula (1.21) se obtiene mediante el
principio de reflexién? a partir del cual resulta, que el proceso {V;}, definido
mediante

P( max Wt>a:0) :2<I><

= > . .
0<t<T > 2P(Wr = o) (1.21)

Vi(w) Wi(w), sis <7(w),
w) =
! 2xg — Wi(w)  en caso contrario,

es un proceso de Wiener (en el intervalo [0,77]), donde 7 es el instante de la
primer llegada al nivel xy. Bajo este supuesto

P( max Wt>a:0> :P< max Wt>:c0,WT2x>
0<i<T 0<t<T

—|—P< max Wy > xq, Wr <IL‘>
0<t<T

=P(Wr Z:UO)—i—P( max V; >x0,VT2x)
0<t<T

=PWyp > x9) + P(Vp > x9) =2P(Wp > x9).

2No veremos aqui la demostracién de este principio, que se basa en la denominada
propiedad fuerte de Markov,
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Una segunda consecuencia de (1.20) es la resolucién del problema de barrera
con tiempo infinito. La sucesién de sucesos {w: X; > z( para algun ¢t <
N} (N =1,2,...) es creciente con N, y tiene como limite, si N — oo, el
suceso {w: It > 0: X; > xo}. Tenemos entonces

P(3t > 0: X, > o) = lim P(3t < N: X, > o).
—00

Para el cédlculo del limite, consideremos primero el caso @ > 0. Si T — oo
en (1.20), se obtiene

P(3t>0: Xy > x0) =1.

Esto quiere decir que si @ > 0 el proceso {X;} alcanza cualquier barrera
con probabilidad uno. El caso a < 0 es diferente, y del calculo del limite si
T — oo en (1.20), obtenemos

P <I¥1>a§<Xt(w) > x0> =P(3t>0: Xy > xg) = 220, (1.22)

es decir, la variable aleatoria max;>o(W; +at) tiene distribucién exponencial
con parametro —2a.

Consideremos ahora el problema de dos barreras con tiempo infinito para
el proceso {X;} definido en (1.18), donde a # 0. Dadas las constantes
1o < 0 < xg, consideramos las variables aleatorias

T = inf{t >0: X; > :Eo}, Ty = inf{t >0: X; < yo}. (123)

El problema de dos barreras consiste en determinar la probabilidad P(r] <
T9), es decir, la probabilidad de alcanzar la barrera positiva antes que la
negativa.

Segin hemos visto, si a > 0, se tiene P(7; < oo) = 1, mientras que si
a < 0, un razonamiento analogo® conduce a obtener que P(m < 00) = 1.
En conclusion, alguna de las dos barreras se alcanza, por lo que se verifica
la ecuacién

P(ri <m)+P(r >mn) =1 (1.24)

Por otra parte, la variable aleatoria Y = X, — X} tiene distribucién normal
con pardmetros (ah, vh), y la funcion auxiliar de una variable P(z) = e~2%,

verifica la propiedad

E (P(Xi11) — P(X1) | Xi) = P(X)E (e — 1) = 0.

3Esta segunda afirmacién puede también obtenerse de la primera observando que el
proceso {—W,} es un proceso de Wiener.
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Es posible verificar, que el argumento de la demostracién del teorema 1.3,
se puede aplicar. En este caso, se obtiene

1= P(0)=EP(X;) =Ee 1, opy
+ E e—2ay0 1{T>T1 >} + E P(XT)]-{TSTU\TQ}.

Como P(X7)1{r<ram} — 0(T — 00) c.s. (ya que alguna de las dos barreras
se alcanza), y se trata de una variable aleatoria acotada, el tltimo término
en la férmula anterior se anula, si 7' — oo. Al tomar limite si T — oo,
tenemos

1= e 290 P (1) < 1) + e 2 P(1 > 7). (1.25)

De la resolucién del sistema lineal formado por (1.24) y (1.25) se obtiene

1 — e 2awo

P(T1 <’7’2) = (126)

672(110 _ 672ay0 :
que es el resultado buscado. Como consecuencia de este resultado, podemos
obtener, también, la férmula (1.22). En efecto, como el suceso {11 < T} es
creciente con yp — —oo, se obtiene la identidad (1.22), tomando limite en
(1.26), cuando yg — —oo.
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Capitulo 2

Problema de la ruina para
procesos de Lévy con saltos
negativos con distribuciéon de
tipo fase y positivos
arbitrarios.

2.1 Distribuciones tipo Fase

La busqueda de solucione exactas a los problemas de barrera, o cédlculos
de probablidades de ruina para procesos de Poisson compuestos, como los
estudiados en la seccién 1.2, plantea la siguiente pregunta:

e ;cudl es la propiedad esencial de la distribucién de los saltos que per-
mite obtener una solucién exacta?,

y, respondida esta pregunta, se plantea el problema:

e determinar la clase mas amplia posible de distribuciones de probabili-
dad que posean esta propiedad, y resolver el problema del calculo de
probabilidades de ruina para esta familia de distribuciones.

Una primera respuesta a esta pregunta consiste en observar la funcién carac-
teristica de la distribucién exponencial: si Z tiene distribucién exponencial
con parametro «, entonces

@

Ee? =
a—z
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La propiedad de ser una funcién racional en los complejos permite aplicar la
estrategia descrita antes, y generalizar el calculo de probabilidades de ruina
a la clase de variables aleatorias cuya funcién caracteristica es una funcién
racional. Este método puede verse en Kemperman (1961).

Una segunda resupuesta a esta pregunta esta dada por la forma de la
densidad de una variable aleatoria exponencial Z: si z > 0

F(z)=1—-e%".

La generalizacién se obtiene considerando que el parametro « es una matriz,
para obtener una distribucién de la forma

B(z) =1—me™™1, (2.1)

donde 7 es un vector d-dimensional, T una matriz d X d, y 1 es el vector
que contiene d unos. Este enfoque, denominado método matricial analitico
fue propuesto por Neuts (1981), posee la ventaja frente al anterior de no
recurrir al andlsis complejo, y ser mas versatil para el calculo numérico.

Una nueva respuesta a esta pregunta, del punto de vista formal coin-
cidente con la anterior, surge de dar una interpretacién probabilistica a la
féormula (2.1): consideremos que Z es el tiempo de vida de una cadena de
Markov con tiempo continuo, cantidad finita de estados, y un unico estado
absorbente A, que absorbe con probabilidad uno a la cadena. Este enfoque
es desarrollado por Asmussen en [2]. (Ver también [1], de donde tomamos
la notacién.)

Podemos interpretar que esta respuesta se basa en la propiedad de pér-
dida de memoria. Si sabemos que la variable aleatoria Z super6 un umbral,
sus distribuciones condicional e incondicional coinciden. Eso implica que la
profundidad de la ruina, o el “sobresalto” (overshot) si observamos la dis-
tribucién del méximo tiene una distribucion conocida. La idea es entonces
generalizar en el siguiente sentido: consideremos la clase de variables aleato-
rias, tales que, condicionando a determinado sucesos, posee la propiedad de
pérdida de memoria. Esto motiva la introduccion de las distribuciones tipo
fase.

Veamos los pardametros que determinan una distribucion tipo fase:

e La cantidad de estados no absorbentes d.

e La distribucién inicial de la cadena m = (71,...,74). Suponemos que
||l = Ele m < 1, asignando probabilidad 1 — ||7|| a la distribucién
inicial en el estado absorbente A, que, cuando nos convenga, consid-
eraremos A = —o0.
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e La matriz T, que es el pardmetro en el exponente de la distribucion
(2.1) es la matriz de intensidades restringida a los d estados no ab-
sorbentes:

T = : : S t=1| |, (2.2)

donde el vector t es el vector de tasas de salida (exit rates vector), se
define mediante t; + Zgzl tik=0(=1,...,d).

Observemos que la matriz de intensidades de toda la cadena de Markov, con
dimension (d + 1) x (d + 1) se puede dar en bloques:

T t
0 0
donde 0 es un vector fila de d ceros.
Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.1 (Distribucidn exponencial). Tomemos una cadena con dos es-
tados, uno de ellos absorbente, es decir d = 1, y tasa de transicién del
estado no absorbente al absorbente —a, es decir T = [—a. Si la dis-
tribucion inicial de la cadena se concentra en el estado no absorbente, es
decir, m = (1), escribiendo la férmula (2.1) obtenemos una distribucién ex-
ponencial B(t) = 1 — e ", Es interesante observar, que si la distribucién
incial es () con m < 1 obtenemos una distribucién B(z) = 1 — me™**, y
densidad mae™**, que corresponde a una distribuciéon exponencial degen-
erada, con probabilidad 1 — 7w de valer 0. Este ejemplo muestra que las
distribuciones tipo fase generalizan las distribuciones exponenciales.

Ejemplo 2.2 (Mezclas de exponenciales). Las mezclas de exponenciales, o
distribuciones hiper-exponenciales se obtienen sorteando con probabilidad
a; un tiempo de vida exponencial de parametro a;, con ¢ = 1,...,d. Los
parametros de la representacién tipo fase son: d > 1 estados no absorbentes,
un vector de distribuciones iniciales 7 = (ay, ..., aq) (donde incluimos el caso
||| < 1), y matriz de tasas de transicién diagonal, con su correspondiente
vector de tasas de salida, dados por

—Q 0 0 (65}
0 —Q 0 (65)]
T= St = :
0 0
0 0 —Qyq Qg
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La densidad de una mezcla de exponenciales viene dada por

d
b(x) = Zakake*a’“m, x> 0.
k=1

Su funcién caracteristica es

B(z) = -

k=1

af

™=~

ap — 2’

es decir, corresponde a una funcién racional con d raices reales y simples.

Ejemplo 2.3 (Distribucion Erlang). La distribucién de Erlang con pardme-
tros d y a se puede obtener mediante la suma de d variables aleatorias
independientes, cada una de las cuales tiene distribucién exponencial de
pardametro «. Para obtener los pardmetros de la distribucién tipo fase,
consideramos d estados no absorbentes, una distribucién inicial concentrada
en el primero de ellos, es decir, 7 = (1,0,...,0), y una matriz de tasas de
transicion, con su correspondiente vector de tasas de salida, dados por

—a 0 0 0
0 —ao « 0 0
T = . ) t= )
: 0
0 0 —Q «

Es decir, la “particula” sale del primer estado, pasa al segundo en un tiempo
exponencial de parametro «, del segundo al tercero en otro tiempo expo-
nencial de pardmetro « (independiente) y asi sucesivamente hasta llegar al
d-ésimo estado. De este, luego de un tiempo exponencial de pardmetro «

cae en el estado absorbente. La densidad correspondiente viene dada por
d—1
x
b(z) = a?———e%, x> 0.
(z) (d—1)!

Su funcién caracteristica es

B = (-2)"

o —z

es decir, corresponde a una funcién racional con una raiz real de multiplici-

dad d.
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2.2 Propiedades de las distribuciones tipo fase

Enunciamos primero el teorema que demuestra la conexién entre el método
matricial analitico y las distribuciones tipo fase (Teorema VIII.1.5 en As-
mussen [2]).

Teorema 2.1. Sea B una distribucion de tipo fase con parametros (w, T, d).
Entonces:

(a) la funcion de distribucion vale B(x) = 1 — meT?1;

(b) la densidad vale b(x) = meT*t;

(¢) la funcién caracteristica vale B(z = [y° e B(dz) = w(—21 — T) " 't;
(d) el momento n-ésimo vale [;° x"B(dx) = (—1)"nlaT "1.

Sobre la demostracién, digamos que la clave es obtener la propiedad (a).
Esto se hace resolviendo el sistema de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes que resulta de las ecuacion backward de Kolmogorov-
Chapman para cadenas de Markov en tiempo continuo. El resto de las
propiedades se obtiene directamente, efectuando los calculos necesarios.

Una caracteristica notable de las distribuciénes tipo fase, es que, gracias
a la definicién probabilistica, es sencillo demostrar que una gran cantidad
de operaciones entre variables aleatorias de tipo fase da como resultado una
variable aleatoria de tipo fase. Esto se demuestra construyendo la cadena de
Markov para el resultado de la operacion, a partir de las cadenas de Markov
de los operandos.

Teorema 2.2. (a) La suma de dos variables aleatorias de tipo fase, con pa-
rametros (¢, T%,d') (i = 1,2), tiene distribucion tipo fase, con pardmetros
(7, T,d" + d?), donde

77711 sin <dt T! tlx?
R P ; =10 m
To_gp Sin> dq
b) La mezcla de un numero finito de distribuciones de tipo fase es de tipo
p D
fase.
(c) Consideremos una distribucion tipo fase B con pardmetros (m,T,d), y

la distribucion C = Y > (1 — p)p"~1B**. En forma equivalente, si U =
{Un} es una sucesion de variables aleatorias independientes con distribucion
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B, tomando una variable aleatoria N independiente de U con distribucion
geométrica y pardmetro p, es decir P(N =n) = (1 —p)p"~!, la suma

Ur+---+ Uy,

de una cantidad aleatoria de sumandos, tiene distribucion C. Decimos que
C' es una composicién geométrica. La distribucion de C' es también de tipo
fase, con pardametros (mw, T+ ptm,d), como puede verse modificando la cadena
de Markov asociada a B de la siguiente forma: en el momento de transicion
al estado absorbente A, sorteamos con probabilidad p volver a los estados
no absorbentes (y elejimos a cual ir con la misma distribucion inicial ),
y con probabilidad 1 — p vamos efectivamente a A. Dos variantes de este
argumento son importantes:

(cl) Si la primer variable aleatoria Uy tiene una distribucion incial difer-
ente, digamos i, entonces la composicion geométrica resulta de tipo
fase con parametros (u, T + ptm,d).

(¢2) Si la distribucion B es defectiva, es decir, si ||w|| < 1, y la variable
N no es independiente de U, sino que N + 1 es el primer n tal que
U, = oo, entonces Uy + -+ + Un es de tipo fase, con pardmetros
(m, T + tm,d).

2.3 Probabilidad de ruina en el procesos de Pois-
son compuesto: segunda parte

Veamos una demostracion alternativa del teorema 1.2, para calcular la pro-
babilidad de ruina, basada en las propiedades de las distribuciones tipo fase.
Esto nos permitird generalizar el resultado en las siguientes dos direcciones:

e Asumimos que la distribuciéon de los reclamos es de tipo fase, in-
cluyendo a la distribucién exponencial.

e Asumimos que los tiempos entre reclamos, que determinan el proceso
de conteo tiene una distribucién arbitraria A(x).

Sea entonces N = {N;} un proceso de conteo con distribucién inter-
arrivos A(z), Z = {Z,} una sucesién de variables aleatorias independientes,
de tipo fase con pardmetros (7, T, d), y ¢ una constante positiva. Queremos
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determinar, para cada x > 0, la probabilidad de ruina, dada por:

Nt Nt
P(EItZO:x+ct—ZZk§O) :P<E|t20::c§ZZk—ct)
k=1 k=1
Ny

— _ >qr).
P (pg (% et) 2)

Es decir, si introducimos S = {S;} mediante S; = chv;l Zy, — ct, queremos
determinar la distribucién del méximo del proceso S. Para esto seguimos la
presentacién de Asmussen (2000, capitulo VIII).

Definimos los momentos de ascenso (ladder times) del proceso como

Ay :inf{tZ(): X >0}, Agzinf{t>A12 Xt>XT1},

considerando T}, = oo si el conjunto es vacio. Definimos ahora los escalones
de ascenso (ladder heights), como

Gl — XA17 G2 = XA2 - XAla

con la convencion X, = —oo, dado que suponemos que lim; .., Xy =
—0 ¢.S.

La propiedad de incrementos independientes y estacionarios del paseo
al azar asociado (que se construye como en la demostracién anterior) per-
miten demostrar, que las variables aleatorias {G,} son independientes e
idénticamente distribuidas. Ademads, considerando la variable aleatoria N =

inf{n: G,, = —oc0} — 1, obtenemos que el maximo del proceso verifica
Ny
M = max Sy = max (Y Zy — ct) = Gy ++++ + G. 2.3
rgggtrggg;kc 1+ +Gy (2.3)

Basados en la propiedad de pérdida de memoria obtenemos que la varia-
ble aleatoria (G es de tipo fase, con la misma matriz de intensidades que Z7.
El problema es deteminar la distribucién inicial 7+ de G1. Observemos, que
una vez conocida 7+, aplicando la parte (c2) del teorema 2.2, obtenemos
que la distribucién de M es de tipo fase con pardmetros (7+, T + tm+, d).

El siguiente resultado explica como obtener 7.

Lema 2.1. El vector de probabilidades m+ verifica la ecuacion vectorial no
lineal

T+=m / e THTH)Y A (dy) (2.4)
0
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Demostracion. Designemos mediante m la cadena de Markov asociada a
la variable aleatoria M en (2.3), y mediante m* la cadena correspondiente
al méximo del proceso {St,++ — S7,—}, donde T; es el primer instante de
salto. (Es decir, para m* suponemos que el proceso S comienza en un
salto.) Las cadenas m y m* tienen iguales matrices de transicién T + tm+,
y diferentes distribuciones iniciales: mientras m* tiene distribucion incial 7,
que conocemos, m tiene distribucion inicial 74, que queremos determinar.

La observacion clave es que mg = m7, , de donde resulta 7+ = mg =
Em7, . Para calcular la esperanza condicionamos al suceso {T1 = y}. La
distribucién de la cadena m* en el instante y viene dada por me(TH7 )y de
donde

oo
0
concluyendo la demostracion del lema O

Veamos como se obtiene el resultado del teorema 1.2, a partir de este
lema. Supongamos entonces que 1} tiene distribucién exponencial de para-
metro a/c, es decir A(z) = 1— e~ (@/97 v 7, es exponencial de pardmetro (3,
es decir, de tipo fase con pardmetros d =1, 7 = (1), y T = [—]. Debemos
determinar la constante m+. Sustituyendo en (2.4) obtenemos

=2 / T BBy e/ gy
¢ Jo

de donde resulta 7+ = % Luego M es de tipo fase con pardmetros (5, & —

(3,1), su densidad es exponencial con defecto 1 — % y pardmetro % — 3,y
podemos calcular

R

* asa
>0: <0) = > ) = —(Z_ —(a/c=PB)y
P(3t > 0: X; <0) = P(max S; > z) /x cﬂ(c ﬁ)e dy
_ &, —(a/c=B)
c

)

que es el resultado que obtuvimos en el teorema 1.2.

2.4 Problema de la ruina para procesos de Lévy
con saltos negativos con distribucion de tipo
fase y positivos arbitrarios.

Consideremos un proceso de Lévy X = {X;}:>0 con intensidad finita de

saltos positivos, y con distribucién de tipo fase. Supongamos que los saltos
negativos son arbitrarios.
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Para describir la medida de Lévy-Khinchine de X, consideremos una
variable aleatoria auxiliar U de tipo fase, con distribucién B(y) y pardmetros
(m, T,d), donde d es un entero positivo, @ = (71,...,my) es la distribucién
de probabilidades inicial, T es la matriz de intensidades de transicién, y t
el vector asociado de tasas de salida.

La medida de Lévy-Khinchine considerada esta dada por

_JA(y),  y>0,
K(dy) = {K_(dy)? ) <0 (2.5)

donde b(y) = B'(y) = mexp(Ty)t es la densidad de la variable aleatoria U,
la constante A > 0 es la intensidad de los saltos positivos, K~ (dy) es una
medida de Lévy-Khinchine arbitraria, con soporte en el conjunto (—o0,0).

El problema del cédlculo de la probabilidad de ruina es equivalente a
determinar la distribucion del maximo del proceso, que dada la constante
v > 0, es la variable aleatoria dada por

M= max Xy, (2.6)
0<t<T(v)

donde T'(y) es una variable aleatoria con distribucién exponencial con para-
metro v > 0, independiente de X, y definimos 7'(0) = oc.

En todos los casos suponemos que la variable aleatoria M introducida
no es degenerada. Esto siempre ocurre si v > 0, y, si 7 = 0, es consecuencia
del siguiente supuesto: El proceso X tiende a —oo, es decir, P(lim; o Xt =
—o0) = 1.

El exponente caracteristico del proceso X en este caso es

1 0
U(z) =az+ 502,22 + / (e® —1—zh(y)) K~ (dy) + ME eV —1), (2.7)
—00
donde la constante a es la tendencia, que esta determinada una vez que
elejimos la funcién de truncacién h(y) = y1y_1., <0y La constante o > 0 es
la varianza de la parte gausiana de X.
El dltimo sumando en (2.7), designado W™ (z), verifica

TH(z) = NEe®¥ —1) = MNr(—2I-T) 't - 1), (2.8)

donde I es la matriz identidad de tamano d. Si definimos ¥~ (z) = ¥(z) —
Ut (z) podemos representar al proceso X como la suma de dos procesos de
Lévy independientes: X; = X;” + X, (t > 0) donde X+ = {X,; };>0 es un
proceso de Lévy con exponente U (z); y X~ = {X; };>0 es un proceso de
Lévy con exponente ¥~ (z).
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Para determinar la distribucién del méximo M en (2.6) debemos distin-
guir dos casos:

(A) El proceso X~ no es el opuesto de un subordinador. (Esto ocurre, si
por ejemplo o > 0.)

(B) El proceso X~ es el opuesto de un subordinador, incluyendo una ten-
dencia deterministica negativa.

Comencemos por el caso (A). La idea es mostrar que M en (2.6) se puede
obtener como el maximo de un paseo al azar asociado, cuyos sumandos son
la diferencia de dos variables aleatorias independientes, la primera de las
cuales tiene distribucién de tipo fase (—oo modificada si v > 0), y aplicar la
teoria clasica de renovacién de Pollachek-Khinchine, como se presenta en el
capitulo VI de Asmussen [2].

Introduzcamos los momentos de salto positivo de X mediante

To =0, Tn+1:inf{t>TnZAXt>0} (n:(),l,...),
y designemos

T =T, AT(y), T0=T, (n=12,...).
Las variables aleatorias T,,+1—T;, (n = 0,1,...) son independientes y tienen
distribucién comin exponencial con parametro A.
Consideremos ahora

Up= max X;= max X, . (2.9)
0<t<Ty 0<t<Ty

Esta variable aleatoria es el méximo de un proceso de Lévy que no tiene
saltos positivos (el proceso X ), detenido en un tiempo independiente 77,
con distribuciéon exponencial con pardmetro A + .

En consecuencia, Uy tiene distribucién exponencial con parametro p, la
raiz positiva de la ecuacién W~ (z) = A+ (ver Corolario VII.1.2 en Bertoin
).

Consideremos ahora la magnitud de los saltos positivos, (—oo modificada
cuando g > 0) del proceso X, dada por

7o max{X; — X(p,)—: t € [T, T, 1)}, siT, <T(v),
" —00, si T(y) < Tp.
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Para n > 1, en el suceso {T,, < T(v)} la variable aleatoria U, es de tipo
fase, porque

Up= X1, — X(1,)- + max  (X; — X(1,)),

Tn<t<T],,

es la suma de dos variables independientes de tipo fase. La primera tiene
distribucién B(y), y la segunda se distribuye como Uy en (2.9).

En conclusién, condicionando al suceso {T;,—1 < T'(7)}, obtenemos que
la variable aleatoria U,, es defectiva con probabilidad v/(\ + ), tiene dis-
tribucién inicial

#= <>\>\fv’”" AA:dfy’())’

y pardmetros (i, R,d+ 1), donde la matriz de intensidades de transicién R,
con su correspondiente vector de tasas de salida r, viene dado por

tin -+ tia t 0
R= : : : : ) r=| ° |. (2.10)
tar -+ lad  ta 0
0 -~ 0 —p p
El estado absorbente, por conveniencia, es A = —oo0.

Consideremos ahora la magnitud de los incrementos negativos
Vo =X1)- +Un — X(141)— (n=1,2,...).

Las variables aleatorias V,, son mutuamente independientes e idénticamente
distribuidas, con distribucién A(y), y funcién caracteristica

A(z) = Ec?Vt = Ee2(-V1) = Eexp(—z inf X;)

0<t<TY
22X
—Ee # T?(Ee_ZUO)*l
A
+ v « p—l—z'

Aty -U (=2 p

Este resultado se obtiene aplicando la factorizaciéon de Wiener-Hopf obtenida
por Rogozin (1966), que puede verse también en Bertoin (1996, cap. VI).
Consideremos finalmente la sucesién Uy, Vi,Uy, Vo, Us, ..., y pongamos
Vo = 0. Basados en la independencia de los incrementos del proceso de Lévy,
obtenemos la independencia de los vectores (Vy, Up), (Vi,Ur), (Va,Us),. ...
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Por otra parte, en cada intervalo de la forma [T}, T,,+1), la descomposicién
por trayectorias del proceso (como se explica en el Teorema VI.2.5 de Bertoin
(1996)) da como resultado que cada pareja V,,, U, estd formada por variables
independientes. En conclusién, la sucesién considerada estd conformada por
variables aleatorias independientes.

En vista de nuestra construccién, tenemos

n

- +
M = oslngaTX(v) X = max k:o(Uk — Vi) =Up + (Ir?gi{;((]k _ Vk))

Tenemos que hallar entonces la distribucién del maximo del paseo al
azar » ,._,(Uy — V). Para calcular las distribuciones de “ladder heigt”
aplicamos la Proposicién VIII.4.3 en Assmussen (2000), consistente en tomar
probabilidad condicional al suceso {Vi = y} e integrar con respecto de A(dy),
que permite obtener que estas distribuciones son de tipo fase, y tienen pa-
rametros (u+,R,d+ 1), donde pu+ es la solucién de la ecuacion vectorial no
lineal

p+ = u/ooo exp (R +ru+)y) A(dy) = pAR + ru+t). (2.11)

El méximo del paseo al azar (max,>1 y_p_; (U k—Vk))+ es la composicién
geometrica de los ladder heights (G)g>1, cada uno de los cuales tiene dis-
tribucién de tipo fase con representacién (u+,R,d + 1). En consecuencia,
podemos escribir

M=Uy+Gi+--+Gn

donde N es una variable aleatoria que toma valores naturales, con dis-
tribucién geométrica, independiente del paseo a azar, con P(N = 0) =
1+

Como la variable aleatoria Uy tiene parametros (€441, R,d + 1), donde

eqr1 = (0,...,0,1), (2.12)

resulta que M es una composicién geométrica de variables aleatorias de tipo
fase, con la misma matriz de intensidad R, la primera de las cuales tiene
una distribucién inicial diferente dada por egz11. Segun el ejemplo A5.10 en
Asmussen (2000), resulta que la variable aleatoria M es de tipo fase, con
pardametros (eq+1, R 4+ ru+,d + 1).
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Consideremos ahora el caso (B). La situacién es mas sencilla, en partic-
ular, no tenemos necesidad de recurrir a resultados de fluctuaciones, y la
reduccién al calculo de la distribucién del maximo de un paseo al azar es
mas directa.

Indicamos entonces las diferencias entre lo hecho para el caso (A):

e Con la misma definicién, Uy = 0.

e Con la misma definicién, para n > 1, tenemos U, = X1, — X(1,)—, ¥
R = T. La distribucién inicial correspondiente a U, es

M:<)\i’yﬂl’”'7ﬁ)\’yﬂ-d>.

e Las variables aleatorias V,, se definen mediante la misma férmula, pero

A+
AZ)=EeVt = — 21
(2) Ay =T (z)
resultando equivalente al caso p = oo en la férmula obtenida en el caso

(A).

e La distribucién inicial del “ladder height” es w4+, definida como la
solucién de la ecuacién

T+ = i / " exp (T + tr-+)y) A(dy) =
0

A A
VWA(R +ru+).

A+ A+
(2.13)

En conclusién, en este caso
M=G+ --+Gn

y la distribucién de M es de tipo fase con parametros (7+, T + tmw+, d).
De esta forma hemos obtenido el resultado siguiente (ver [18]).

Teorema 2.3. Consideremos un proceso de Lévy X con exponente carac-
teristico W(z) definido en (2.7) y (2.8) y una constante v > 0. Sea T(v)
una variable aleatoria con distribucion exponencial con pardametro v > 0
independiente de X, sea T(0) = 0, y definamos M = max{X;: 0 < t <
T(v)}. Entonces:

e FEn el caso (A), la variable aleatoria M es de tipo fase, con pardmetros
(eq+1, R+ ru+,d + 1) definidos, respectivamente en (2.12), (2.10), y
(2.11).

e En el caso (B), la variable aleatoria M es de tipo fase, con pardmetros
(74, T + tn+,d) definidos, respectivamente, en (2.2) y (2.13).
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2.5 Caso particular: Mezclas de exponenciales

Consideremos el caso particular en que los saltos positivos en (2.5) tienen dis-
tribucién mezcla de exponenciales, es decir, distribucién hiper-exponencial,
con densidad

d
b(y) = Zakake_akya Yy > Oa
k=1

donde 0 < a1 < --- < «g, los coeficientes de mezcla ai,...,a; verifican
aj + - -+ aqg = 1; son positivos, y K~ (dy) sigue siendo arbitraria.
En este caso, el exponente caracteristico en (2.7), estd dado por

d

1 0
U(z) =az+ 50222 —I—/ (e —1—zh(y)) K~ (dy) + A g ay
o k=1

z

ap — 2
(2.14)

En el caso (A), la ecuaciéon ¥(z) = ~ tiene d + 1 raices positivas pg, que
verifican

O<pr <o <pr<---<ag<pqg+1.

Esto es claro que en el caso v > 0, y se obtiene de la condicién ¥'(0+) > 0
(que es equivalente a lim;_.o, Xy = —o0 ¢.s.) en el caso v = 0 (ver Mordecki
(1999)).
La funcién caracteristica del incremento del paseo al azar asociado, en
este caso, es
- A U A+
F(z) =Eexp(U; — V1) = mEe ppr—
B Ut(z)+ A
A+ = U ()

En consecuencia, la ecuacién F (z) = 1 tiene las mismas d + 1 raices reales
positivas que la ecuacién ¥(z) = =, y del Corolario VIIL.4.6 en Asmussen

(2000), obtenemos que la matriz R+ ru+ tiene autovalores —p1, ..., —pgs1-
Con esta informacién calculamos ahora la funcién caracteristica de la va-
riable aleatoria M. Introduciendo el vector incégnita pu+ = (z1,...,24+1),
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Q =R +ru+, y q el vector de tasas de salida, tenemos

— 0 a1 0
Q= : q=
0 —ay o) 0
pr1 - prg plxgpr — 1) plxr+ -+ xg41 — 1)

De acuerdo a (c) en el Teorema 2.1
EeM = ey (-2 — Q) q. (2.15)

En vista de los ceros en los vectores e411 ¥ q, tenemos que calcular un tnico
elemento de la matriz inversa en (2.15). Como conocemos los autovalores de
Q, tenemos det(Q—z1) = dH( pr—2), y det(—Q—2zI) = (—=1)%! det(Q+

zl) = gﬂ(z — pi). Laregla de Cramer para la inversa de una matriz, nos
da
n
B = p(u+ | -1) x Ttz = w)
k—1(% = Pk)

Esta expresion evaluada en z = 0, es

d
EeM — Hk 1\& = ak) Hk:l(_ak)
e~ pr) Zﬂ(fpk)

(
i
_ I 1((1 2/ o) ZA (2.16)

L1 —2/pp) i pE— 2

donde los coeficientes Ay, ..., Azy1 introducidos en la ultima expresién se
calculan con el teorema de las fracciones simples, y resultan ser

[Th_i(1— pj/ou) .
A = =1,...,d+1).
’ Hiﬂ k;é]( = pj/pr) U w0

Este es el resultado obtenido por otros métodos en Mordecki (1999).
Consideremos el caso (B). Como X~ es el opuesto de un subordinador,
basados en Bertoin (1996, pp. 72-73), obtenemos que

0
U™ (z) =az +/ (e*¥ — 1)K~ (dy),

—00
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dondea <0,y ff)oo (1/\|y[)K*(dy) < 00, es decir, el proceso X~ tiene nece-
sariamente variacién finita y tendencia negativa. Ademads, lim, ., ¥~ (z) =
a (x real).

Basandonos en estas consideraciones, y en el hecho de que la funcion
U~ (x) es convexa, obtenemos que la ecuacién

0 d
U(2) = az + / (e — DK (dy) + XY ap—— =~ (2.17)
o — Tap—z
tiene d raices reales y positivas p (kK =1,...,d), que verifican
O<pr<op <---<pg<ag. (2.18)

Esto es nuevamente claro en el caso v > 0, y se obtiene como consecuencia
de que ¥’'(0+) > 0 (que equivale a limy_.o, Xy = —00 c.s.) en el caso v = 0.

Consideremos ahora el proceso de Lévy e-perturbado X¢ = {X7}}i>0,
con exponente caracteristico

1 0 ) d
Ue(2) =az + 55222 + /Oo(ezy — 1)K (dy) + )\kzlak

z

o — 2

que verifca las hypothesis de caso (A) recién analizado, y por lo tanto tiene
d+ 1 raices pi, (k=1,...,d+ 1), que verifican

0<pi <oy <ps<--<ag<pi.

Como & — 0, tenemos pj, — pp (k = 1,...,d) en (2.18), y pg,; — oc.
Como V¢(z) — ¥(z) en (2.17), tenemos convergencia débil de procesos, y
en consecuencia,

Mf= max X;— M= max X, (débilmente).
0<t<T(7) 0<t<T(v)

La funcidn caracteristica de M se obtiene tomando limite en (2.16), entonces

d

Ee*M = lim Ee*™° = lim Hk:l(l — /o)
d

&0 =0 [Tel1(1 = z/pf)

_ M (= 2/0n) _ - g, P 2.19
Hizl(l_z/pk) ; “on—2 (2.19)
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donde, en el ultimo paso, si utilizamos nuevamente el teorema de las frac-
ciones simples obtenemos que

Aj = HZ:1(1 — pj/ o)
[T sy (1= pi/ 1)

Esto concluye la demostracién del resultado siguiente (obtenido en [18]).

(j=1,...,d).

Teorema 2.4. Sea X un proceso de Lévy con saltos positivos con intensidad
finita, y distribucion hiper-exponencial, y exponente caracteristico dado en
(2.14). Seay > 0 y T(7) una variabla aleatoria con distribucion exponencial
independiente de X, con pardmetro v > 0; pongamos T(0) = 0, y definamos
M =max{X;: 0 <t <T(y)}. Entonces:

o En el caso (A), la variable aleatoria M también tiene distribucion
hiper-exponencial, con d+1 componentes, y funcion caracteristica dada
en (2.16).

e FEn el caso (B), la variable aleatoria M también tiene distribucin hiper-
exponencial, ahora con d componentes, y funcion caracteristica dada
en (2.19).
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Capitulo 3

Aplicaciones en finanzas:
valuacién de opciones

3.1 Modelo de mercado financiero. Opciones

Consideremos un modelo matematico de un mercado financiero con dos ac-
tivos. El primero es el activo sin riesgo B = {B;}+>0, que modela una caja
de ahorros con tasa de interés instantaneo r, y evolucién

rt
Bt = Boe )

La evolucién de un segundo activo es modelada a través de un proceso
aleatorio,

S = {Si}+>0 donde Sy es una constante positiva,

definido en un espacio de probabilidad (2, F, P). Cuando sea necesario,
consideraremos una filtracién {F;};>0, y supondremos que se cumplen las
hipétesis habituales, ver [9)].

Opciones

En el modelo anterior se introduce un tercer activo llamado opcién de com-
pra, o call option que es un acuerdo realizado entre dos partes en ¢ = 0 en
la cual una se compromete a vender una unidad de S (una accién) a la otra
parte, en el tiempo T a precio K acordado.

e Lanzador es quien emite la opcién, tiene obligaciéon de vender una
unidad de S a precio K en tiempo 7.
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Poseedor, tenedor (holder) es quien recibe la opcién, y tiene la posi-
bilidad de comprar esa unidad de S.

e T es el tiempo de ejercicio o maduracion de la opcion.

e K es el precio de ejercicio de la opcion

(St — K)* se llama premio de la opcién
e El activo S sobre el cual se realiza la opcién se llama subyacente.

Como el poseedor de la opcién la ejecuta solo si Sy > K, es equivalente
pensar, que el compromiso consiste en pagar al poseedor Sy — K si esta
cantidad es positiva, o cero en caso contrario. Se pagaria entonces

(St — K)* = max(Sr — K, 0).
Se puede pensar que

e Una opcion es un seguro contra el evento que el precio St supere un
determinado valor K.

e Una opcién es una apuesta: Apuesto a que St supera K, y gano la
diferencia.
Opciones de venta (put options)

Supongamos ahora, que el lanzador se compromete a comprar en T una
accion a precio K. Esta opcién, llamada europea de compra (put option) es
equivalente a la anterior, con la diferencia de que el premio es (K — S7)*.

Mas en general, el compromiso puede suponer en pagar una cantidad
dependiente de S, que notaremos f(St).

Opciones americanas

Las opciones americanas introducen en el contrato la siguiente variante:

e El poseedor puede reclamar la compra (venta) de la accién en cualquier
momento entre 0 y 1. Es decir, permiten el ejercicio anticipado.

En términos técnicos, el tiempo de ejercicio de la opcion elegido por el
poseedor, y notado 7 es un tiempo de parada, por ser una variable aleatoria
que no depende de informacion futura, lo que se formaliza mediante:

7: Q — [0,400] y {7 <t} € F, para cada t > 0.
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El problema matematico que presenta la introduccién de opciones en un
modelo es la valuacién, valoracién (pricing) de estos contratos. ;Cuédnto
debe pagar el poseedor de la opcién por este derecho?

En el caso de las opciones europeas, la solucion a este problema fue dada
por Black y Scholes en [5], basados en el principio de la réplica de la opcién
y obteniendo una férmula sencilla.

Las opciones americanas, se valian utilizando los mismos principios que
las europeas, con la diferencia de no existir férmulas cerradas para el precio.
Una excepcion relevante a esta ausencia de férmulas es el caso perpetuo.
En el caso perpetuo no se impone limite de tiempo al poseedor de la opcién
para su ejercicio, es decir, se toma 1" = co. Del punto de vista matematico,
en el caso americano, la valuacién de la opcién, consiste en hallar no solo
el precio de la opcidn, sino también la estrategia éptima para el poseedor
(el mejor tiempo de parada) es un problema de programacién dindmica con
horizonte infinito, y en algunos casos admite soluciones explicitas.

3.2 Bachelier 1900

Enfocamos ahora la pregunta de que modelo matemaético utilizar para la
evolucién del activo con riesgo S, el subyacente.

En el afio 1900, mas precisamente el 29 de marzo, Louis Bachelier de-
fendid exitosamente su tesis en la Sorbona, titulada “Théorie de la Spécu-
lation” bajo la supervisién de Henri Poincaré [3]. Los aspectos histéricos
y su relevancia estan destacados en [6]. Alli se introduce el movimiento
Browniano como limite de paseos al azar simples, y es descubierto que la
ley (AW)? = At relaciona la evolucién espacio-temporal para los activos
financieros en la bolsa parisina. Bachelier supuso entonces, en el modelo de
mercado financiero introducido, que (con la notacién moderna) el activo con
riesgo W = {W; }+>0

St250+at+UWt

donde W = {W;}4>0 es un movimiento Browniano o proceso de Wiener.

Agregamos el dato histérico, que R. Brown observé en un experimento en
1826, movimientos de granos de polen en suspensién cuyas trayectorias eran
similares a las observadas en los activos financieros, y de alli la denominacion
de Browniano para este tipo de procesos.

Tomando la notacién de la teoria de las semimartingalas, identificaremos
también cada distribucién de un proceso de Lévy con una tripleta (b, o, IT).
Los procesos de Lévy son la clase menor de procesos, cerrada frente a la
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suma de procesos independientes, y los limites débiles, que contienen al
movimiento Browniano de las finanzas, y a los procesos de Poisson com-
puestos de la matematica actuarial.

El modelo de la bolsa parisina, introducido por Bachelier es un proceso
de Lévy con tripleta (a,0,0). El proceso de riesgo con N de Poisson con
pardmetro A, tiene tripleta (a,0, A\F'(—dz)), si F/(dz) denota la distribucién
de las variables de reclamo de Y.

3.3 Opciones europeas. Black - Scholes 1973

Consideremos un modelo matematico de un mercado financiero como en la
clase anterior, ahora con la modificacién introducida por Samuelson [22]. El
activo sin riesgo (bono) B = {B;};>¢, viene dado por

_ rt
Bt — B()€ )

y la evolucién del segundo activo (activo con riesgo, risky asset o stock)
es modelada a través de la exponencial de un movimiento Browniano con
tendencia S = {S;}+>0, dado por

S, = Soeat—‘rth _ ez—l—at-{—aWt

donde W = {W; };>0 es un movimiento Browniano, y notamos Sy = e”.

La férmula de Black y Scholes (1973) [5] da el precio racional o precio
justo para las opciones europeas. Analicemos el caso de las opciones de
compra, o call options. El principio para obtener este resutado es el de
cobertura perfecta o hedging:

Es posible construir un portafolio en forma dinamica, constituido por
(G; bonos y ; acciones que totalizan un capital en el instante ¢ dado por
Xi = B¢ Bt + 7S¢ tal que

1. Es un portafolio autofinanciante (self-financing)
BdB + Sidye = 0.

Esta condicién significa que en el transcurso del tiempo, el portafolio
varia Unicamente por cambios en la proporcién de bonos y acciones, y
por la fluctuacién del precio de estos activos, y no se introduce ni se
extrae capital.

2. En t =T el capital del portafolio coincide con el compromiso asumido
por el lanzador de la opcidn, es decir

Xr = BrBr +rSr = (Sr — K)©
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Basado en este principio, el precio se define como el capital inicial nece-
sario para construir un portafolio que cumpla las propiedades anteriores,
lo que trivializa la introduccién de la opcién europea en el modelo, ya que
es equivalente a una posibilidad de inversién preexistente. El valor de la
opcién viene dado por la Férmula de Black y Scholes que, notando V' (Sy, T')
al precio de esta opcion, establece

V(So,T) = So®(z,) — Ke " ®(z,)
. In(x/K) + (r+02/2)T
g O'\/T
In(x/K) + (r —o?/2)T
oVT

donde ®(x) es la funcién de distribucién de una variable aleatoria gaussiana.
Comentarios:

Tp =

1. Dos herramientas de calculo estocastico utilizadas en la obtencién de
esta férmula son

e La formula de It0, que expresa los diferenciales de funciones del
movimiento Browniano,

e El teorema de Girsanov, que permite expresar la densidad de
Radom-Nykodym entre dos medidas de probabilidad equivalentes
en el espacio de trayectorias de los procesos estocédsticos que es-
tamos considerando.

2. Un resultado importante de este calculo es que existe una tinica me-
dida de probabilidad P*, llamada medida libre de riesgo o risk-neutral
probability, v que el precio de la opcién se puede calcular como una
esperanza matematica bajo esta medida,

V(So,T) = E*[e” "1 (S7 — K)™].

P* esta caracterizada por la condicién

S,
Zl es una martingala bajo P*
t

Se dice también que el mercado es completo, y existe un resultado clave
que establece que la posibilidad de construir una cobertura perfecta
esté relacionada con la unicidad de la medida que cumple la condicién
anterior. Por detalles, ver [10] o [23]
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3.4 Opciones americanas y parada optima

Denotemos ahora por 7 el tiempo de ejercicio de la opcién que es elegido
por el poseedor de la opcién (holder), y cumple

0 r<T.
Si Va(So,T) es el precio de una opcién americana, tenemos que encontrar
e El precio racional de de la opcién
e El tiempo 6ptimo de ejercicio, que notaremos 7*, para esta opcion.

Para obtener la soluciéon de este problema, nos basamos en argumen-
tos similares al caso europeo, es decir apelamos a construir una cobertura
perfecta con la diferencia que en este caso debemos tener en cuenta no so-
lamente el ultimo instante 7', y la propiedad de autofinanciacién, sino que
el capital de nuestro portafolio dindmico debe cumplir

X = BBy + 7Sy > (S; — K)T para todo 0 <t < T.
El resultado de este planteo es que

Va(So,T) = sup E*[e"""(S; — K)T] = E*[e™"™ (S« — K)7]

es decir, el precio de la opcién americana esta dado por la funcién de costo
de un problema de parada éptima. Los detalles pueden verse en [24].

Un ejemplo importante que admite solucién cerrada es el caso de una
opcién de compra americana (sobre una accién que no paga dividendos),
cuyo precio resulta ser equivalente al de la opcién europea, y el momento
6ptimo de ejercicio es 7" = T'. Es un resultado de Merton de 1973, [14]. En el
caso general, cuando los activos pagan dividendos, o se consideran opciones
americanas de venta, las soluciones son calculadas basicamente mediante
tres métodos

1. Célculo numérico sobre una ecuacién en derivadas parciales con fron-
tera movil

1
5029021/”(3:, t) +raVy(z,t) + Vi(x, t) = rV(x,t)

bajo la condicién

V(z,T)> (K —x)".
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2. Resolucién del problema para paseos al azar, basados en la induccién
hacia atras de la programacién dinamica.

3. Métodos montecarlo.

3.5 Valuacion de opciones perpetuas para un pro-
ceso de Lévy

En esta seccién exponemos en primer lugar un resultado que da probabil-
idades de ruina exactas para procesos de Lévy, cuando los saltos positivos
son arbitrarios y los negativos estan distribuidos de acuerdo a una mezcla
de exponenciales, similar al caso de los paseos al azar. En segundo lugar,
damos precios para opciones perpetuas cuando el activo con riesgo tiene
como fuente de incertidumbre un proceso de Lévy. Tanto las funciones de
costo como los tiempos 6ptimos se expresan en funcién de la distribucién del
maximo del proceso de Lévy, detenido en un instante aleatorio exponencial
e independiente del proceso, en el caso de que el stock pague dividendos.
Como la distribucién del méximo, es la probabilidad de ruina del proceso
dual o inverso, obtenemos que los precios de opciones se podran calcular,
una vez conocidas estas probabilidades de ruina. Los resultados aqui pre-
sentados fueron obtenidos en [17] y [16].

Consideremos un modelo con S; = SpeX* y § > 0. Daremos la solucién
del problema de parada éptima

Ve (So) = supE(e*(”‘s)T(ST - K)*).
>0

que corresponde a la valaucién de opciones perpetuas de compra con divi-
dendos. Recordamos que el caso sin dividendos es trivial.

Teorema 3.1 (Call perpetuo con dividendos). Sea

M= sup X
0<t<7(r+6)

con 7(r + 0) una variable exponencial con pardametro r 4+ ¢, e independiente
de X. Entonces E(eM) < oo, la funcidn de costo del problema de parada
optima es

E[SoeM — KE(eM))+
E(eM) ’

Ve(So) =
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y el tiempo optimo de parada
7; =inf{t > 0: S; > S’},
con S = KE(eM).
Nota: Este teorema es una generalizacion directa del correspondiente
para paseos al azar, en Darling, Ligget y Taylor (1972) [7].

Consideremos el caso de una opcion de venta. Sea ahora la tasa de
dividendos § > 0, y consideremos el problema

Vp(So) = supE(e_(r'Hs)T(K - S)").
7>0

Teorema 3.2 (Put perpetuo con dividendos). Notemos

I = inf Xt
0<t<r(r+9)

con 7(8 + 1) como en el Teorema anterior. Luego E(e!) >0 y

E[KE(el) — Spel]*
E(el) '

Vp(So) =

El tiempo de parada optimo es
7, = inf{t > 0: S; < S},
donde S = KE(eh).

El siguiente corolario es de interés por la similitud de las fuciones de
costo para opciones perpetuas americanas y la férmula de Black y Scholes

Corolario 3.1 (Férmula B-S). (a) Si6 >0
Ve(So) = SoP(SpeM > 8F) — KP(SpeM > 8¥),
donde P es la medida definida por

eM

dP = ——dP.
E(eM)

(b) Si 6 >0,
Vp(So) = KP(Soe" < S%)) — SoP(Soe’ < S3)),

donde P



3.6 Formulas cerradas para saltos exponenciales

La combinacién de los resultados anteriores, es decir, la sustitucion de las
densidades del maximo y minimo del proceso de Lévy en los resultados
anteriores produce las siguientes formulas cerradas.

Teorema 3.3 (Call perpetuo). Sea X un proceso de Lévy con saltos pos-
itivos mezcla de exponenciales. Para § > 0, sea

n+1

* Dk
SP=K A
¢ ; "o —1

con0 < pp < -+ < ppt1 las raices positivas de V(p) = r+3, y los coeficientes
Ay, ..., Apy1 como antes. El precio de un call perpetuo es

n+1 Ak SO Pk *
Zk 1 pp— 1(5*) So < 52,

Ve(So) =
So— K Sy > S;k

El ejercicio dptimo viene dado por
Comentarios:

e Si Il =0, es decir, tenemos el modelo de Black y Scholes sin saltos se
obtiene en este Teorema el resultado de Merton de 1973, [14]

e Si los saltos positivos son exponenciales con densidad h(z) = ae™**

los negativos nulos, es decir 7 = 0 se obtienen los resultados en [15].

y

Teorema 3.4 (Put perpetuo). Sea X un proceso de Lévy con saltos neg-
ativos distribuidos de acuerdo a una mezcla de exponenciales. Notemos,
para 6 > 0,

n+1 q
k
&Y 5
= %t
donde —qi,...,—qGn+1, Son las raices negativas de ¥(p) =1+ 6, y los coefi-
ctentes By, ..., Bpy1 son como antes. El precio del put perpetuo es
K -5 So <5,

Vp(So) =

n+l By (So\%* *
it B (8)" s> s
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El ejercicio optimo viene dado por
7, = inf{t > 0: S; < S}
Comentarios:

e Si Il = 0, es decir, consideramos el modelo B-S sin saltos, se obtiene
el resultado de Mc Kean de 1965, [13].

e Sih(x) =0y 7= AF, F una distribucién de probabilidad, obtenemos
el resultado de X.L. Zhang de 1995, [25].

e Si el proceso de Lévy viene dado por X; = at+aWt+ZlN:tl Y; con {Y;}
v.a.i.i.d. con distribuciones mezcla de exponenciales a ambos lados,
podemos obtener férmulas cerradas para opciones perpetuas call y put
en forma simultanea. Parece ser un modelo lo suficientemente general
para modelar datos empiricos con saltos “grandes” y suficientemente
parsimonioso para obtener férmulas cerradas.
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