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Presentacién.

En el curso Procesos de Lévy en matematica financiera y actuarial nos
proponemos modelar la evolucion de un activo financiero mediante un proceso
de Lévy, y resolver en ese modelo problemas de valuaciéon de opciones y
calculo de probabilidades de ruina. Dicha propuesta se basa en que

e Esta propuesta abarca en férma simultanea los modelos cuya fuente
de inciertidumbre son el movimiento Browniano, cuyo primer modelo
matematico fue introducido en el marco de las finanzas en 1900 por
L. Bachelier [1], luego replanteados por Samuelson (1965) [2], Merton
(1973) en [3], y Black y Scholes (1973) en [4], y el modelo de procesos de
riesgo, de Poisson compuestos (risk process) introducidos en el terreno
actuarial por Lundberg en 1903 [5], y consolidados por H. Cramer y la
escuela de Estocolmo.

e Los problemas que nos planteamos resolver en este modelo son entonces
de interés tanto para la matematica actuarial como para las finanzas.

Esta doble sintesis descrita encuentra un resultado llamativo en [6] donde se
demuestra que la solucién de problemas de ambas disciplines, (la ruina y la
valacién de opciones perpetuas) estan intimamente relacionados.

En la solucién de los problemas se utiliza el calculo estocastico para semi-
martingalas de [7]. Estos, tienn como potenciales aplicaciones la valuacion
de activos derivados, asi como la resolucion de problemas actuariales.

Es de destacar, que paralelamente a este esfuerzo de unificacion tedrica
de resultados en las dreas de la matemaética financiera y actuarial, en el
presente se verifica una convergencia en la préactica de estas actividades,
como se expone en [8]
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Clase 1

Opciones, probabilidades de
ruina, y procesos de Lévy

1.1 Modelo de mercado financiero. Opciones

Consideremos un modelo mateméatico de un mercado financiero con dos ac-
tivos. El primero es el activo sin riesgo B = {B;}+>0, que modela una caja
de ahorros con tasa de interés instantaneo r, y evolucién

o rt
Bt = BOG s

La evolucion de un segundo activo es modelada a través de un proceso aleato-
rio,
S = {S;}1>0 donde Sy es una constante positiva,

definido en un espacio de probabilidad (2, F, P). Cuando sea necesario,
consideraremos una filtraciéon {F;};>o, y supondremos que se cumplen las
hipétesis habituales, ver [7].

Opciones

En el modelo anterior se introduce un tercer activo llamado opcién de compra,
o call option que es un acuerdo realizado entre dos partes en t = 0 en la cual
una se compromete a vender una unidad de S (una accién) a la otra parte,
en el tiempo 1" a precio K acordado.



Lanzador es quien emite la opcion, tiene obligacién de vender una
unidad de S a precio K en tiempo T

Poseedor, tenedor (holder) es quien recibe la opcidn, y tiene la posibil-
idad de comprar esa unidad de S.

T es el tiempo de ejercicio o maduracion de la opcién.

K es el precio de ejercicio de la opcion

(St — K)* se llama premio de la opcién
e El activo S sobre el cual se realiza la opcién se llama subyacente.

Como el poseedor de la opcién la ejecuta solo si Sy > K, es equivalente
pensar, que el compromiso consiste en pagar al poseedor Sr — K si esta
cantidad es positiva, o cero en caso contrario. Se pagaria entonces

(St — K)" = max(Sy — K, 0).
Se puede pensar que

e Una opcion es un seguro contra el evento que el precio St supere un
determinado valor K.

e Una opcién es una apuesta: Apuesto a que St supera K, y gano la
diferencia.

Opciones de venta (put options)

Supongamos ahora, que el lanzador se compromete a comprar en T una
accién a precio K. Esta opcidn, llamada europea de compra (put option) es
equivalente a la anterior, con la diferencia de que el premio es (K — Sr)*.

Mas en general, el compromiso puede suponer en pagar una cantidad
dependiente de S, que notaremos f(Sr).



Opciones americanas

Las opciones americanas introducen en el contrato la siguiente variante:

e El poseedor puede reclamar la compra (venta) de la accién en cualquier
momento entre 0 y 7. Es decir, permiten el ejercicio anticipado.

En términos técnicos, el tiempo de ejercicio de la opcion elegido por el posee-
dor, y notado 7 es un tiempo de parada, por ser una variable aleatoria que
no depende de informacién futura, lo que se formaliza mediante:

7:Q0 — [0, +o0] y {7 < t} € F} para cada t > 0.

El problema matemético que presenta la introducciéon de opciones en un
modelo es la valuacion, valoracién (pricing) de estos contratos. ; Cuanto
debe pagar el poseedor de la opcién por este derecho?

En el caso de las opciones europeas, la solucién a este problema fue dada
por Black y Scholes en [4], basados en el principio de la réplica de la opcién
y obteniendo una férmula sencilla.

Las opciones americanas, se valian utilizando los mismos principios que
las europeas, con la diferencia de no existir férmulas cerradas para el precio.
Una excepcion relevante a esta ausencia de féormulas es el caso perpetuo. En
el caso perpetuo no se impone limite de tiempo al poseedor de la opcién para
su ejercicio, es decir, se toma T" = co. Del punto de vista matematico, en el
caso americano, la valuacion de la opcidn, consiste en hallar no solo el precio
de la opcién, sino también la estrategia éptima para el poseedor (el mejor
tiempo de parada) es un problema de programacién dindmica con horizonte
infinito, y en algunos casos admite soluciones explicitas.

1.2 Bachelier 1900

Enfocamos ahora la pregunta de que modelo matematico utilizar para la
evolucion del activo con riesgo S, el subyacente.

En el ano 1900, mas precisamente el 29 de marzo, Louis Bachelier defendié
exitosamente su tesis en la Sorbona, titulada “Théorie de la Spéculation” bajo
la supervisién de Henri Poincaré [1]. Los aspectos histéricos y su relevancia
estdn destacados en [9]. Allf se introduce el movimiento Browniano como
limite de paseos al azar simples, y es descubierto que la ley (AW)? = At



relaciona la evolucién espacio-temporal para los activos financieros en la bolsa
parisina. Bachelier supuso entonces, en el modelo de mercado financiero
introducido, que (con la notaciéon moderna) el activo con riesgo W = {W; };+>0

Sy = So+at + oW,

donde W = {W;};>¢ es un movimiento Browniano o proceso de Wiener.

Agregamos el dato historico, que R. Brown observé en un experimento en
1826, movimientos de granos de polen en suspension cuyas trayectorias eran
similares a las observadas en los activos financieros, y de alli la denominacion
de Browniano para este tipo de procesos.

1.3 Movimiento Browniano

El movimiento Browniano o proceso de Wiener en (2, F, P) es un proceso
aleatorio, W = (W,)>¢ tal que

e Sus trayectorias son continuas.
e Sus incrementos son independientes. Si 0 < t; < ... <t,, entonces
Wy Wiy =Wy oo o JWe, — Wy |
son variables aleatorias independientes.

e Wy = 0, W, — Wy es una variable gaussiana, con media cero y
varianza t — s, es decir

W, — Wy ~ N(0,t — s).

Recordemos que X es gaussiana o normal (X ~ N(u,0?)) cuando su dis-
tribucién de probablidad es

B 1 u—p
O (x) :/ S du

La densidad es la campana de Gauss

1 _(e-w)?

2ro



Algunas consecuencias
e La variable W; es normal, centrada, y tiene varianza t.

Wt ~ N(O,t)

e El incremento AW del proceso, es N (0, At). Consideremos la variable
(AW)?%. Tenemos

E((AW)?) = At, V((AW)?) = 2(At)?

Luego, si At — 0, la varianza es menor que la esperanza, luego la
variable se “aproxima’” a su valor esperado, lo que notaremos

(AW)?* ~ At, o sugestivamente (dW)?* = dt

e Una forma equivalente de ver esta propiedad, es demostrando que, si un
intervalo [a, b] se parte en n subintervalos At; iguales, y se consideran
los incrementos AW; en cada subintervalo, se cumple

n—-+o00

donde el limite es en probabilidad.

1.4 Problema de la ruina. Lundberg 1903

Consideremos ahora un proceso X = {X;};>0 que llamaremos proceso de
riesgo o risk process que modela la evolucién temporal de las reservas de una
compania de seguros. Sabemos que Xy = z, donde x > 0 representa la reserva
inicial, y en este caso, estamos interesados en el calculo de la probabilidad
de ruina final determinada por

R(z)=P(F >0:2+ X; <0).

Una referencia en este tema es [10]
Paralelamente a la introduccién de un modelo para el movimiento Brow-
niano por Bachelier, casi simultaneamente, y en 1903 aparecia publicado el



trabajo de Lundberg sobre Teoria del riesgo colectivo (collective risk theory),
que propone la modelacién para X = {X;};>o mediante la ecuacién

Ny
Xi=z+at—) Y,

i=1

donde x > 0 es una constante positiva, a es una tasa relacionada con lo que
obtiene la compania por el cobro de seguros, N = {N;};>¢ es un proceso de
conteo, tipicamente un proceso de Poisson, e Y = {Y,, },en es la sucesién de
los reclamos, por ejemplo, una sucesion de variables aleatorias independientes
identicamente distribuidas. Supondremos que los procesos N e Y, las fuentes
de incertidumbre de este modelo son independientes. El problema que se
plantea entonces es el cdlculo de probabilidades de ruina R(x) para este tipo
de procesos.

1.5 Procesos de Lévy

Los procesos de Lévy, o procesos de incrementos independientes y estacionar-
ios son una familia que incluye al movimiento Browniano y a los procesos de
riesgo antes descritos. X = {X;};>0 es un proceso de Lévy cuando

e X tiene trayectorias continuas a la derecha con limite a la izquierda

e Xy = 0, y tiene incrementos independientes, es decir considerados los
instantes 0 < t; <ty < ... < t,, las variables aleatorias

Xy, Xy — Xpyy oo X, — Xo
son independientes.

e La distribucién del incremento X; — X es homogénea en el tiempo, es
decir, depende tnicamente de la diferencia t — s.

Un resultado clave en la teoria de los procesos de Lévy, es la féormula de
Lévy-Kinchine, que calcula la funcién caracteristica de las variables X; como

E<€th> — etd}(z)

)



donde la funcién 1 se llama exponente caracteristico, y esta dada por

1
V() = b2+ 30%0 + [ (e = 1= 2yl e (dy)

con b y ¢ > 0 constantes reales, y II una medida positiva en R — {0} tal
que [(1Ay*)(dy) < 400, que se denomina medida de Lévy. Es importante
destacar, que la funcén ¥, que siempre esta definida para valores de z imagi-
narios puros, determina completamente la distribucién de probabilidades del
proceso. Tomando la notacién de la teoria de las semimartingalas, identifi-
caremos también cada distribucién de un proceso de Lévy con una tripleta
(b, 0, I1). Los procesos de Lévy son la clase menor de procesos, cerrada frente
a la suma de procesos independientes, y los limites débiles, que contienen
al movimiento Browniano de las finanzas, y a los procesos de Poisson com-
puestos de la matematica actuarial.

El modelo de la bolsa parisina, introducido por Bachelier es un proceso
de Lévy con tripleta (a,,0). El proceso de riesgo con N de Poisson con
pardmetro A, tiene tripleta (a,0, A\F'(—dx)), si F(dz) denota la distribucién
de las variables de reclamo de Y.



Clase 2

Valuacién de opciones
europeas, americanas y
perpetuas

Consideremos un modelo matematico de un mercado financiero como en la
clase anterior, ahora con la modificacién introducida por Samuelson [2]. El
activo sin riesgo (bono) B = {B;}+>0, viene dado por

o rt
Bt - BO6 )

y la evolucién del segundo activo (activo con riesgo, risky asset o stock)
es modelada a través de la exponencial de un movimiento Browniano con
tendencia S = {S;}i>0, dado por

St — Soeat+JWt — ex+at+aWt

donde W = {W, };>0 es un movimiento Browniano, y notamos Sy = €”.

2.1 Opciones europeas. Black - Scholes 1973

La férmula de Black y Scholes (1973) [4] da el precio racional o precio justo
para las opciones europeas. Analicemos el caso de las opciones de compra,
o call options. El principio para obtener este resutado es el de cobertura
perfecta o hedging:

10



Es posible construir un portafolio en forma dindmica, constituido por
0B; bonos y v, acciones que totalizan un capital en el instante ¢ dado por
Xt = BBy + 75; tal que

1. Es un portafolio autofinanciante (self-financing)
Btdﬁt + Std’}/t =0.

Esta condicién significa que en el transcurso del tiempo, el portafolio
varia Unicamente por cambios en la proporcién de bonos y acciones, y
por la fluctuacion del precio de estos activos, y no se introduce ni se
extrae capital.

2. En t =T el capital del portafolio coincide con el compromiso asumido
por el lanzador de la opcidn, es decir

Xr = BrBr +rSr = (St — K)*

Basado en este principio, el precio se define como el capital inicial necesario
para construir un portafolio que cumpla las propiedades anteriores, lo que
trivializa la introduccion de la opcién europea en el modelo, ya que es equiv-
alente a una posibilidad de inversion preexistente. El valor de la opcion viene
dado por la Férmula de Black y Scholes que, notando V' (Sy, T') al precio de
esta opcién, establece

V(Sy, T) = Sp®(z,) — Ke " ®(x,)
o In(e/K) + (r + 0?/2)T
Ty = T
. In(z/K) + (r — 02/2)T
p T

donde ®(x) es la funcién de distribucién de una variable aleatoria gaussiana.
Comentarios:

1. Dos herramientas de calculo estocastico utilizadas en la obtencién de
esta formula son

11



e La formula de Ito, que expresa los diferenciales de funciones del
movimiento Browniano,

e El teorema de Girsanov, que permite expresar la densidad de
Radom-Nykodym entre dos medidas de probabilidad equivalentes
en el espacio de trayectorias de los procesos estocdsticos que esta-
mos considerando.

2. Un resultado importante de este célculo es que existe una iinica medi-
da de probabilidad P*, llamada medida libre de riesgo o risk-neutral
probability, y que el precio de la opcion se puede calcular como una
esperanza matematica bajo esta medida,

V(So,T) = E*[e "™ (Sy — K) ™).
P* esta caracterizada por la condicion

S

“! es una martingala bajo P*
t

Se dice también que el mercado es completo, y existe un resultado clave
que establece que la posibilidad de construir una cobertura perfecta
esta relacionada con la unicidad de la medida que cumple la condicién
anterior. Por detalles, ver [11] o [12]

2.2 Opciones americanas, perpetuas, y para-
da 6ptima

Denotemos ahora por 7 el tiempo de ejercicio de la opcion que es elegido por
el poseedor de la opcién (holder), y cumple

0<r<T.
Si Va(So, T) es el precio de una opcién americana, tenemos que encontrar
e El precio racional de de la opcién

e El tiempo optimo de ejercicio, que notaremos 7%, para esta opcion.

12



Para obtener la solucion de este problema, nos basamos en argumentos
similares al caso europeo, es decir apelamos a construir una cobertura perfec-
ta con la diferencia que en este caso debemos tener en cuenta no solamente
el ultimo instante T, y la propiedad de autofinanciacion, sino que el capital
de nuestro portafolio dinamico debe cumplir

X = B¢B; +7:S; > (S; — K)* para todo 0 <t < T.
El resultado de este planteo es que

Va(So,T) = sup B* e~ (S, — K)*] = B'[e™" (S, — K)*]

es decir, el precio de la opciéon americana estd dado por la funcién de costo
de un problema de parada 6ptima. Los detalles pueden verse en [13].

Un ejemplo importante que admite solucién cerrada es el caso de una
opcién de compra americana (sobre una accién que no paga dividendos),
cuyo precio resulta ser equivalente al de la opcién europea, y el momento
éptimo de ejercicio es 7F = T'. Es un resultado de Merton de 1973, [3]. En el
caso general, cuando los activos pagan dividendos, o se consideran opciones
americanas de venta, las soluciones son calculadas basicamente mediante tres
métodos

1. Caélculo numérico sobre una ecuacién en derivadas parciales con frontera
movil

1
502x2vm(x, t) +raVy(z, t) + Vi(z, t) = rV(x,t)

bajo la condicion
V(z,T) > (K —x)".

2. Resolucion del problema para paseos al azar, basados en la induccion
hacia atras de la programacién dindmica.

3. Métodos montecarlo.

2.3 Una demstracion elemental del Put per-
petuo

Consideremos el caso perpetuo, es decir T = oo. Las opciones perpetuas
de compra, tienen ejercicio 6ptimo en 7' = oo, y funcién de costo V4 (Sy) =

13



Va(Sp, 00) = Sp, como se puede ver tomando limite si T — oo, ver [6]. Para
las opciones de compra, o put options, Mc Kean en 1965 [18], encontré la
solucion exacta del problema de parada éptima, mediante la solucién de un
problema de frontera libre para la ecuacion del calor, del tipo descrito antes
pero con T' = oco. Daremos una demostracion elemental de este resultado sin
utilizar célculo estocdstico, tomada de [14].

Teorema 1 FEl precio de una opcion de compra perpetua en el modelo de
Black Scholes viene dado por

oSyt si So> 8
VA(SO)_{K—SO si 0< 8 <S;

donde 5 K K
r 14a o
@ o2’ @ (1+a> ’ " 14a

El ejercicio optimo esta dado por el tiempo de parada

" =inf{t > 0:S5; < S5}

Demostracion. Para demostrar que la pareja formada la funciéon V4(Sp) y el
tiempo 7* son la solucion del problema de parada 6ptima, verificamos las dos
siguientes propiedades:

(A) Va(So) = E(e™"™ (K = S-)7),
(B) Va(So) > E(e7"" (K — S,)*), para cualquier tiempo de parada 7

Notemos w = w(y),y > 0, la funcién definida mediante w(y) = Cy~°.
Veamos que {e "'w(S;)} es una martingala. En efecto, si h > 0

o2
E<€7T(t+h)5tf+oz . 6thStfa|Ft) — efrtstfa [Eefrhfachhfa(r77)h o 1} —

2 2

e_”tS{O‘{exp(—[r + (1/2% —a(r— %)]h) — 1} =0

por la eleccion de a.

Si SQ>S*

Ee " (K = S )" = Be7T (K = S ) 1pecoey = OB 528 (e ey =

14



= lim Ee ™" M (S (epsy) = CSy ™.

por argumentos estandar para pasar al limite. Si Sy < S*, 7 = 0y
Ee (K — S;-)" = K — Sy, concluyendo (A).
Para verificar (B) consideremos la funcién auxiliar ¢ = ¢(y),y > 0 dada
por
Y, 0<y<S*—K,

o(y) = ,
K — (%)_3, S*— K <.

Valen las siguientes propiedades,

o ¢(w(y)) = Valy)

e ¢ es concava

o o(ky) < ko(y) para k > 1.

Veamos que, {e "V4(S;) }+>0 es una supermartingala. Para h > 0
E(e™ VA(Sen)|F) = e B((w(Sen) | F)

< 67T(t+h)¢<E<w(St+h>’Ft)) _ efr(t+h)¢(erhw(5t)) <
e "p(w(Sy)) = e V().

Entonces, si 7 es un tiempo de parada
Ee (K — S,)" = E lim e (K — Sop)t
< lim inf Ee "MK — S )T

< li{n inf E€_T(TAt)VA<ST/\t> < Va(So)

verificando (B) y completando la prueba.
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Clase 3

Probabilidades de ruina y
opciones perpetuas para
procesos de Lévy

En esta clase exponemos en primer lugar un resultado que da probabili-
dades de ruina exactas para procesos de Lévy, cuando los saltos positivos
son arbitrarios y los negativos estan distribuidos de acuerdo a una mezcla
de exponenciales, similar al caso de los paseos al azar. En segundo lugar,
damos precios para opciones perpetuas cuando el activo con riesgo tiene co-
mo fuente de incertidumbre un proceso de Lévy. Tanto las funciones de
costo como los tiempos éptimos se expresan en funcién de la distribucion del
maximo del proceso de Lévy, detenido en un instante aleatorio exponencial e
independiente del proceso, en el caso de que el stock pague dividendos. Co-
mo la distribucion del maximo, es la probabilidad de ruina del proceso dual
o inverso, obtenemos que los precios de opciones se podran calcular, una
vez conocidas estas probabilidades de ruina. Los resultados aqui presentados
fueron obtenidos en [15] y [6].
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3.1 Ruina para procesos de Lévy con saltos
negativos mezcla de exponenciales y pos-
itivos arbitrarios

Consideremos entonces un proceso de Lévy X = {X;};>¢, con tripleta dada
por (b,0,11) y exponente caracteristico 1) dado por

1
P(z) = bz + 50222 + /R(ezy — 1 — 2yl <) 1(dy)
Consideramos las variables auxiliares M e I dadas por

M= sup X, yv I= inf X,
0<t<7(v) 0<t<7(v)

donde 7(7) es una variable exponencial independiente de X con pardmetro
v, 81y >0y 7(y) =00siy=0. M eI representan el méximo y minimo
del proceso en caso v = 0, respectivamente, y si v > 0, se dice que estan
detenidos con una tasa ~y (killed at rate ). Por ltimo, el conocimiento de la
probabilidad de ruina para el proceso {x— X;} para todo x > 0 es equivalente
a conocer la distribucion de M, por lo que centraremos la atencién en la
distribucién de las variables M e I.

Teorema 2 (a) Sea X un proceso de Lévy con o > 0, y medida de saltos
dada por
A j=1 apage” Yy >0,
I(y) =
7(dy) y <0,

donde w(dy) es una medida de saltos arbitraria, es decir, X tiene saltos
positivos distribuidos de acuerdo a una mezcla de exponenciales. 1 denota
la continuacion analitica al conjunto {R(z) > 0,z # o,k = 1,...,n} del
exponente caracteristico. FEntonces, la variable M, cuando es propia tiene
una densidad dada por

n+1
fuly) =D Apre™, y >0,
k=1
donde py,...,ppi1, que cumplen

O<pr <o <p2<...<ay<pPn

17



son las raices reales y positivas de la ecuacion ¥ (p) = v y los coeficientes
vienen dados por

T, (2 —
Aj n-fl 1( ) )
Hk 1 k;é](p_k - 1)
(b) Sea ahora X un proceso de Lévy con o >0, y

m(dy) y >0,
(y) =
wp_y biBee® vy y < 0,

m(dy) arbitraria. 1 es ahora la continuacion analitica o {R(z) < 0,z #

— 0Bk, k=1,...,n} del exponente caracteristico. Entonces I, tiene densidad
n+1
frly) = Bege ¥, y <0,
k=1

donde ahora —qni1 < —qn < ... < —q1 < 0 son las raices reales y negativas
de la ecuacion (p) =7, y los coeficientes vienen dados por

H 4
B; = nfll( ), j=1,...
Hklk;ﬁ](qk_l)

3.2 Valuacién de opciones perpetuas para un
proceso de Lévy

Consideremos un modelo con S; = Spe** y § > 0. Daremos la solucién del
problema de parada optima

Ve (So) = sup E(e™"H7(S, — K)T).

7>0

que corresponde a la valaucién de opciones perpetuas de compra con divi-
dendos. Recordamos que el caso sin dividendos es trivial.

Teorema 3 (Call perpetuo con dividendos) Sea

M= sup X,
0<t<7(r+9)
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con T(r + 9) una variable exponencial con pardametro r + 0, e independiente
de X. Entonces E(e™) < oo, la funcién de costo del problema de parada
optima es

E[Soe™ — KE(eM)|*

Ve(So) = Ble™) ;

y el tiempo optimo de parada
7 =inf{t > 0: S, > Si},
con S¥ = KE(eM).
Nota: Este teorema es una generalizacion directa del correspondiente para
paseos al azar, en Darling, Ligget y Taylor (1972) [16].

Consideremos el caso de una opcién de venta. Sea ahora la tasa de divi-
dendos § > 0, y consideremos el problema

Vp(So) = sup E(e~ 97 (K — S.)).

>0
Teorema 4 (Put perpetuo con dividendos) Notemos

I = inf Xt
0<t<7(r+9)

con 7(6 + 1) como en el Teorema anterior. Luego E(e') >0y

E[KE(e!) — Spel]*
E(ef)

Vp(So) =

El tiempo de parada éptimo es
7, =inf{t > 0:9; < S7},
donde Sy = KE(e").

El siguiente corolario es de interés por la similitud de las fuciones de costo
para opciones perpetuas americanas y la formula de Black y Scholes
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Corolario 1 (Férmula B-S) (a) Si§ >0
Ve (So) = SoP(SeeM > SF) — KP(SpeM > S,

donde P es la medida definida por

€M

dP = —dP.
E(eM)

(b) Sid >0,
Vp(So) = KP(Soe" < S3)) — SoP(Soe’ < S2)),

donde P

e[

P=_———dP.
d E*(ef)d

3.3 Formulas cerradas para saltos exponen-
ciales

La combinacién de los resultados anteriores, es decir, la sustitucién de las
densidades del maximo y minimo del proceso de Lévy en los resultados an-
teriores produce las siguientes férmulas cerradas.

Teorema 5 (Call perpetuo) Sea X un proceso de Lévy con saltos posi-
tivos mezcla de exponenciales. Para 6 > 0, sea

n+1 Dh
S =KY" A, ,
kz::l pr— 1

con 0 < py < ...<pp1 las raices positivas de p(p) = r+9, y los coeficientes
Aq,..., Any1 como antes. El precio de un call perpetuo es

Zn+1 i(i)pk So <57,

k=1 p,—1\ Sk
Ve(So) =
SO - K So > S:

El ejercicio optimo viene dado por

" =inf{t > 0: S, > S:}.
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Comentarios:

e Si II = 0, es decir, tenemos el modelo de Black y Scholes sin saltos se
obtiene en este Teorema el resultado de Merton de 1973, [3]

e Si los saltos positivos son exponenciales con densidad h(z) = ae™**

los negativos nulos, es decir m = 0 se obtienen los resultados en [17].

y

Teorema 6 (Put perpetuo) Sea X un proceso de Lévy con saltos nega-
tivos distribuidos de acuerdo a una mezcla de exponenciales. Notemos, para
0 >0,

n+1 Tk
S*=K)» By,——,
P kz::l qr + 1
donde —qi,...,—qu+1, son las raices negativas de ¥(p) =+ 9, y los coefi-
cientes By, ..., B,i1 son como antes. El precio del put perpetuo es
K-S So <55,

Vp(So) =

Sop B (i)% So > S;.

k=1 g,+1 Sy
El ejercicio optimo viene dado por
7, =inf{t > 0:5; < S;}.
Comentarios:

e Si Il = 0, es decir, consideramos el modelo B-S sin saltos, se obtiene el
resultado de Mc Kean de 1965, [18].

e Si h(x) =0y 7= A\F, F una distribucién de probabilidad, obtenemos
el resultado de X.L. Zhang de 1995, [19].

e Si el proceso de Lévy viene dado por X, = at + oW, + XM, Y; con {Y;}
v.a.i.i.d. con distribuciones mezcla de exponenciales a ambos lados,
podemos obtener féormulas cerradas para opciones perpetuas call y put
en forma simultanea. Parece ser un modelo lo suficientemente general
para modelar datos empiricos con saltos “grandes” y suficientemente
parsimonioso para obtener férmulas cerradas.
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