
0.0. Ejercicios 1

Ejercicios de Funciones Caracteŕısiticas

1. Hallar la función caracteŕıstica de una variable aleatoria: (a) con
distribución uniforme en el intervalo (−`, `); (b) con densidad dada por
p(x) = (1− cosx)/(πx2).

2. Dada una variable aleatoria X, la variable aleatoria simetrizada, de-
signada Xs, se define mediante la igualdad Xs = X − Y , donde Y es
una variable aleatoria independiente de X, y con su misma distribución.
Demostrar que si X tiene función caracteŕıstica f(t), entonces, Xs tiene
función caracteŕıstica |f(t)|2.

3. Consideremos funciones caracteŕısticas f1(t), . . . , fn(t), y constantes
positivas b1, . . . , bn, que verifican b1+ · · ·+bn = 1. Demostrar que b1f1(t)+
· · ·+ bnfn(t) es una función caracteŕıstica.

4. Determinar si las siguientes son funciones caracteŕısticas: (a) sen t;

(b) cos t; (c) cos2 t; (d) sen t + cos t; (e)
(
eit + e2it

)3
/8; (f) Re f(t), donde

f(t) es una función caracteŕıstica; (g) Im f(t) donde f(t) es una función
caracteŕıstica.

5. Calcular la varianza varX, de una variable aleatoria X, con función

caracteŕıstica f(t) =
(
1 + e3it

)2
/4.

6. Utilizando el teorema de unicidad, demostrar: si X e Y son variables
aleatorias independientes, con distribución de Poisson con parámetros λ1
y λ2 respectivamente, entonces X + Y tiene distribución de Poisson con
parámetro λ1 + λ2.

7. (a) Hallar la función caracteŕıstica de una variable aleatoria con dis-
tribución Gama, con parámetros (α, β). (b) Demostrar que si T1, . . . , Tn
son variables aleatorias independientes con distribución común exponen-
cial de parámetro α, entonces, su suma T1 + · · ·+Tn, tiene densidad dada
por p(x) = αnxn−1e−αx/(n− 1)!.



Ejercicios del Teorema central del ĺımite

1. Al disparar a un blanco, se obtienen 10 puntos con probabilidad 0,3; 9
puntos con probabilidad 0,3; 8 con probabilidad 0,2; 7 con probabilidad 0,1
y 6 con probabilidad 0,1. Utilizando el teorema central del ĺımite, estimar
la probabilidad de que, al realizar 100 disparos, se obtengan más de 870
puntos.

2. Se tira un dado 500 veces. Hallar un valor aproximado para la proba-
bilidad de que la suma de puntos obtenidos sea mayor que 1800.

3. Sea {Xn} una sucesión de variables aleatorias independientes, con
esperanza nula. Supongamos que |Xn| ≤ C para todo n, donde C es una
cierta constante. Sea Bn =

∑n
k=1 varX2

k . Demostrar que si Bn →∞ (n→
∞), entonces, es aplicable el teorema central del ĺımite a esta sucesión, es

decir P
(

1√
Bn

∑n
k=1Xk ≤ x

)
→ Φ(x).

4. Sea {Xn} una sucesión de variables aleatorias independientes, que
verifican P(Xn = −1/

√
n) = P(Xn = 1/

√
n) = p, P(Xn = 0) = 1 − 2p

para todo n, y algún p en el intervalo 0 < p ≤ 1/2. ¿Es aplicable el teorema
central del ĺımite a esta sucesión?

5. Sea µ la cantidad de éxitos, en una serie n experimentos independien-
tes, con dos resultados posibles cada uno (éxito y fracaso). Sea pk la pro-
babilidad de que ocurra un éxito en el k-ésimo experimento, y qk = 1−pk,
la probabilidad de que ocurra un fracaso (k = 1, 2, . . . ). Demostrar que si∑∞

k=1 pkqk = ∞, entonces, la función de distribución de la variable alea-
toria (µ −

∑n
k=1 pk)(

∑n
k=1 pkqk)

−1/2 (cantidad de éxitos, normalizados),
converge a la distribución normal estándar, si n→∞.

6. Sea {Xn} una sucesión de variables aleatorias independientes, con
esperanza matemática nula. Supongamos que se verifica

n∑
k=1

E |Xk|3 ≤ Bn,
n∑
k=1

E |Xk|2 ≥ An

para todo n, donde A y B son constantes positivas. ¿Es aplicable el teo-
rema central del ĺımite a esta sucesión?
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7. Consideremos una sucesión {Xn} de variables aleatorias independien-
tes, idénticamente distribuidas, con distribución de Poisson con parámetro

1. Hallar ĺımn→∞P
(

1√
n

(∑n
k=1Xk − n

)
≤ x

)
. para todo x > 0.

8. Demostrar la fórmula

1− Φ(x) =
1

x
√

2π
e−x

2/2
(

1 +O
( 1

x2

))
(x→∞). (1)

(Sugerencia: Utilizar la identidad
∫∞
x
e−t

2/2dt =
∫∞
x

1
t
d
(
e−t

2/2
)

e integrar
por partes.)

9. Sea {Xn} una sucesión de variables aleatorias independientes, idénti-
camente distribuidas, con esperanza nula y varianza σ2 > 0. Designemos

Fn(x) = P
(

1
σ
√
n

∑n
k=1Xk ≤ x

)
. Demostrar que si se verifica

|Fn(x)− Φ(x)| ≤ C√
n

para todo x real, y todo n natural, donde C es una constante positiva,
entonces, para 0 < ε < 1, se verifica

1− Fn(x)

1− Φ(x)
→ 1 (n→∞),

uniformemente, en el conjunto 0 ≤ x ≤ (1− ε)
√

lnn. (Sugerencia: utilizar
la fórmula (1).)


