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EJERCICIOS DE MARTINGALAS

Esperanza condicional

1. Varianza condicional. Consideremos una variable aleatoria X, y otra variable aleatoria Y con varianza
varY. Definimos la varianza condicional de Y dada X, que designamos var(Y | X), mediante

var(Y | X) =E((Y —EY)* | X).
Demostrar la férmula varY = varE(Y | X) + Evar(Y | X).

2. Sean N, X1,..., X variables aleatorias independientes, tales que X1,..., Xk son idénticamente distri-
buidas y existe EX; = a. Supongamos ademas que la variable aleatoria N tiene distribucion discreta, y
toma una cantidad finita de valores k = 1,..., K. Se define la variable aleatoria

N
S:ZXk:X1+"'+XN7 (1)
=1

que es la suma de una cantidad aleatoria de sumandos. (a) Demostrar que E(S | N) = aN, y concluir que
ES = EX,EN. (b) Si exisite varX;, demostrar que varS = a?varN + ENvarX;.

3. Sean X,Y variables aleatorias independientes con igual distribucién y esperanza finita. Demostrar

X+Y
E(X|X+Y)=E(Y|X+Y)= ; .
4. Sea {X7,X5,...} una sucesién de variables aleatorias independientes con igual distribucién y esperanza
finita. Demostrar que
Sh,
E(X; | Sh,Snt1,.-.) = o

donde S,, = X1+ ---+ X,,.
Martingalas

1. Demostrar las propiedades 3,4,5 y 6 de la pagina 8 de las notas.
2. Demostrar que la variable aletoria definida en el Ejemplo basico de la pagina 12 es un tiempo de parada.

3. Sean 7 y o tiempos de parada en un espacio con filtracién, y N un natural positivo. Determinar si son
tiempos de parada las variables aleatorias siguientes: (a) 7 + N; (b) 7 — N; (¢) max(r,0); (d) min(r,0);
(e) T+o.

4. Integrabilidad Uniforme. Consideremos una sucesién Yy, Y7, ... de variables aleatorias.

a) Se sabe que si la sucesion {Y,,} es uniformemente integrable, entonces sup, E|Y,,| < co. {El reciproco
( ) q n g , Pn n A p

es cierto?.

(b) Supongamos que Y,, =Y (n =0,1,...). Verificar que {Y,,} es uniformemente integrable si y solo si
existe EY.



(¢) Sabemos que si existe una variable aleatoria nonegativa Y, con EY < oo, y tal que |Y,,| <Y para todo
n, la sucesion {Y,,} es uniformemente integrable. ;El reciproco es cierto?

(d) Supongamos que sup,, E|Y,,|'*% < L, donde § > 0 y L son constantes. Demostrar que la sucesién {Y;,}
es uniformemente integrable. ; Es cierto el reciproco de esta proposicion?

(e) Criterio de La Vallée Pussin: Si existe una funcién ®: [0,00) — [0, 00) mondtona creciente, tal que
lim, 00 () /2 = 00, y sup,, E®(|Y,|) < oo, entonces, la sucesién {Y,,} es uniformemente integrable. (El
reciproco de esta proposicién es cierto!: dada {Y,,} uniformemente integrable, existe una tal funcién ®.)

5. Consideremos una variable aleatoria Z con esperanza EZ y definamos Y,, = E(Z | F,,) (n = 0,1,...),
donde {F,} es una filtracién. Demostrar que {Y,,} es una martingala, que converge casi seguramente, y
en media.

6. Consideremos el espacio de sucesos elementales = (0, 1], la o-algebra de Borel B, junto con P la medida
de Lebesgue en . Sea Z una variable aleatoria con esperanza matemadtica definida en este espacio de

probabilidad. Para cada n = 0,1,... introducimos la variable aleatoria
2" —1

Xn(w) = Z kl{ro—ncw<(kr1)a—nys
k=0

y los vectores F,, = (Xo,...,X,) (n=0,1,...). Calcular Y,, = E(Z | F,,) paran = 0,1,.... (a) {Existe
el limite casi seguro de {Y,}7?; (b) iy el limite en media?
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