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1 MARTINGALAS CON TIEMPO DISCRETO.

1.1 Esperanzas condicionales

Definicion.
(Q,2, P) espacio de probabilidad
X : Q — R variable aleatoria, X € L'
§ sub-o-algebra de 2.

Se define, para cada A € g,
w(A) = E (X.1,)

1 es una medida finita signada sobre §, absolutamente continua con respecto
a P/§. Por la tanto, existe la derivada (de Radon-Nykodim) de p con
respecto a P/§, que denotamos j—l’i.

Se define la ”esperanza condicional de la variable aleatoria X dada la
o-algebra §”:

dp

FE(X = —.

(x/3) = 0

es decir que E (X/F) es la tnica funcién (médulo la probabilidad P) de
Q — R tal que

1. E(X/§) es §-medible,

/AXdP:/AE(X/g) dP YV AE€F



Propiedades de las esperanzas condicionales.

1.

2.

X ~ E (X/F) es lineal y monétona.

SiF ={¢,Q}, entonces E (X/F) = E(X) c.s. [notar que F [E (X/F)] =
E(X)].

Maés en general, si § C & son sub o-dlgebras de 2, se verifica que c.s.
E(X/3) = E[E(X/6) /3]

Xn>0,X,1 X cs.—= E(X,/F) 1 E(X/F) cs.
Si X es §-medible y XY € L!, entonces
E(XY/F)=XE(Y/F) cs.

Para probar esto, hacerlo primero cuando Y > 0, X = 15, b € §.
Luego extender.

X independiente de § (i.e. las variables aleatorias X y 14 son inde-
pendientes V A € § ) =

E(X/3) = E(X).

(caso finito)

Sea {Aq, ..., Ay, } una particién medible de € (es decir que Ay, ..., A, €
2A, son 2 a 2 disjuntos y (JiZ}" A; = Q). Suponemos que P(4;) > 0,
j =1,..,my denotamos § = o (A1, ..., A;,) = minima o-algebra de
partes de £2 que contiene a los conjuntos Aq, ..., A, = familia de todas
las posibles uniones de los conjuntos dados Ay, ..., Ap,.

Sea X : ) — R una variable aleatoria que toma un numero finito de
valores, {21, ....,zp}.

Entonces,
E(X/3) (w Zﬂ% P (X =x3/A;) Yw€ A (1)

donde si P(F) >0, P(E/F) = PEDE(;;F)



Es decir que sobre cada conjunto A;, E (X/§) es constante y asume el
valor indicado; es claro que esa funcién es .§-medible. De modo que
para probar (1) hay que probar que

/XdP:/ZlAijk.P(X:xk/Aj) dP V A€g.
A Aj k=1

J=1

Basta hacerlo para A = A;. Es inmediato.

En particular, siY es una nueva variable aleatoria que toma un niimero
finito de valores (2 a 2 #) y1,...,ym ¥ A4; = {Y =y;}, usaremos la
notacion

E(X/Y = yj) = Z:L’kp (X = xk/Y = yj)
k=1

donde el primer miembro se debe interpretar como E (X/§) (w) con
Y(w) = y;.

Observaciones.

e Si en lugar de una particién finita consideramos una particién
numerable de €2, todo lo anterior vale sin cambios significativos.

e Heuristicamente, el significado de E(X/Y = y;) es el del valor

esperado de la variable aleatoria X, ”cuando sabemos ocurrié
el evento de que la variable aleatoria Y toma el valor y;”, es
decir, el valor esperado de una variable aleatoria que toma los
mismos valores posibles que X, o sea z1,....,,, pero no con las
probabilidades originales (que son P (X = x),k = 1,...,n) sino
con las probabilidades condicionales P (X = z3/Y = y;). Claro
que esto es posible si P(Y = y;) > 0, aplicando la definicién
elemental de probabilidad condicional.
En cambio, si la variable aleatoria Y no es discreta (es decir,
si la distribucién de Y no es puramente atémica) tenemos difi-
cultades, porque el evento {Y = y;} que figura como condicién,
puede tener probabilidad nula. Podriamos tratar de aproximar
ese evento por eventos ”préoximos” con probabilidad pequena, es-
cribir la probabilidad condicional como cociente y luego pasar al
limite; ésta es la idea de derivar la probabilidad, aunque la forma
rigurosa de hacerlo en el caso general es mediante el teorema de
Radon-Nykodim. Este es el motivo de la definicién formal de
esperanza condicional que dimos al principio.



8. (pareja de variables aleatorias con densidad conjunta)

Consideremos como espacion de probabilidad el espacio producto E7 x
FE>, donde F; ~ R, EFs ~ R, y una medida P sobre la o-dlgebra de
Borel, absolutamente continua con respecto a la medida de Borel, con
densidad f(z,y).

Denotamos mediante X, Y las variables aleatorias coordenadas (es de-
cir, X(x,y) = z,Y(z,y) = y), que son variables aleatorias a valores
reales, cuyas distribuciones de probabilidad tienen densidades respec-
tivas

+00 +oo
px () = / fay)dy, py(y) = / f (. y)de

(las ”densidades marginales”).

Sea § la sub g-algebra de la o-algebra de Borel de Fq X Es engendrada
por todos los conjuntos de la forma F; x B, donde B es un Boreliano
en Fy. Observar que una funcién definida en E; X Es, medible con
respecto a §, es solo funcién de la segunda coordenada y. Eso ocurre,
por lo tanto con E (X/F) y tenemos derecho a escribir

e(y) = E(X/3) (z,y).

Entonces, para cada pareja de reales y1,y2, y1 < y2 :

b (Xl[yl,yz}(y)) [ (X/S) [y1,y2] (Y)] (2)

usando 2. y 4. ut supra (observar que la variable aleatoria 1, ,,)(Y)
es §-medible).

Reemplazando en ambos miembros de (2), se tiene la igualdad:

+oo +0o0
/ dx/ :L‘fa:ydy—/ dx/ y)dy
1 Y1

que implica (Teorema de Fubini mediante):

+oo +o0
o) = — / w-f(:vyy)de/ z.f(x/y)dz con f(x/y)=

pY(y> —00 -0

donde la igualdad vale modulo Py, la distribucion de probabilidad de
Y.

f(x/y) es la ”densidad condicional de X dado que Y = y”.




9.

10.

(desigualdad de Jensen para esperanzas condicionales)

Sean ® : R! — R! convexa, X una variable aleatoria en L' y tal que
Y=0oXecL.

Entonces
QE(X/T)] < E(R(X)/F) cs. (3)

Para probar (3), como ® es convexa, para cada x € R podemos en-
contrar A(z) (coeficiente angular de una recta de apoyo al grafico de
® en z), de modo que

P(y) > @(z) + Az)(y —z) VyeR (4)

Mais atin, podemos elegir la funcién A de modo que sea Borel-medible,
ya que una eleccion posible es

) Ly @
AMz) = lim (z+ "1) (z)
n—-+o0o =
n
y para cada n, la funcién
d(z+ 1) — o(x)

es continua y, por lo tanto, Borel medible. (Recordar que el limite
puntual de funciones medibles es medible).

Reemplazando en (4) y por X(w) y x por E (X/§) (w) se obtiene:
O(X) = @ (E(X/3)) + A(E(X/F)) [X - E(X/3)]

(donde, como es habitual, hemos suprimido "w” en ambos miembros).
Ahora tomamos esperanza condicional dada § en ambos miembros y
usamos que la variable aleatoria

w ~ A (E(X/F) ()

es §-medible (composicién de una funcién §-medible con una funcién
Borel-medible), conjuntamente con la propiedad 4. ut-supra. Esto
prueba (3).00

X, —Xen L' = E(X,/3) — E(X/F) en L.
Aplicando la desigualdad de Jensen:

EE(Xn/3) - E(X/3)] < EIE(|Xn - X[/T)] = E (| Xn — X]) = 0.



11. (La esperanza condicional como proyeccién ortogonal en L?)

Sea S el subespacio de L? = L?(Q,2, P) de las variables aleatorias a
valores reales que son §-medibles. Es obvio que S es cerrado.

Sea 7g la proyeccién ortogonal de L? sobre S.

Entonces, si X € L? se tiene
ms(X) = E(X/3) (5)

Observar que si X € L?, entonces también X € L', de modo que la
esperanza condicional estd bien definida. Notar ademéds que E (X/F) €
L? ya que:

E(IB(X/5)) < B (B (XY/5)) = B (X?) < o0
(5) se sigue de que
E[(X -E(X/3)Y]=0

para toda variable aleatoria Y € S.

1.2 Filtraciones. Definicién de martingala discreta.

Definicién. (2,2, P) espacio de probabilidad.

En lo que sigue, una filtracién” {Fn},cp es una sucesiéon de sub o-
algebras de %, creciente, i.e. §, C Fn+1Vn. Por un largo trecho, supon-
dremos que el conjunto 7" es el de los naturales o el de los enteros; mas
adelante, tendremos que modificar una serie de puntos para encarar los
problemas cuando el parametro varia en los reales, o en algin otro conjunto
de indices.

Usamos las notaciones

g—oo = ﬂgn

para representar, respectivamente, la o-algebra engendrada por la unién de
las §,’s y la o-4lgebra interseccién de las §,,’s.

Definicidnes.

Un proceso estocdstico definido en el mismo espacio de probabilidad (o
lo que es lo mismo en nuestro caso, una sucesiéon de variables aleatorias)



{Xn},er es adaptado a la filtracion {§,},cr si X, es §p-medible para
todon € T.

El proceso estocastico { X}, . es previsible con respecto a la filtracién
{Sn}ner st Xy es §,—1-medible para todo n € T.

Un proceso estocastico {X,}, .p es una submartingala (respectiva-
mente supermartingala, martingala) con respecto a la filtracién {$n},,cr
si cumple las siguientes condiciones:

L. {Xn},er es adaptado a {§n},cp-
2. X, e L' YyneT.

3. casi seguramente E(X,11/F,) > X,, (respectivamente <, =)

Observaciones.

- En la definicién la condicién 2. puede reemplazarse por X} € L!
(respectivamente X,, € L', X,, e L)) vn e T .

- Un caso especial importante, es aquél en que el proceso estocéstico
{Xn}er esta dado y se define la filtracién mediante &,, = o (Xy, : m < n),
la minima o-4lgebra con respecto a la cual las variables aleatorias { X,,, : m < n}
son medibles. Es decir que &,, contiene la informacion generada por el pro-
ceso hasta el instante n. La filtracién {&,}, ., asi definida, se denomina la
”filtracion engendrada por el proceso dado”.

1.2.1 Propiedades iniciales y ejemplos.

1. (Paseo al azar)

Sea &1,&s, .... una sucesién de variables aleatorias independientes, &,, €
LY E(&,) =0 Vn.
Definimos

Xo=0, X, =& +...4+&, para n>1
Fo=1{0,Q}, §n=0(&,:m<n) para n>1
Entonces, {X,,} es una §,-martingala.

2. Si en el ejemplo anterior se reemplaza E (§,)) = 0 por E (§,,) > 0, se
obtiene una submartingala.



. Si{X,},{Ys} son §,-martingalas y a,b ntimeros reales, entonces {aX,, + bY,, }
es también §,-martingala. Del mismo modo, si {X,},{Y,} son F,-
submartingalas (respectivamente supermartingalas) y a,b nimeros reales

no negativos, entonces {aX,, + bY,,} es también §,-submartingala (resp.
supermartingala).

. Sea {X,} una §,-martingala y ® : R — R una funcién convexa. Se
define Y,, = ®(X,,).

Entonces, si Y;, € L' Vn, resulta que {Y,,} es una §,-submartingala.
En particular, si X,, € LP Vn, p > 1, entonces {|X,|"} es una §,-

submartingala.

. Sea {X,,} una §,-submartingala y ® : R — R una funcién convexa y
creciente. Se define Y,, = ®(X,,). Entonces, si Y,, € L' Vn, resulta que
{Y,,} es una §F,-submartingala.

En particular, {X;"'} es una §,-submartingala.

. SeaY € L' y {Fn}, e una filtracién.
Definimos

Xo = E(Y/2) (neT) (6)
Se prueba facilmente que {X,},., es una {§,}, c,-martingala.

Ma3és adelante consideraremos la pregunta inversa, a saber jen qué
condiciones, dada una {3}, .p-martingala {X,}, ., se puede encon-
trar una variable aleatoria Y tal que (6) se cumpla para todo n? Y
mas ain, jcémo se puede describir Y7

. (Derivaci6én en un espacio abstracto)

e (X, T, n) espacio de probabilidad.

o 7, = {A1,...., Ap, } particiéon medible finita de X, creciente con
n en el sentido de que 7,11 es un refinamiento de m,.

o 5y = O'(ﬂ'n) C %nJrl

e Sea v otra medida signada finita sobre (X, &, p), v < @y ty, Vn
las restricciones de u, v respectivamente a §,.

Es claro que




con la convencién de que EA ; =01is pu(4;) =0.

Veamos que {L,} es una {§,}-martingala.

Es claro que L,, es §,-medible, ya que las funciones §,-medibles
son justamente las que son constantes sobre los conjuntos de la
particién que define a §,.

Hay que ver que E (Ly41/8n) = Ly c.s., es decir, que
E(Lpy11a) =E(Lply) Y A€EF, (7)

Basta verificar (7) para A = A; (j = 1,...,my), ya que cada
A € §, es una unién finita disjunta de esos A;.

Pero si A; € §p, entonces, dado que € §p41 es un refinamiento
de € §,, se puede escribir

k)=l/j

= U A}, con Al € Fni1, 2 a2 disjuntos

con lo cual

E (Lys1la,) Z <

k=1

A;) = I/(A;C) = I/(Aj) =F (LnlAj) .
k=1

Una pregunta natural es bajo qué condiciones L,, converge cuando

n — 00 y en ese caso, si el limite es la derivada de Radon-
Nydod1m , dando una interpretacién de ésta similar a la derivacién
ordinaria en un espacio euclidiano.

1.3 Compensador de una sucesiéon adaptada de variables aleato-
rias. Descomposicién de Doob elemental (caso discreto).

Sea (€2, 2, P) un espacio de probabilidad, {§n},_q o  una filtracién definida
enély {Xy,},_¢ 0. unasucesién de variables aleatorias adaptada a {§n}, g1 2,
X, € L' ¥n.

Proposicién. Juna tinica sucesion de variables aleatorias {)Afn }n:0,1,2,...
tal que:

1. Xo=0.

2. {X’n} es previsible
n=0,1,2,...



3. {Xn - )N(n} es una {§, }-martingala.

n=0,1,2,...

Demostracion. Definimos:

Xo = 0
Xo = > BE(X;—-X;.1/8-1) n>1
j=1

1. y 2. son obvias. En cuanto a 3., si n > 1:

£ [(¥en o) - (52 5) )

n+1 n
= E[Xo = Xo/3nl =Y B (X5 = X;0/8-0) + Y E(X; = X;21/8;1) =0
=1 i=1

Si n = 0, se verifica de manera igualmente trivial.

En cuanto a la unicidad, supongamos que {Xn} y también {)?n} veri-
fican 1.,2.,3.
Entonces,

E(Xl—j(il/go> = X()—)A(:O:XO C.S.
E(le)?l/go) = XO*XOIXO C.S.

por lo que
)?1 —5(:1 =F (5(:1 —)Zl/go) =0 c.s.

ya que X 1 — X1 es So-medible. El mismo tipo de argumento permite probar
por induccién completa que X,, — X,, =0 c.s. Vn.OI

Definicién. {Xn} 1o € denomina el compensador (previsible) de
n=0,1,2,...
la sucesion {Xn}, o195 -
Notas y ejemplo basico.
e X, =0 Vnsiy solo siel proceso dado {X,,} es una {g, }-martingala.

. {)an} es creciente (en sentido amplio) si y sélo si el proceso dado { X, }

es una {§, }-submartingala.

10



e Sea {Xn}n=0,1,2,... una {Sn}n:()’m““—martingala, y supongamos ademé&s
que X,, € L? Vn. Entonces Y, = X2 (n =0,1,2,...) es una submartin-
gala y el compensador es, paran > 1 :

Yo = S E(Y-Y1/F1) =Y E(X?-X2,/5)
j=1 =1
= ZE‘ ((Xj — Xj71)2 /3j71) .
j=1

n

De modo que {X 2 _ 17”} es una martingala.

e Un caso particular de lo anterior es el siguiente.

Sea Xo =0, X, =& +...4+&,, (n>1), donde &, &5, ... es una sucesién
de variables aleatorias independientes, E(¢,,) = 0, Var(¢,) = o2.

2 n 2 : 2 n 2
Entonces, el compensandor de X es ijl o, es decir que {Xn - ijl O'j}
es una martingala con respecto a la filtracién engendrada por {¢,}.
Obsérvese que en este caso el compensador es deterministico.

La situacién es ligeramente distinta si consideramos un proceso indizado
en Z en lugar de A. Vemos la modificacién con respecto a la proposicién
anterior en la proposicién siguiente:

Proposicion.

Sea (€2, 2, P) un espacio de probabilidad, {§y },c~ una filtracién definida
en ély X = {X,},cz unasubmartingala adaptada a {J,},cz-

Suponemos ademads que

sup E/ (X;) < 0.
n<0

Entonces, 3 una martingala M = {My}, > vy un proceso A = {A,},cz
previsible, integrable y creciente, tales que

X=M+A (8)
Si ademds lim A, = 0, entonces la descomposicién (8) es tnica.
n——o00
Si ademés es X, > 0Vn = E(A4,) < E(X,) Vn.
Demostracion.
Ponemos

Vi =E(X; = X;-1/8j-1) 20

11



Para n < m:

E| Y Y| =EXn—Xa) < E(Xn)+ sup B (X))

n<j<m nsm

Por lo tanto (Beppo-Levi),

3 i = !
nllinoo Z Yi=A,¢cL
n<j<m
y A= {An},cz es previsible, integrable y creciente. Poniendo M, = X, —
Ay, se verifica que M es una martingala.
Si hubiera dos descomposiciones, X = M® + AW (; =1,2) = A®) —
AD = MDD — M@ es a la vez una martingala y es previsible =

AZ) - Al = B (AZ), - A0, /30) = AP - AY

donde la primera igualdad es por ser previsible y la segunda por ser mar-
tingala. Es decir que Ag) — Aq(ll) no depende de n y como tiende a cero en
—00, es idénticamente nula.

Finalmente, si X;,, > 0 = X, = 0y lo indicado resulta de la acotacién

de E(A,,) .0

1.4 Tiempos de parada.

Definiciones.

Como antes, sea {Fy}, o una filtracién (T' =N 6 T = Z).

Una variable aleatoria 7 : Q — T'U {oco} es un tiempo de parada - o un
{Fn}-tiempo de parada) si

{r=n}ef, Yn

(esto incluye el caso n = oo; hay una cierta imprecisién aqui en el caso
T = Z, en el que se debe agregar +0o y también -co, pero esto no serd una
fuente de problemas).

También se define la ”o-algebra de los sucesos anteriores a 7”:

§r={A € Fo : Yn < 00 se cumple que AN{r =n}} € Fn

Ejemplo bésico (tiempo que demora un proceso estocastico en llegar a un
conjunto).

12



o {X,},—0.12. . sucesién de variables aleatorias a valores reales.
o §, =0 {X,, : m <n} filtracién engendrada por la sucesién.

e acR

Se define el ”tiempo que demora el proceso en llegar al conjunto [a, +00)”
mediante

Ta — mf{anZCL} Sl{}?ééb
Ta = +oo si{}=4¢

1.4.1 Propiedades de los tiempos de parada.

(a) Una variable aleatoria 7 a valores en T'U {oo} es un tiempo de parada
siy sélosi {Tr <n}eF, Vn.

(b) §- es una o-algebra.

(c¢) Generalizacién del ejemplo anterior.

o {Xn}, 019  sucesién de variables aleatorias a valores en un espacio
medible (E, €).

e Ac¢

74 = inf{n:X,€A} si{}#¢
TA - +OO SZ{}:¢

(d) 7 = n es tiempo de parada

(e) Si 71,72 son {§,}-tiempos de parada, entonces 71 V 73 y T1 A T
también son {§), }-tiempos de parada.

(f) Si 71,72 son {Fy}-tiempos de parada, 71 < 79, entonces Fr, C Fry-

En efecto, si A € §;;, = A € Foo, AN {71 =n}. Por lo tanto:

AN{ra=n} = U [AN{ra=n}N{r1 =m}] € Fn

m<n

ya que en la unién, AN {1y =m} € Fn C Jn.
(g) (Proceso estocéstico parado)

13



Sean X = {X,},cr un proceso {§n},cr-adaptado y 7 un tiempo de
parada con respecto a esta filtracién. Se define el ” proceso estocastico parado
en 77: X7 = {X]}, o mediante:

X; (w) = Xn/\T(w) (w)

Proposicién.

Si {Xn}n:0,1,2,.. es {Sn}n:0,1727.__-martingala (resp. supermartingala, sub-
martingala) entonces X7 es {3n}n=0,1,2,... martingala (resp. supermartin-
gala, submartingala).

Demostracion.

Probamos, lo que es més general, que si {{,},_; 5 €s un proceso es-
tocdstico predecible, acotado y > 0, la misma conclusién del enunciado vale
para el proceso {Yy},_q 1 o . definido mediante:

Yo = Xo
Y, = Yo1+¢&,(X,—X,-1) para n>1
La proposicién resultaréd de aplicar esto a &,, = 1751, porque en ese

caso se verifica facilmente que Y;, = X7 .
Para el caso martingala, tenemos que ver que paran > 1 :

FE (Yn/%'n,l) = Yn,1 C.S. (9)
Para los otros casos, es similar. Pero:

E &, (X — Xp1) [Bn-1] = B [(Xn — Xp—1) [Tn-1] =0 c.s.

lo que prueba (9).00

1.5 Desigualdades para martingalas, convergencia, leyes de
grandes numeros.

Teorema (del muestreo opcional de Doob).

Sea X = {Xn},c010, na {Fn},co1 0, -martingala (resp. supermartin-
gala, submartingala).

Consideramos una sucesién (finita) creciente de tiempos de parada 71 <
79 < ... < Ty, que suponemos uniformement acotados superiormente, en el
sentido de que existe una constante C tal que 7, < C Vk=1,...,n.

Entonces, {Xr, },_, , es una {37 },_,  -martingala (resp. super-
martingala, submartingala).

14



Demostracion.
Basta probar el enunciado para n = 2.
Empecemos por probar que

E (XTQ) =E(X:) (resp. <, Z) (10)

Aplicamos lo visto en la demostracién de la proposicién anterior, con
la misma notacion, poniendo &, = 17, cn<ry} = lin<ryy — ln<ry) que es
predecible.

Entonces, {Yn},, 012 € una {Fn},_g1o -martingala (resp. super-
martingala, submartinééfa), con (iveriﬁcar!); -

Yn = YO + (Xn/\TQ - X’n/\’?'l)

Por lo tanto,
E (Xn/\Tz - Xn/\Tl) =0 Vn

Poniendo n > C, resulta (10).
Probemos ahora que

E (XTz/ng) = E(XTl) (resp. <, Z) C.s.
Es decir, se trata de probar que V B € §,, se verifica
E(X;,15) = E(X;1p) (resp. <,>) (11)

Veamos el caso de la igualdad; los otros son similares.
Definimos, parai=1,2:

TiB = Tilp + Clpgc

71,5 €s un tiempo de parada, yaquesin > C, {1 p <n}=Q,ysin <C,
entonces {71 g <n}={r1 <n}NBeF, porser B € F,,.

Analogamente, como B € §,, C §r,, si n < C, entonces {ro p < n} =
{TQ Sn}ﬂBng.

Ademaés es obvio que 71, g < T2 g, de modo que se puede aplicar (10) a
la pareja de tiempos de parada 71 g, 7o p y resulta E(X;, ) = E(X,, ), es
decir que

E (XT21B) + E(XclBC) =F (X‘r1lB) + E(XCIBC)

lo que prueba (11).00
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Teorema (desigualdades de Doob).

Sea { Xy, }y<,< unasubmartingala con respecto a la filtracién {§n } g<,,< n
yA>0. - -

Entonces:

(i)

+
AP (OISI}%XN Xn 2 )\> =B (XNl{maXOSnSN XnEA}> sE (XN) < E(|Xy1)
(12)

AP ( min_ X, < —>\> < —B(X0)+B (XN fyinger oy xaz 2} ) < B (X5)+E (X5)

0<n<N
(13)
(1) Si{Xn}yep<n €s martingala y E (| X,|") <oco Vn=0,...,N y para
algin p > 1, entonces

1
>\ <= P
P (s 10l 2 2) < B (XP) (14
(7i7) Si ademds de las hipdtesis de (ii) es p > 1, entonces:
B max [X,P) < (-2 pE(\XN\”) (15)
0<n<N ~A\p-— 1
Demostracion.
(7) Probamos (12). (13) es similar.
Sea

7 = min{n:0<n <N, X, >} si{}#¢
N si{}=9¢

En virtud del teorema del muestreo opcional de Doob, {X,, Xx} es una
submartingala con respecto a la filtracién {F-,§n}. Por lo tanto,

E(Xn) 2 E(X) =B (X oy xoza) + B (X6 (oo x0ca))

AP <01§nna§xN Xn > A) +FE (XNl{maXOgngN Xn<)\})

Pasando el ultimo término al primer miembro resulta (12).
(11) Aplicar (i) a la submartingala {|X,|"}.
(13i) Sea M = maxo<p<n |X,|. Entonces:

v

—+o00 “+o00
E(MP) = p / NIP(M = A) d) < p / N2 E(|X x| 1arany) dA
0 0

= L B (x5 M)

p—1
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ya que (p — 1) f0+°o /\p_zl{MZ/\}d)\ = MP-1L,
Aplicando la desigualdad de Holder:
p 1 p=1
E(MP) < o1 [E (XN )P [E(MP)]

Pasando el ultimo factor al primer miembro, resulta (#ii).0]

1.5.1 Teorema de convergencia de martingalas.

L {Xn}, 0,19, submartingala, sup, £ (X,5) < 0o = ¢.s. 3 limy— 400 X =
Xoo, Xoo € L.

2. Bajo las condiciones de 1., se puede extender {X"}n=0,172,.. a una sub-
martingala definida en {0, 1,2...} U {+o0} agregando +oo ~» Xo, siy
solo si, { X7}, 5. es uniformemente integrable.

3.S%aYelly {8n}n=012,. una filtracién.

Entonces, X, = E (Y/§y) es una martingala adaptada a {Fn},—9 12
uniformemente integrable y existe lim, 1~ X, = X, casi segura-
mente y en LY. Ademis, Xoo = E (Y/Too)-

4. X = {Xy},_g_1_o  submartingala, inf, E(X,) > —oco = X es
uniformemente integrable y 3 lim, , o X, = X_~, ¢.5. v en L.

La demostracion se basa en el lema siguiente, debido a Doob.
Lema (sobre cruces).
Sea {Xp},, 010 unasubmartingala con respecto a la filtracién {§n},,_o 19
v a,b dos nimeros Vreales, a < b. o
Entonces:
1

E (UR (a,b)) < 3—F [(Xy —a)" = (X0 —a)"] (16)

Aqui, UX (a,b) = ntimero de cruces hacia arriba de la banda [a, b] entre
0 v N, que se puede definir formalmente de la manera siguiente:
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Para cada trayectoria { X, },,_ ;5 , definimos por recurrencia la sucesion
T Uy gLy

70 = 0

71 = min{n: X, <a}

To = min{n:n>7y, X, > b}
Tok+1 = min{n:n > 19y, X, <a}
Topy2 = min{n:n > 7941, X, > b}

donde se usa la convencién de que min(¢) = +00, y si un cierto 7 es igual
a +o00, desde alli en adelante los 7 sucesivos también valen +oo.
Entonces,
UR (a,b) = max {k : 79, < N}

Demostracion del lema.

Consideramos el nuevo proceso Y = {Y,,} definido por Y,, = (X, —a)™,
que también es una submartingala, ya que la funcién z ~ T es convexa y
creciente (en sentido amplio).

Es claro que

X _ 7Y
Ux(a,b) = Uy (0,0 —a)

Definimos la sucesion 7¢, 71, 72,... como antes, pero para el proceso )
en lugar de X. Es inmediato que es una sucesiéon creciente de tiempos de
parada.

Sea 7, = 7, AN. {7),},,_012 €s también una sucesién creciente de
tiempos de parada, acotada poi‘ 'N. Elegimos ademads el natural K de tal
modo que 2K > N. Dado que mientras que los 7,, son finitos, forman una
sucesion estrictamente creciente, tiene que ser 7o > N y, por lo tanto,

The = N.
Se tiene:
2K K K-1
Yy —Yo= Z (Y/ o Y{I’L 1) - Z (YTIQn o YTIQn—l) + Z (YT/QnH o YT/Qn)
n=1 n=1 n=0

El primer término estd minorado por (b— a)UY(0,b— a). Tomando esper-
anzas:

7'2n+1

K-1
B(¥y) ~ E(%) > (b - ) B (UK (0.0 —a)) + 3 [
n=0
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Por el teorema del muestreo opcional de Doob, {YT% } es una submartingala
y cada término en la tltima suma es > 0. Se deduce que

E[(Xy-a)t —(Xo—a)t] = E(Yy) - E(Yo) > (b— a)E (UX(0,b — a))
Esto prueba (16).00

Disgresién. (Sobre integrabilidad uniforme).

A titulo de repaso, recordemos que la sucesién de variables aleatorias
{Zn}nzo,m,.n definidas en el espacio de probabilidad (Q,, P) , Z,, € L', es
uniformemente integrable si

sup B (|Za] 1(12,/20}) — 0

cuando a — +00.

El lector verificara que si la sucesién {Z,,} es acotada en LP para algun
p > 1, entonces es uniformemente integrable. También que si, casi segura-
mente, Z, — Zs, cuando n — 400, entonces Z, — Zoo en L' si y soélo si
{Z,} es uniformemente integrable. Mostrar un ejemplo en el cual esto tultimo
se verifica, pero no se cumplen las condiciones del teorema de convergencia
dominada de Lebesgue.

Demostracion del teorema de convergencia.

Para la parte 1. se trata de probar que

P(limX, < limX,) = 0.
Sea UY (a,b) = limy_ 4o U (a,b). Entonces:
{limX, <ImX,} = | J {UL(rs)=+oo}
r,s€Q, r<s

Usando Beppo Levi y el lema sobre cruces (para r, s fijos, r < s:

: . 1
B(UX(rs) = lm E(UX(rs) < lmy o

E[(Xy—-1)"=(Xo—1)T"] <o

La finitud se deduce de la hipétesis. Por lo tanto, UX (r,s) < co con proba-
bilidad 1. Esto prueba que c.s.31im,—, 1o X5, = X . Para ver que X € LY
ie. E(|Xx|) < oo, notar que

E(|Xn]) = 2B(X,)) — E(Xy) < 2B(X,]) — E(Xo)

donde la desigualdad se sigue de que {X,,} es submartingala. Usar ahora la
hipétesis y el lema de Fatou.
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Para probar 2. supongamos que {X;'} es uniformemente integrable.
Entonces, Ya > 0, c.s. X;,, V (—a) — X V (—a) no sélo casi seguramente
sino también en L. Por lo tanto, para cada n fijo, E (X, V (—a)/Fn) —
E (X V (—a)/Fn) en L' cuando m — +oo y casi seguramente sobre una
subsucesién {my}. Como {X,, V (—a)} es submartingala,

E(Xx V(—a)/dn) = kETOOE (X, V(—a)/Fn) > X,V (—a) cs.

Haciendo a T +o00, resulta
E(Xo/Tn) > Xn c.s.

Reciprocamente, si E (Xoo/Fn) > X, c.s. Vn, entonces (desigualdad de
Jensen)
E(X4/30) 2 [BE(Xu/F]" = X ca.

y como {X;V >z} es §,-medible,

B (X xt2) < P (X ez ()

Se trata de probar que {X;'} es uniformemente integrable, es decir que
E (X,TI{X$>$}) — 0 cuando z — +00, uniformemente en n. En virtud de

(17) y de que X, € L', basta probar que P(X," > x) — 0 cuando z — —+o0,
uniformemente en n. Esto se deduce de (z > 0):

P(X; > 7)< B(X[) < LE(XE).

La demostracién de 3. es andloga. Para probar que Xo = E(Y/Fx0)
basta ver que E(Xxlp) = E(Y1p) VB € §~. Para esto, observar que
la familia {B: F(Xx1p) = FE(Y1p)} es un algebra y también una clase
mondtona que contiene a §, Vn, por lo que contiene a §uo-

La parte de convergencia casi segura en la demostracion de 4. es igual a
la andloga de 1. La parte de la integrabilidad uniforme se ve como sigue.

E(X,,) decrece cuando n decrece. La hipétesis dice que limy,— o E(X})
es finito. Sea ng tal que E(X,) > E(X,,) — ¢ si n < ng. Entonces, si
n<nypyax>0:

E(Xal Hxuzay) = B (Xalpza) + B (Xalix,s—ay) = B (Xn)

(Xnolix,>a}) + B (Xnelix,>—a}) = E (Xng) + €
(Xnol{x,>ap) = B (Xnol{x,<—ay) +¢
(

[ Xnol Ljx0)20) + €

IA
SRR ES

IN
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Andlogamente a lo anterior, falta ver que P(|X,| > x) — 0 cuando z — 400,
uniformemente en n. Esto se deduce de:

PX| > o) < B(Xa) = - 2B - B(X,)
1

T

IN

[2E(X(—)i_) - E(Xno) + E] '
U

1.5.2 Aplicacion. Teorema de Wald.

Teorema (Wald).

Sea Sop =0, 5, =& +...+&, (n>1), donde £;,&,, ... es una sucesiéon
de variables aleatorias independientes, F(¢,) = u, E(|£,|) = i Vn.

Denotamos por {gn}nzamw la filtracién engendrada por {fn}n:om,...
So = {gba Q}

Sea 7 un tiempo de parada con respecto a {371}%:07172’“ y supongamos
que F (1) < o0.

Entonces,

(a)

E(S7) = uE (7)

(b) Si ademds Var(¢,) = 0? < oo, entonces
E[(S-— 7'/1,)2] = ?B(T)

Demostracion. {S, —nu},_o; es una {§n},_o1o -martingala =—
(usando el teorema del muestreo opcional) que también {Suar — (R AT}, o4
es una {§n}, o1 -martingala —

E[Spar — (nAT)u] =0

0 sea que
E (Spar) =p E(n A T) (18)

Queremos hacer n T +00. El segundo miembro tiende a E(7). En cuando
al primero, si las variables aleatorias &,, son todas > 0, se pasa al limite en
el primero aplicando el teorema de Beppo Levi y eso prueba (a).

En caso contrario, se aplica el teorema a la sucesién {|¢,|},_;,  en
lugar de {,},_;, . Siponemos Sy = 0, S, = [§4] + ... +[E,] (n > 1),
resulta entonces

E(§) = B (1) < &

21
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y como |[Spar| < §T Vn, podemos aplicar el teorema de convergencia domi-
nada para pasar al limite en el primer miembro de (18).

La demostracién de (b) es similar, teniendo en cuenta que {(S,, — nu)?* — no?}
es martingala.[]

Ejemplo.

Se considera un paseo al azar (p,q). Esto significa que en el ejemplo
anterior, las variables aleatorias independientes de la sucesién {¢,,} tienen
todas la misma distribucién y es la siguiente: P(§, =1) =p, P(§,, = —1) =
¢p+qg=1

Sean ademas a, b dos enteros positivosy 7, = min{n : S, =a 6 S, = b}.

Tap €8 Un tiempo de parada con respecto a la filtracién engendrada por
el proceso.

Entonces:

1. P(T4p < 00) = 1, lo que significa que la probabilidad de que el proceso
quede eternamente comprendido estrictamente entre las barreras —a
v b es igual a cero.

2. Denotamos

7o = P(S:,, = —a), m=P(S

Ta,b

=b) donde g+, =1

o (resp. mp) es la probabilidad de que el proceso llegue antes a la
barrera —a (resp. b) que a la barrera b )(resp. —a).

Entonces:
E(STa,b) = —amg +b(1 — ) = (p — Q) E(Tap)

Esta igualdad resultara del teorema de Wald, una vez que probemos
que Tqp € L', lo cual implicard a su vez la validez de la afirmacién
hecha en 1.

3. Para el caso en que p = ¢ = 1/2 se deduce que 7, = aier.

En el ejemplo anterior, podemos modificar las cosas de modo que los
calculos combinatorios que hacen posible la obtencion de las férmulas sin
recurrir al teorema de Wald, resulten muy complicados o imposibles. Por
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ejemplo, supongamos que en cada paso, el salto del paseo al azar pueda
tomar 3 valores en lugar de 2, a saber —1,0,1 y que

P(fn = 1) = Pn; P(én = _1) = dQn, P(é_n :0) =Tn

Pn + Gn + 1 = 1. Ademds, suponemos que inf(py,) > 0,inf(g,) > 0.

Las férmulas anteriores permanecen validas, incluyendo 7, = aLer cuando
%Z(pn - Qn) — 0.

También podemos modificar el teorema de Wald, permitiendo que las
medias de los saltos no sean todas iguales, i.e. E(&,) = p,, con las hipdtesis

TS {!u++ul} acotada
n n

La férmula (a) del teorema de Wald permanece valida.

El tnico punto que queda pendiente es que 743 € L'. Esto es un caso
particular de la proposicién siguiente, que tiene interés en si misma, por sus
numerosas aplicaciones.

Proposicién.

Sea {§n}n:1727” una sucesién de variables aleatorias reales, independi-
entes con igual distribucién F'. Suponemos que F' no se reduce a un dtomo
en el origen. Entonces,

Py o0 |Sn| = +00) = 1

Més atin, si P(§; > 0) > 0y P(§ < 0) > 0, entonces P(limy,—, 1005, =
+oo,lim,, _,_ Sy, = —o0) = 1.

Si P(§ >0) >0y P(& < 0) =0, es inmediato que casi seguramente
{S.} es mondtona creciente y tiende a +oo.

Demostracion.

Basta demostrar que Va,b reales, a < b, se tiene P(7,5 < o0) = 1.

Probamos un resultado maés fuerte, que implica que
E [(Ta,b)’f] <ooVk=1,2,. (19)

Sean d,¢ > 0 tales que P(§; >0) > ey P(§; < —9) >¢ y v tal que
0.v>a+b.

Se tiene:
P(rqp > nuw)
< P(|Sy] <a+b,]S% -S| <a+b,...,
= [P(|Sy] <a+0b)]"
= [1=P(S|za+d)]"

Sny — S(n_l)y‘ <a-+ b)
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Por otra parte,

P(S, > a+b) = P(§ 20,...8, > 0) =[P(§ = 9)]" > &

P(SI/ < —(CL—I— b)) > P(gl < _67 "‘751/ < _5) = [P(fl < _6)]V > g’

Por lo tanto,

P(tqp >nw) <n"
donde 0 < 1 < 1y n depende de la pareja a,b de partida. En conclusion,
P(1ep>m) <ni"

(20)
para m > mg, donde 7, es una nueva constante, 0 < 7, < 1.

Es facil ver que (20) implica (19). En efecto, para cada entero positivo
k,

B [(ra)t] = S P> iH <3 ]
j=1 j

7=1
donde [] denota la parte entera. La tltima serie es convergente.[]

1.5.3 Leyes fuertes de los grandes niimeros para sumas de vari-
ables aleatorias independientes.

Teorema (Kolmogorov). Sea {Y,},_,; unasucesién de variables aleato-

rias reales, independientes, con los dos primeros momentos finitos, E(Y;,) =
0, Var(Y,) = o2.

Si se cumple que

2
Gn
n=1
entonces se tiene

(22)
Srmi ; foq Yit4Yy
(en otros términos, casi seguramente, los promedios - — 0 cuando
n — 400).

Demostracion.

Se define la sucesion de variables aletorias

Xo=0, X,=)» “Zsinx>1
=17
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y se considera la filtracién {§,} engendrada por el proceso {Y,}.
Es inmediato que {X,},,_,,  esuna {Fn},_ o, -martingala y que ver-
ifica la parte 1. del teorema de convergencia de martingalas, ya que

E(X}) < E(X.|) < [E (X2)]?

‘Q
N3 N

E(x3) =Y

n=1

< 00

3

por hipdtesis. Por lo tanto, casi seguramente la sucesién de variables aleato-
rias {X,},_o, converge, i.e. para casi todo w, existe el limy, o Xp
y es finito. La conclusién del teorema se sigue del siguiente lema (de
Kronecker).[
Lema. Sea {yn},_;, _una sucesién de nimeros reales y {zn},_q;
definida mediante
zg=0, x,= Dsin>1

=17

e n

Entonces, {x,} convergente implica qu — 0 cuando n — +o0.

Demostracién. Se tiene que

n
_ (:L’l — 370) + 2(%2 — 1)1) + .+ (a:n — xn_l)
n
1+ ...+ T
= x,— — 0
n

ya que la convergencia de la sucesion implica la de los promedios, al mismo
limite.[

Observacién. En el enunciado del teorema anterior, si la esperanza
de las variables aleatorias Y, en lugar de ser nula es igual a u, entonces la
misma conclusién vale, sélo que casi seguramente, es w = u. En
efecto, en la demostracién, basta cambiar Y,, por Y, — u.

A continuacién, probamos una ley fuerte de grandes nimeros para sumas
de variables independientes, en la que no se requiere - como en el teorema
anterior - que los sumandos sean de cuadrado integrable. En cambio, les
pediremos que tengan todos la misma distribucion.
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Teorema.
Sea {Y,},_o; una sucesiéon de variables aleatorias reales, independi-
Bt At A
entes, con igual distribucién y esperanza finita p.

Entonces,
Yi+...4Y,
P<lim M:H>:1 (23)

n—-+00 n

Demostracion. Basta considerar el caso p = 0. Denotamos por F' la
funcién de distribucién (comin) de las Y,,’s.
Introducimos la nueva sucesién de variables aleatorias independientes

Y, = Ynl{\Yn|<n}‘

Probamos:
a) para casi todo w, 3 ng(w) tal que si n > ng(w) entonces Yy, (w) = Yy (w).
b) definimos
Zn =Y, —v, con v, = E()N/n)

Entonces la sucesién {Z,,} cumple las hipétesis del teorema anterior, y por
lo tanto, casi seguramente w — 0 cuando n — 4o00.
¢) Ytette () cuando n — +o00 y por lo tanto, también casi segura-

mente % — 0 cuando n — +o0.
d) a) y ¢) implica la tesis.

a) es consecuencia del lema de Borel-Cantelli. Se trata de probar que la
serie Y 7, P(Y, #Y,) < co. Tenemos

Zp(ﬁz # V) = ZP(‘YM >n) = ZP(‘YN > n)
n=1 n=1

n=1

Ademas:

ip(yl > n) < /+OOP(Y1 > o) de = B(YH) < oo
0

n=1

Del mismo modo resulta que > >, P(Y7 < —n) < co. Esto prueba a).
Para b) tenemos que verificar que

o

ZL(Z”)<OO (24)

n2
n=1
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Es claro que Var(Z,) = E(Y2) — v2 < E(Y2). Por lo tanto:

o~ Var(Zy) _ B (Vilgvagen) - 1 2
> S 2 =2 v F(dx)
n=1 n=1 n—1 (—n,n)
Integrando por partes:
i % nxQF(da:)
n=1 n 0
= Z% [—xz[l—F(x)] |g+2/ z[1— F(z)] dx]
n=1 0
o) n o0 1 n
< QZE i z(1 — F(z) dx<2zﬁzg[1—F(j—1)]
n=1 n=1 j=1
[ee] o0 1
= 23 M- FG -1 o5 < (const) Y [1— F(j — 1)
J=1 n=j J=1

= (const) [1 = F(0) + E(Y{")] <

Anélogamente resulta que > o7 ; n% fi)n 22F(dz) < co. Esto prueba (24).
Falta probar c¢), que se deduce de v,, — 0 cuando n — +o00. En efecto

Un = E(Y,) = E(Yn = Yn) = —E (Yalgy,zny) = —E (Y1131 j20)

que implica
ol < E (1] 1gyy2ny) 10

en virtud del teorema de Lebesgue de convergencia dominada, ya que Y] €
L' y casi seguramente, |Y7| Ly >ny | 0 cuando n — +o0, ya que |Y1| es
finita casi seguramente.[]

Observacion general. Recordemos que la convergencia fuerte implica
la convergencia en probabilidad, es decir, que si {Xn}n:0,1,2,.. es una sucesion
de variables aleatorias tal que casi seguramente 3 lim, ;. X, = X0, €en-
tonces V € > 0 se cumple que P(|X,, — Xoo| > €) — 0 cuando n — +o0.
Naturalmente, la convergencia en probabilidad es cierta bajo condiciones
mas débiles que aquéllas en las que podemos asegurar la convergencia casi
segura.
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No habremos de extendernos sobre este punto, pero habrd de ocurrir
que probemos convergencia en probabilidad directamente. Por ejemplo, es
inmediato que si X,, — X, en LP para algin p > 0, entonces X,, — X en
probabilidad, ya que

1
P(|Xn — Xoo| 2 €) < EjE(’Xn — Xl”) .
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2 Convergencia débil de medidas de probabilidad
en R.

2.1 Definicion y primeras propiedades.

En lo que sigue, todas las medidas de probabilidad son medidas de Borel en
R'. Con frecuencia haremos el abuso de notacién de llamar a las medidas
y a sus funciones de distribucion, con la misma letra.

En lo que sigue, para simplificar la exposicién, denominaremos ” medidas
de probabilidad” a las medidas de Borel F' tales que la medida de todo el
espacio F(R) es menor o igual que 1. Si F(R) = 1, diremos que F es una
medida de probabilidad ”propia” y si F(R) < 1, diremos que es ”defectiva”.
Asimismo, si I es el intervalo (a,b] en la recta, la notacién F(I) es, como es
habitual, la medida del intervalo semiabierto (a,b] o también F(b) — F(a),
donde ahora llamamos F' a la funcién de distribucién.

Definicién 1. Sea {Fn}n:01,2,... y F respectivamente, una sucesién de
medidas y una medida en la recta. Diremos que {F},} ”converge débilmente”
a F' (notacién: F,, = F) si F,,(I) — F(I) para todo intervalo I en cuyos
extremos la funcién F' es continua.

Definicién 2. Sea {F},},,_,, , una sucesion de medidas de probabilidad
propias. Diremos que la convergencia débil de F;, a F' es propia, si F' es
propia.

Ejemplos.

1. Sea F,, =04, (n=1,2,...), donde J, denota la medida de Dirac en el
punto a de la recta real, es decir que d,({a}) =1 y do(R\ {a}) =0.

Entonces, x,, — x implica que d5, — 9.
2. Sea 1 : R — R* una funcién Borel-medible, [ v (x)dz = 1.

Se define la sucesion de medidas de probabilidad F,(dz) = iw (ﬁ) dz,
donde a, | 0.

Entonces, F,, = dy.
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3. Sea F,(dzx) = fn(z)dz, donde la sucesién {f,} es de funciones no-
negativas, fj;o fn(z)dz =1 Vn.
Si f, — f, uniformemente en cada compacto de R, entonces F;,, =—
F, donde F(dz) = f(z)dx.

4. Sea Fp(dx) = 14 ny13(7) dr. Entonces Fy, = 0, donde 0 indica la
medida idénticamente nula.

Propiedades basicas.
1. F,, = F implica que F(R) < 1.

2. F, = Fsiysblosi V f € Cyp(R) se cumple que fRf dF, — fRf dF.
(Co(R) denota el espacion de las funciones de R en R, continuas y

que tienen limite cero en 400 y en —o0).

3. F,, = F propia, si y sélosi V f € Cy(R) se cumple que [ f dF, —
Jro £ dF.

(Cp(R) denota el espacion de las funciones de R en R, continuas y
acotadas).

4. F,, = F propia, siy sélosi, Fj,(x) — F(x) para todo = de continuidad
de Fy F(R) = 1.

5. Sea {Fy},_o12. una sucesion de medidas de probabilidad. Entonces,
siempre existe una subsucesién que converge débilmente.

Demostraciones.

1. inmediato

2. Supongamos que F,, = F..

La funcién de distribucién F' es mondtona creciente (en sentido am-
plio); por lo tanto el conjunto D = {x: F no es continua en x} es
numerable.

Sea f € Cy(R). Dado € > 0 se puede encontrar una funcién en escalera:

m

ge() = Z fai)l(a, b ()

=1
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que verifica que los puntos a;,b; (i = 1,...,m) son puntos de con-
tinuidad de F', a1 < by = a9 < by = ... = a,, < by, v que ademas

1f = gelloe <€

donde [|h]|o, = supger [A(z)];

Por lo tanto:

‘/den—/de‘

R R

/|f_gs| an+/‘f_ge| dF""/gden_-/gde‘
R R R R

2.5+‘/ Je an—./gng‘
R R

= 2+ Z fla;) [Fr ((ai, bi]) — F ((aq, bi])]
i—1

IN

IN

Haci%lo n — 400, cada término en la suma tiende a cero, de modo
que limp— 4o |f72 fdF, — fRf dF‘ < 2.e. Como ¢ > 0 es arbitrario,
eso prueba que limy 4o [ [ f dF,, — [ f dF] = 0.

Reciprocamente, supongamos que V f € Cyp(R) se cumple que fR fdF, —
fR f dF y sea I = (a,b] con a,b puntos de continuidad de F'.

Para ¢ > 0 dado, elegimos § > 0 de tal modo que
F(a+0)—F(a),F(a) — F(a—19),F(b+0) — F(b), F(b) — F(b—1)

sean todos <e.

Consideremos las dos funciones continuas f y g (con gréfico trape-
zoidal) definidas de la manera siguiente:

e fvale 1l en [a,b], vale 0 en [a — 0,b+ 5]C y su gréfico es un seg-
mento de recta en los intervalos [a — 0, a] y [b,b+ ).

e gvale l en [a+d,b— ¢], vale 0 en [a, b]C y su grafico es un seg-
mento de recta en los intervalos [a,a + d] y [b— 0,b]. Entonces,
dado que

6(2) < 11(2) < fz) VaeR

se sigue que

[gar.<rm< | rar, (25)
R R
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Es obvio que f, g € Cy(R) y que, por lo tanto, el primer miembro
y el tercero de (25) tienden respectivamente a

/ngZFU%Qs
R

/deSF(I)—i-QE
R

Esto prueba que lim,, . o |Fy,(I) — F(I)| < 2¢ y termina la prueba
de la propiedad 2.

3. Probemos previamente la propiedad siguiente, que tiene interés en si
misma:

F,, = F propia, si y sélo si (a) F,, = F y (b) Ve > 0 3 A tal que
Fp,({z:|z| > A}) <e Vn.

En efecto, supongamos que F,, = F’ propia. Se trata de probar (b).
Dado € > 0, elegimos A; > 0, de modo que —A; y A; sean ambos
puntos de continuidad de F'y suficientemente grande como para que

AﬂAQ—FhAQ>1—§

lo cual es posible porque F' es propia. Entonces, como hay convergencia
débll, Fn(Al) _Fn(_A1> — F(Al) — F(—A1> y 3 no tal que Fn(Al) —
Fo(—A1) > 1 —¢eV n >ng. Para que F,(A) — F,(—A) > 1 —¢ se
cumpla para todo n, basta con elegir A > A; y ademads suficientemente
grande para verificarla para n = 1,...,n9 — 1. Finalmente, notar que
F,({z:|z| > A}) <1—[F.(A) — F,(—4)].

Reciprocamente, supongamos que se cumplen (a) y (b). Si elegimos
en (b) A > 0 de modo que —A y A sean puntos de continuidad de
F, podemos pasar al limite en F,, ({z : |z| < A}) > 1 — &, obteniendo
F(R)>F ({x:|x] < A}) > 1 —¢. Esto prueba que F(R) = 1.

Probemos ahora la propiedad 3. Supongamos que se cumple que
F, = F propia y sea € > 0. Sea A > 0 punto de continuidad de
F tal que F,,(A) — F,(—A) > 1 — ¢ V n y construimos una funcién
continua (cuyo grafico es trapezoidal) g4 : R — [0, 1], que vale 1 en
el intervalo [—A, A], 0 fuera de algin intervalo de la forma [—B, B],
con B > A, y tiene por grifico un segmento de recta en los intervalos

[-B,—A]y [A, B].
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Sea f € Cy(R). Es claro que f.g4 € Cp(R) y se tiene:

/Rden_/Rde’

< /ngAan—/ngA dF““’/Rf(l_gA)an

+‘/Rf(1—9A)dF‘

< | [ £ oatm - [ o dF‘+2.s. 1l
R R

Haciendo n — 400, el primer término del dltimo miembro tiende a
cero, y resulta limy . yoc | [ f dFn — [ f dF| < 2.6 || f]| -
Reciprocamente, si V f € Cy(R) se cumple que [, f dFy, — [ f dF,
es claro que se cumple la definicién de convergencia débil y tomando
f =1, resulta que F' es propia.

4. A cargo del lector.

5. El lector que conozca la dualidad en los espacios de Banach, recono-
cerd un caso particular del teorema de Banach-Alaoglou. Damos una
demostracién directa més elemental, basada en el proceso diagonal de
Cantor.

Como para cada x, {F),(z)} es una sucesién acotada de nimeros reales,
podemos construir una subsucesiéon {F,, } con la propiedad de que

F,, (x) converge cuando k — 400 para todo racional z. Sea ﬁ(x) =
limy_ 4o Fr, (z) (z € Q) y definamos F'(z) = inf {ﬁ(y) ty >,y € Q}.
Se verifica que F' es creciente en sentido amplio y continua por la
derecha y que F;,, = F.

2.2 Transformada de Fourier (funcién caracteristica) de me-
didas de probabilidad en R'.

Sea i una medida de probabilidad boreliana en R, posiblemente defectiva.
Se define su transformada de Fourier (o funcién caracteristica), ¢ : R — R
mediante

o(0) = [ explita) p(da).

Si p es la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria real £ di-
remos - por extensién - también que ¢ es la transformada de Fourier (o la
funcién caracterfstica) de § y denotaremos ¢ = ;.
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2.2.1 Propiedades basicas y ejemplos.
L ¢(0) = u(R), le(t)] < u(R) <1Vt eR.
2. ¢ es uniformemente continua.

3. Si a, b son constantes reales y £ es una variable aleatoria real, entonces
Paetp = exp(ith) pe(at)

4. Si &,n son variables aleatorias independientes, entonces ¢, (t) =
pe(t)-, (1)

5. Ejemplos.

e ¢ con distribucién normal (0,1) = Sp£<t) = exp(—%).
e ¢ con distribucién uniforme en el intervalo (—1,1) = ¢,(t) =

sen t
3 -

e ¢ con distribucién de Cauchy (i.e., con densidad F(%IQ)) =
pe(t) = exp(— [t]).

e ¢ con distribucién de Poisson con pardmetro A > 0 == ¢¢(t) =
exp [-A(1 —e")] .

e ¢ con densidad 1—7:;% = @e(t) =1 —[t)) V0.

6. Unicidad, continuidad, inversién.
La identidad fundamental es la férmula de Parseval (pars).

Sean F, G distribuciones de probabilidad en la recta y ¢, 1 sus respec-
tivas transformadas de Fourier.Entonces Vit € R :

+o00 ) +o00

| e 6= [ Tue-n Fan )
—00 —00

La demostracién es inmediata, mediante aplicacién del teorema de

Fubini.

Teorema (unicidad).F' = G siy sélo si p(t) = ¥(t) Vt € R.

Demostracion. Es facil ver que basta considerar el caso en que ambas
distribuciones son propias.

Aplicamos (26) tomando para G la distribucién normal (0, 0?), con lo
o?t?
cual ¥ (t) = exp(—%5~).Entonces

+00 ) 2 +o00 2 _ 4\2
% 3 e %tp(¢) exp <—2€‘2> dg‘_/_ \/%exp <—U (x2 2 > F(dx)
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Sean &, 1, dos variables aleatorias independientes, ¢ con distribuciéon
F y 7, con distribucién normal (0,0?). El segundo miembro de (27)
es la densidad de la variable aleatoria & + 7y /5.

Por lo tanto, si a, b son puntos de continuidad de F', se verifica que

b +o0o ) 2
dt/ e*’Ctga(C) exp (—242‘2> d¢

wp(—*@“¢y)zwmozP@+nuaeme

2

cuando o — +00, porque 7;,, — 0 en L2

Es decir que ¢ determina los incrementos de F' en todos los intervalos
cuyos extremos son puntos de continuidad de F', y por lo tanto, en
todos los intervalos. Esto prueba que ¢ determina a F' completamente
y, al mismo tiempo, da una férmula de inversién (célculo de F' a partir
de ¢), que por el momento no es muy cémoda y es la siguiente.

F(b) — F(a) = lim /dt/m Lo(C) exp (—52) d¢ (28)

oc—+o00 27

para a, b, a < b, puntos de continuidad de F. En particular, si p € L,
se deduce que F' tiene densidad continua f y que ésta se calcula
mediante la férmula (més agradable):

L[t

f@ =5 [ e d (29)
T J -0

En efecto, verificar que si ¢ € L', entonces se puede pasar al limite

bajo el signo integral en (28) aplicando el teorema de convergencia

dominada y resulta

b +o0 )
FO) - Flo) =5 [t [ e g

para a,b, a < b, puntos de continuidad de F'y, por lo tanto, para toda
pareja a, b. Esto prueba que F' es absolutamente continua con respecto
a la medida de Lebesgue y que la densidad estd dada por (29).00

Teorema (Lévy-Cramér). Sea {F,},_;, una sucesién de dis-
tribuciones de probabilidad propias en R {¢,},_;,  la sucesién de
las transformadas de Fourier respectivas.
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Entonces, F,, = I’ (propia) si y sélo si {¢,},_ o converge pun-
tualmente y la funcion limite ¢ es continua en ¢ = 0. En ese caso, ¢ es
la transformada de Fourier de F'y {¢,,} converge uniformemente en
cada compacto.

Demostracion.

Supongamos que F,, => F (propia). Como la funcién x ~ exp (itz) =
ei(x) es continua y acotada, se deduce que para cada t € R:

+00 +oo
o, (t) = / exp(itz) Fn(dw)—>/ exp(itz) F(dz) = ¢(t) (30)

—0o0
y también ¢ es la transformada de Fourier de F.

Como ademés, si I es un intervalo compacto de la recta, la familia de
funciones {e;(.)},c; es equicontinua, se deduce que la convergencia en
(30) es uniforme en cada compacto y ¢ es continua (jprobar cada una
de estas afirmaciones!).

Probemos el reciproco, es decir, ahora supondremos que {(pn}n:m’m
converge puntualmente y la funcién limite ¢ es continua en ¢t = 0.
Segun hemos visto, toda sucesién de distribuciones contiene una sub-
sucesion que converge débilmente. Por lo tanto, para probar que {F,}
converge débilmente, alcanzard con probar que todas las subsucesiones
de ella que convergen débilmente, tienen el mismo limite, en cuyo caso,
éste serd el limite débil de la sucesién entera.

Sea entonces { Fy,, } una subsucesion que converge débilmente y F;,, =
F* (obsérvese que, a priori, F'* podria ser defectiva). Veremos que F*
es independiente de cudl es la subsucesién considerada y, mas aun,
que F* es propia y que tiene a la funcién limite ¢ por transformada
de Fourier.

Aplicamos la igualdad (27), reemplazando F' por F,, y ¢ por ¢, .
Poniendo ¢t = 0, se obtiene:

1 [t

2 “+o00 2,.2
o - @nk(g)eXp (_24;'2> dcz/oo \/(;?exp (_0'255 ) Fnk(dx)

En el segundo miembro, el integrando pertenece a Cy(R) por lo tanto,
podemos pasar al limite cuando £ — +o0 reemplazando F), por F™*.

En el primer miembro, podemos aplicar el teorema de convergencia
dominada, ya que ¢, (¢) — ¢(() para cada ¢ y el valor absoluto del
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2

C—), que esta en L'(R). Por lo

integrando esta acotado por exp (— 53

tanto,

U\}% /_:O (C) exp (—;;) ¢ = /_:o exp <_"22”52> F*(dz)
(31)

Hacemos ahora o | 0. El segundo miembro tiende a F*(R), usando el
teorema de Beppo Levi.

Como ¢ es continua en ¢ = 0, dado € > 0 podemos elegir § > 0, de
modo que [(| <d = |¢(() — 1] < & (notar que p(0) = 1).

a\}% /:O PlC) exp (_26022) d¢ — 1‘
U\/g /*OO [ ( _§:2> dC’

o (-L )
O'\/% /<>5e P ( 202 d<
= e+ 2.P(log|l =)

Entonces:

¢) —1]exp

IN

donde ¢ es una variable aleatoria normal (0, 1). Se deduce que el primer
miembro de (31) tiende a 1 cuando o — 0. Por lo tanto F*(R) = 1.

Pero entonces, la convergencia F),, = F* es propia y podemos apli-
carle el directo de este mismo teorema, es decir que {(pnk} converge
puntualmente a la transformada de Fourier de F™*. Pero, por hipdtesis,
{(pnk} converge puntualmente a la funcién ¢, de modo que ¢ no es
otra que la transformada de Fourier de F'™* y por la vista unicidad, F™*
no depende de la subsucesion. Esto termina la demostracion.[]

. Propiedades complementarias de las transformadas de Fourier
de medidas de probabilidad.

f+oo F(dx) < oo para un cierto natural m = ¢ es de clase C™

+oo
M) (1) = / (i)™ exp(itz) F(dz).

—0o0

Se deduce que si F es la distribucion de probabilidad de una variable
aleatoria £, entonces

P (0) = i"E (€™)
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En particular, si E (£%) < oo, entonces ¢/(0) = i.E(£) y ¢"(0) =
~B(€).
Para probar esto, proceder progresivamente para m = 1,2, ..., escribi-

endo el cociente incremental y pasando al limite mediante aplicacién
del teorema de convergencia dominada.

Utilizar la desigualdad (cuya demostracién también queda a cargo del
lector), valida para m = 0,1,2, ... y t real:

: it (it)? (i)™ o™
it (142 < 32
¢ <+1!+ o et )| Sy @Y

Una manera de probar esta desigualdad es observar que si g, (t) es la
expresion cuyo mddulo figura en el primer miembro, entonces:

t t
gm(t) = z/ gm—1(s) ds sim>1, go(t) = z/ eds
0 0

e Un reciproco de la propiedad anterior para m = 2.
Si 3 ¢”(0), entonces fj;o 22 F(dr) < oo.

Para probar esto, escribir ¢ = u + v, u, v reales. Se tiene:

Usando que «/(0) = 0 y el teorema del valor medio (0 < 0 < 1):

u'(6h)
Oh

=

u'(0h) <
WS

’ — [u”(0)| cuando h — 0.
Aplicando el lema de Fatou:

1 [t ) o0 1 — cos(hz) o
2/ " F(dz) < hmh—>0/ g2 L Fldr) < | (0)]

—0o0 —00

Esto prueba la afirmacion.[]

e (Lema de Riemann-Lebesgue).

feLl,o(t) = [exp(itz) f(x) de = ¢(t) — 0 cuando |t| — +oco.
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e (Férmula de Plancherel).

Sea ¢ € L? la transformada de Fourier de la densidad f. Entonces
J23 P@)de = 5 [13 e dt.

Para probar esto, observar que lo(t)|? es la transformada de Fourier
de la densidad g(z) = [ O f(x — y) f(—y)dy y aplicar la férmula de

inversién (en z = 0). 9(0) = & joo lo(t)] dt.

Més atin, el lector verificard que si ¢ € L? es la transformada de
Fourier de una medida de probabilidad u, entonces p es absoluta-
mente continua con respecto a la medida de Lebesgue y su densidad
f verifica lo anterior. Para esto, sea Y una variable aleatoria real,
con distribucién de probabilidad g y £ una variable aleatoria con dis-
tribucién normal (0,1), independiente de Y. Escribir la densidad f,
de la variable aleatoria Y + ¢&, donde o > 0 y luego pasar al limite
cuando o — 0.

o (Propiedades aritméticas).

Sea ¢ la transformada de Fourier de una distribucién de probabilidad
propia F.

Entonces hay tres posibilidades mutuamente excluyentes:

(a) lp(t)] < 1 ¥t 0.
b) |p(t)]=1 Vi€ R yen esecaso F' = dg para algin b € R.
{o}

(¢) 30 >0 tal que |[p(@) =1y |p(t)] <1V te(0,0)y en ese caso,
¢ es periddica de perfodo 6 y 3 un niimero real b tal que F(z + b) es
la distribucién de una medida concentrada en los puntos de la forma

2(; m:m entero} (estas medidas se llaman ”aritméticas”, estan con-
centradas en los puntos de una progresién aritmética).

Para probar esto, supongamos que |p(tg)| = 1 para algin top > 0. Sea
©(to) = exp(ib), a real. Entonces p(t) = exp(—ib).¢(t) es también la trans-
formada de Fourier de una distribucién de probabilidad (observar que si ¢
es la transformada de Fourier de la variable aleatoria £, entonces @ lo es de
¢ —b). Entonces:

+0o0 -
0=1—p(to) =Re[l —&(ty)] = / [1 — cos(tox)] F(dx)
lo cual sélo es posible si F estéd concentrada en los puntos de la forma

i
de periodo tg y lo mismo vale para .

{27rm m entero} . Notar que F/(z) = F(z+b). Pero entonces @ es periédica
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Si el conjunto C' = {t: |p(t)] =1, > 0} no es vacio, sea = inf(C). Si
0 = 0, o resulta periédica con periodos positivos arbitrariamente pequenos,
y como es continua, es constante e igual a 1.

Si 6 > 0 estamos en el caso (c).

2.3 Teorema del Limite Central 1.

Teorema. Sea {§n}n:1’27m una sucesioén de variables aleatorias independi-
entes con igual distribucién F.

Suponemos que E(§,) = u, Var(€,) = o>.

Se define: Sy =0, S, =& +...+&, (n>1).

Entonces,

Sp — np
o\/n
Sn—n

(es decir que la distribucién de las sumas parciales normalizadas P

= N(0,1) cuando n — 400

converge débilmente a la distribucién normal tipica).

Demostracién. Sea F,, la distribucién de probabilidad de SZ;\/%“ y @
(resp. ¢,,) la transformada de Fourier de n = 510_“ (resp. Fy,). Notar que
E(n) =0y E(n*) =1y, por lo tanto, p(¢) =1 — %(2 +0(¢?) cuando ¢ — 0.

Aplicando el teorema de Lévy-Cramér bastara probar que

£2
n(t) — exp(—5)
cuando n — 400, ya que exp(—%) es la transformada de Fourier de la
distribucién normal tipica.
Usando las propiedades vistas de la transformada de Fourier, se verifica
que:

o (1) = [¢ (\;ﬁ)]n _ [1 - Qi +o <i>r - exp(—t;) cuando n — +o0
0.

2.4 Teorema del Limite Central 2.

Teorema de Lindeberg.

Sea {&}1_1 o una sucesion de variables aleatorias independientes. De-
notamos por Fj (resp. ¢p) la funcién de distribucién (resp. la transformada
de Fourier) de &;. Suponemos que E(£;) =0, Var(¢,) = o3 < oo.

40



Se define: Sp =0, S, =& +...+&, (n > 1)y denotamos V,, =

1 n 1
[Var(S,)]2 = [Y4_i o7 %
Entonces, si se cumple la condicién (llamada ”de Lindeberg”):

1 n
W >0, 0n(0) = 75 > E (& 1 zov,y) — 0 cuando n — +oo (33)
" k=1

entonces
S
— == N(0,1) cuando n — 400
n
Demostracion.
La demostracion consiste en aplicar el teorema de Lévy Cramér, probando

que la transformada de Fourier de ‘S/—: converge puntualmente a exp(—%),

que es la trasformada de Fourier de la distribuciéon normal tipica.
Fijemos entonces ¢ € R para el resto de la demostracion.
Usando las hipdtesis sobre Fj, se tiene, usando (32) y la definicién

de6,(0)
t oo it itz

P (vn)‘l\ - ’/_oo e () 1= | )
0 itx itx
exp 7 —l—v
oo 1 (a2 >}
< - (= _ "%
= /_oo 2 <Vn> Fildr) = 507

t2
< 5 (64 6n(9))

IN

F(dz)

Como 0 > 0 se puede elegir de manera arbitraria, la condicién de Lindeberg
implica que

sup
1<k<n

t
O <V> - 1‘ — 0 cuando n — +oo. (34)

Por lo tanto, si n es suficientemente grande, estd bien definida la rama
principal de log [gpk (Vin)} Vk =1,...,n y podemos escribir la transformada

de Fourier de % mediante:
n

p3(0) = 95,(;7) = [ oulr) = exp [Z g (el )

k=1
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. . 2
En lo que sigue, probamos que el exponente tiende a —% cuando n —

+00.
Primero, de aqui en adelante, elegimos n suficientemente grande de modo

que
i — ]_ < }
Pk v, 9

lo cual es posible en virtud de (34). Por lo tanto, Vk = 1,...,n podemos
escribir el desarrollo de Taylor

sup
1<k<n

2
t t t

log (@k(vn)> = - [1 - ‘Pk(v;l):| + A(k, n, 1) [1 - Sﬁk(vn)]
donde A(k,n,t) estd acotado por una constante universal. Entonces

o) Bt )

k=1

Usando las cotas anteriores,

n 2 2 n
t 1, oy t
E 1-— — < —t sup —= - —

Asimismo, desarrollando por Taylor y usando la hipétesis sobre la dis-
tribucién Fj :

y reemplazando:

k= k=1
1— ()| < =t R
SOk(Vn) <3 + )[Rl
k=1 k=1
Si probamos que
n
Z |Rkn| — 0 cuando n — +oo (35)
k=1
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resulta entonces la tesis con un cdlculo elemental de limites. Para esto,

fijemos € > 0. Tenemos:

+oo itx itr 1 [itz\?
R .|l = — | -1—- == —=
B /_oo eXp(m) v, 2(%)

donde S, ::[‘$|2€Vn y Tim = f|x|<sVn'
Para el primer término:

Fi(dz) < Skl + [Thnl

Spnl < / exp (2 _y itz (N
o - |z|>eVh P Vn Vn 2 Vn b
t? 5
< = z°Fy(dz)
V712 |z|>eVh

aplicando la desigualdad (32) para m = 2.
Para el segundo término, aplicamos la misma desigualdad para m = 3 :

Tinl < /
|:Jc\<sVn

L g2 " Flda) < - [Pk
< =t E/ —Fi(dx) < = |t]°e—%
IRl N v TR

1t33

3V Fy(dx)

Resumiendo,

1
Z\Rkn| v22/m W Fy(de) + i e = 2 0,00) + 5 1 ¢

|z|>eVh

lo que implica, en razén de la condicién de Lindeberg:

n

— 1

limy, 4 oo g |Ri.n| < 3 It e
k=1 '

Como t es fijo y € > 0 es arbitrario, se sigue el resultado.[]

2.4.1 Reciproco parcial del Teorema de Lindeberg.

Teorema.

Sea {fk}k:m,...

una sucesién de variables aleatorias independientes. Suponemos
que E(&;,) =0, Var(§,) = o3 < oo y usamos la misma notacién que en el

teorema anterior.
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Si se verifica que

% = N(0,1) cuando n — 400

y ademas ‘{/—Z — 0y V,, — +00, entonces se cumple la condicién de Lindeberg
(33).

Demostracion.

Primero, probar que

2
o
sup —]; — 0 cuando n — 400

1<k<n Vn

y deducir de aqui (mediante célculos iguales a los de la demostracién del
teorema de Lindeberg) que

Zlog(tpk >+Z[1—(pk }—>0 cuando n — 400

El primer término tiende a —%, de modo que tomando partes reales, se
tiene, para § > 0 y t fijos, que

- é/wévn (1 - COS(‘t/n)> Fi(de) +ol)

cuando n — 4o00. En el segundo miembro, el integrando esté acotado por

2 . . . .
6229‘”/3 y en el primer miembro, el integrando esta acotado por 2 Dividiendo

2
por % resulta que

V2

0,(6) <

< 52 +0o(1)

Como se puede elegir t arbitrariamente grande, esto prueba que 6,,(5) — 0.0

2.4.2 Condiciéon de Liapunov.

Sea
Mok = E (1§

El momento de orden « de la k-ésima variable de la sucesién de sumandos
dada.
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La ”condicion de Liapunov” es que

n
Jdo > 2 tal que mq ; < 0oVk y ademds mek =o(V,') cuando n — +oo

k=1
(36)
El lector podra comprobar que la condicién de Liapunov implica la
condicién de Lindeberg y, por lo tanto, que se cumple el Teorema del Limite
Central.
En muchas situaciones, es mas comodo verificar la condicion de Liapunov
que la de Lindeberg.

2.5 Teorema del Limite Central 3. Martingalas.

En esta seccion, demostraremos un Teorema del Limite Central de tipo
Lindeberg, pero para sumas parciales de variables que no tienen porqué ser
independientes, con tal que esas sumas parciales sean una martingala. Esto
abre un extenso capitulo relativo a la convergencia débil de las distribuciones
de las sumas parciales de variables dependientes, del que solamente daremos
el resultado contenido en esta seccién.

Teorema (del Limite Central para Martingalas).
Sea {Mn}n:O,l,Q,... una martingala de cuadrado integrable con respecto
a la filtracion {Fn},—0 12

Iy SV

Para cadan = 0,1,2,... ponemos A, = M, 41 — M, yo2 =F (A%/{S’n) .

Suponemos ademés que existe una constante positiva K tal que F (]An ]3 / 371) <
K Vn.

];enotamos por (M), = Z;é az el compensador de la submartingala
{Mn }n:O,l,Q,... ’

Entonces, si la sucesién de variables aleatorias {% (M >n} converge en
probabilidad a la constante o2 > 0, se cumple que

1
vn

Demostracion. Es inmediato que no hay inconveniente en suponer que
My = 0.

Del mismo modo, alcanza con considerar el caso K = 1 (si no es asi,
multiplicar la martingala por una constante apropiada).

Observemos ademas que, usando la desigualdad de Jensen para esperan-
zas condicionales, es

M, = N(0,0?%)

3
2

oh = [E(82/8.)]° < B (1A /50) <1
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de modo que 0 < 0, < 1 Vn y por lo tanto, también se cumple que 0 <
L(M), <1vn.

Aplicamos el teorema de Lévy-Cramér y por lo tanto, basta probar que
para cada t € R fijo, se verifica:

202

. My,
nETwE (exp {zt\/ﬁ + 2]) =1. (37)
Para probar (37), veamos que existe una constante universal K; tal que
Vt € [—1,1] se verifica
£ (M)
2

E(exp [itMn . D 14w, con  Jon] < nK i exp(nt?) (38)

Reemplazando en (38) ¢ por ﬁ resulta que para cada t € R :

M, | (M)
lim E jt— L) =1
W <exp [zt\/ﬁ + on })
y (37) resulta de

d

Esto iltimo se deduce, a su vez, de que para t fijo,

off5] oo [*42]

2 2n

t20? t2(M
exp [;] — exp [<2>"} D — 0 cuando n — 4o0.
n

Zn(t) =

tiende a cero en probabilidad y que la sucesién de variables aleatorias {Z,, () }
estd acotada uniformemente por la constante exp(%), de modo que es posible
aplicar el teorema de convergencia dominada.

De modo que se trata de probar (38).

Para ello, usamos la férmula de Taylor para probar que si x,t € R,
y € [0, 1], entonces

2,2
f(t) = exp (itz + to) =1+itz — Tx +t*y + R(t,z,y) (39)

donde |R(t,z,y)| < Ko(1 + |z|*)t3 exp(£?).
[Este es un calculo inmediato, ya que f'(t) = (iz + 2ty)f(¢), f"(t) =

[(iz + 2ty)? + 2y] f(2), [ () = [(iz + 2ty)> + 6y(iz + 2ty)] f(1)]
Fijemos t € R en lo que sigue.
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Sean:

t2 (M
Y, = exp [itMn + <2 >”}
t2 2
Zn = exp [itAn + 20”]

de modo que Y41 = Y, Z,. Usando (39) y teniendo en cuenta las hipdtesis:

E (YnJrl/Sn) = Y,E (Zn/gn)
2
= Y, [E <1 +itA, — % (AZ — o2+) + R(t, Ay, ag)/gnﬂ
= Y, [1+E(R(t,An,02)/Tn)] = Yo [l +a]

donde |a,| < 2Kst3 exp(t?).

Ponemos ahora K1 = 2K5 y probamos (38) por induccién completa en
n.

Observar que

l+vp=FEY,[l+an])=14v,+ EYnan)

y que |Y,| <exp (%‘) Por lo tanto, admitiendo la desigualdad para n :

t2n

[Uny1| < nK 2 exp(nt?) + exp < 5 > Kit3 exp(t?) < (n + 1) Kt? exp(nt?)

Esto prueba (38) y, por lo tanto, concluye la demostracién.l

Ejemplo. Sea {{,},_, » una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes, que supondremos uniformemente acotadas por una cierta constante
CySp=§&+...+E, (n>1).

Suponemos que E(&,) = pu # 0, Var(§,) = 1.

Consideremos la sucesiéon { M, }, definida por:

1
My =5y, M,=M,1+ msn,l(fn — /,L) para n > 2 (40)

Es inmediato verificar que {M,}, ;5 es una martingala con respecto
a la filtracién engendrada por la sucesion {£,.}. Dado que la sucesién {Sn—”}

es acotada por la constante C, se deduce que F (|An|3 /3‘%) < c4
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Por otra parte,

02 = E(A2/§,) = E ((%)2 (= u)2/3n> = <Sn>2

n
En virtud de la ley fuerte de los grandes ntimeros, casi seguramente S—n" — U
cuando n — +oo. Por lo tanto 2 (M), =13 0% — 42 > 0y el teorema

anterior implica que %Mn = N(0,p?).

No parece obvio reducir este tipo de resultado a las sumas de variables
aleatorias independientes.

Obsérvese ademas que este ejemplo se puede extender de varias maneras,
a modelos mas generales, en los que se obtiene un resultado similar.

Por ejemplo, si en lugar de (40) se pone

Snfl

n—1

M, =51, M, :Mn_1+H< >(§n—u) para n > 2 (41)

y en lugar de la condicién p # 0 ponemos H(u) # 0, se obtiene el mismo
resultado, cambiando z2 por [H (1))

Las ecuaciones de recurrencia (40) o (41) son casos particulares de ”mod-
elos autorregresivos” no lineales, en los que el estado del sistema en el in-
stante n se obtiene a partir del estado en el instante n — 1 mdas una pertur-
bacién aleatoria. Esta tltima contiene al "ruido” o ”innovacién” (£, — u) -
independiente de lo ocurrido hasta el instante anterior - amplificado por una

funcién del pasado (que en algunos contextos se denomina la ”volatilidad”),
Sn—l
n—1

que para el ejemplo es de la forma H ( >, pero que podria ser distinta.

2.6 Velocidad de convergencia. Teorema de Berry-Essen.

Existe una gran variedad de teoremas que permiten estimar la velocidad de
convergencia en el Teorema del Limite Central y otros resultados relaciona-
dos. Nos limitamos aqui a un sélo resultado. Por mayores detalles, se puede
consultar, por ejemplo, el libro de V. Petrov.

Teorema (Berry-Essen). Sea {¢,},_;, una sucesién de variables
aleatorias independientes con igual distribucién F, E(§,) = 0, Var(§,) =
2
o° < 00.
Como antes, So =0, S, =& +...+&, (n>1).
Suponemos ademés que 3 = E(|€,|°) < oo
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Sn

gy/MNn

Sea F), la funcién de distribucién de probabilidad de
de distribucién normal tipica, i.e.

y @ la funciéon

x 2
Fa@) = P(22 <) y B(z) = —— | e dy

ay/n

Entonces,
33 s
F -0 < —
:161713\ n(z) = 2(2)] < - =

La demostracién estd basada en el Lema siguiente.

Lema. Sea F' la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria
& a valores en R y ¢ su transformada de Fourier.

Sea G : R — R una funcién de clase O, G(—o00) = 0,G(+00) = 1,G' =
9, |9|loc < m. Denotamos por 7 la transformada de Fourier de g, i.e., y(t) =
fj;o exp(itz)g(x)dr que suponemos bien definida y, ademas, v € C1,~(0) =
1,9/(0) = 0.

Entonces, para todo T" > 0 :

dt + (42)

| T
sup |F(z) — G(z)| < / 7T

TER ™ J_T

o(t) —y(t) ’ 24.m

Demostracion.
Paso 1. Sean wy la funcién (”de Slepian”)

wi(t) = (1= [t)) VO

y para T > 0,
t
wT(t) = W1 <T>

wr es la transformada de Fourier de la medida de probabilidad pp cuya

densidad es
1 — cos(Tx)

T x?

Sean fr, gr las densidades de las convoluciones Fr = pupxF'y G = pup*G
respectivamente y ¢p, v sus transformadas de Fourier. Se tiene

vp(x) =

Yr = wr.$ Yr =wr.y
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y usando la férmula de inversién:

1 [T
frla) = gr(@) = 5 [ e (cint) [o(6) ~ 2(0)) wr) de (43

De aqui se deduce la igualdad:

F&@ﬂ——GTC@::1t/+wexp(—Mﬁ)@@)iﬂﬂwfwT@)dt (44)

2 J_ —it

ya que derivando ambos miembros de (44) se obtiene ambos miembros de
(43) respectivamente, y ademéds, ambos miembros de (44) se anulan en —oo:
el primero por definiciéon de las funciones de distribucién y el segundo en
virtud del Lema de Riemann-Lebesgue.

Se deduce que

|m@—@mm;/mv@“w‘ﬁ (45)

—00

Paso 2. Usamos las siguientes notaciones:

A=F—-G, Ar=Fr—-Gr, n=|Al, nr = |Ar|

Se tiene:
+0o0
Ap(t) = A(t — z)vp(z)dx
oo »
> 77/ vp(x)dz + A(t — z)vp(x)dx
|z|>h —h

donde elegiremos luego h > 0.
Por un lado:

4 [Tdz 4 4
de < — —_=—— = dr >1— ——.
/|x>th(x) TEIT n 12 wTh /|I|ShUT(I) = 7Th

Como A(+o0) = A(—00) = 0y A posee limites laterales, se deduce que Iz
tal que n = A(zd) 6 n = A(zy). Entonces, si s >0 :

A(xog+s) —n=F(xog+s) — F(zo) + G(zo + s) — G(xg) > —ms

(aqui, en cada caso, cuando corresponda habra que poner o bien zp, o bien
+ . —
xy o bien zy).
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Seat=xz9g+h. Silzg|]<h = t—ax>t—h=xpysis=t—x—xp:

4 +h
> Aﬂwz—m«+/ 7 —m(t -z — w)] vr(2)da
7TTh —h

4 +h
= —nm + [77 — mh] /_h UT($)d$

4 4
> —n— —mh] |1 — —
= “Th Flh—m ]( WTh)

Eligiendo h = 5L resulta np > 1 — 122 y usando (45):

24. 1 [T 0pt) —~(t 24.
ngznﬁmg/ e =) 4, 24m
'l mJ_ 'l

o0

lo que prueba el Lema.[]

Demostracion del Teorema de Berry-Essen.
Aplicamos el Lemma, reemplazando F' por F,, y G por la distribucién
normal ®. Entonces

Lt 2\ 1 " 24
o (ovm) o (5| e
(46)
Usando la desigualdad (verficacién sencilla a cargo del lector) o® < p3, re-

T
swﬁM@—ﬁM§1/

TER ™ J-T

sulta que |1 — ¢(t)| < 30°t2. Por lo tanto, [t| < Z—z implica que |1 — ¢(t)| <

% y también la validez del desarrollo en serie:

—logp(t) =)

k=1

[1— (1)

=

donde log representa la rama principal del logaritmo.
2
Se deduce que si |t| < Z—g, entonces

1 1 )
S Ghs [t + S0ttt < Spg e

1
1 t) + —o%t? =
ogp(t) + 50 170 =1

Para terminar, poner en (46) T' = Z—Z\/ﬁ y usar la acotacién simple |e! — 1| <

It| .el!l para obtener la conclusién del teorema (estos calculos finales quedan
a cargo del lector).O
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2.7 Convergencia débil de medidas de probabilidad en R?, d >
1.

Toda la teorfa anterior se extiende sin mayores dificultades a R? para d > 1.
(Convergencia débil de medidas de probabilidad, transformada de Fourier,
teoremas del limite central). No habremos de dar detalles aqui, sino in-
dicar solamente algunos puntos, sin demostraciones, que por otra parte son
enteramente similares a las que hemos expuesto en dimension 1.

1. Parala definicién de convergencia débil (todas las medidas son medidas
de Borel en R?) podemos adoptar la siguiente definicién.

Una sucesién {F,},,_; o de medidas de probabilidad en R? converge
débilmente a F' (medi(izi de probabilidad propia) si para todo conjunto
de Borel B tal que F(0B) = 0, se tiene que F,(B) — F(B) cuando
n — +00. Se denota F,, =— F.

Se verifica que F,, = F' (propia) si y sélo si f’Rd fdF, — fRd fdF

Vf continua y acotada.

2. Se define la transformada de Fourier de F' (o de una variable aleatoria
X a valores en R¢ que tiene la distribucién F - es decir que para todo
boreliano B es P(X € B) = F(B) - mediante:

ex(t) =0 = [ expli(t.a)] Flds), teR!

Aqui, {,) denota el producto escalar usual en RY.

Un caso particular importante es el de la distribucién normal en R
Se dice que X es una variable aleatoria a valores en R? con distribucién
normal, si su transformada de Fourier ¢y tiene la forma:

ex(t) = exp [i () — 5 (5.1

donde 1 € R? y ¥ es una matriz simétrica, definida no negativa con d
filas y d columnas.

Se verifica sin mucha dificultad que, en este caso
EX)=p, Var(X)=%

donde las definiciones de la esperanza y la varianza para variables
aleatorias vectoriales es la siguiente, siempre y cuando existan cada
una de las esperanzas que figuran:
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Si en una base ortonormal de R? el vector X se escribe X = (X1, ..., X4)7,
entonces

E(X) = (E(X1),... B(Xq))"
Var(X) = ((Zjk))jk=1,..a con X =E[(X; — E(X;))( Xy — E(Xg))]

o lo que es lo mismo

Var(X) = B [(X - B(X))(X — B(X)")].

. Se verifican propiedades andlogas a las que vimos en dimensién 1, in-
cluyendo los teoremas de unicidad, férmula de inversiéon y pasaje al
limite (teorema de Lévy-Cramér). En particular, la férmula de in-
versién mas cémoda adquiere la forma siguiente: si ¢ € LY(R%, \y)
(donde Ay denota la medida de Lebesgue), entonces F' tiene una den-
sidad continua f que estda dada por la férmula

@) = Gt [ exp i (ta)] oft) e

En el caso particular de la distribucién normal con pardmetros pu, 3,
se verifica facilmente que si X es definida positiva, entonces vale esta
férmula de inversion y

1
(2m)? [det(S)]

flz) = exp [(z — p)"S7 (2 — )]

N|=

y si 2, en cambio, es singular, entonces la distribuciéon no tiene densi-

dad y estd concentrada en una variedad afin de dimensién menor que
d.

. Con los mismos métodos, se prueba el teorema del limite central. Por
ejemplo, en el caso de sumas de variables aleatorias independientes con
igual distribucién, se tiene el enunciado siguiente: Sea £;,&,,.... una
sucesién de variables aleatorias independientes a valores en R, con
igual distribucién, E(&,,) = 0, Var(,,) = 3. Definimos la sucesién de

sumas parciales S, = &, +...+¢&,,, paran > 1. Entonces, % converge

débilmente a la distribucién normal en R?, con media p = 0 y matriz
de varianza ..
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2.8 Grandes desviaciones.

Sea {&;} k=12, Una sucesion de variables aleatorias independientes y supong-
amos que F(£,) = p, Var(€,) = o y pongamos como antes S, = &, +...+&,
(n > 1). Entonces, bajo ciertas condiciones, hemos probado que la dis-
tribucién de las sumas parciales normalizadas i "\;ﬁ“ converge débilmente a

la distribucién normal tipica.
Como sabemos esto significa que si a,b € R,a < b, son nimeros reales
fijos entonces

P<a<%wﬁ#§0 émllm%}§)¢E (47)

cuando n — 400.
Este tipo de resultado es insuficiente para muchas aplicaciones relevantes.
Por ejemplo, sabemos que en virtud de la ley débil de los grandes nimeros

Ve > 0,
vl ze)
— —pu|l>e)]—0

n

aﬁdzP(

cuando n — +o00. Se suele decir que ay,(g) es la probabilidad del ”intervalo
de confianza de radio € para la media p”.

Dicho de otro modo, en esta aplicacion estadistica sencilla de la ley de
los grandes nuimeros, estaremos interesados en saber, para cada € > 0, el
valor de au,(g), o por lo menos, con qué velocidad oy, () tiende a cero cuando
n — 4o00. Nos interesa saber de que tamano deberfamos elegir n (es decir,
de que tamano debe ser la muestra que habremos de observar) para que
la probabilidad de cometer un error mayor que ¢, cuando reemplazamos la
media tedrica p por la media empirica %, no supere un valor prestablecido.

Si intentamos aplicar el Teorema del Limite Central para calcular - o
aproximar - el valor de ay,(g), vemos que

an(e)=1-P (—f< E < f)

f
y deberiamos poder calcular el equivalente de esta expresiéon cuando n —
400, con la complicacién de que a = —£y/n, b = £4/n no son fijos, sino que
varian con n. En estas condiciones, no es mas merto de que los complementos
a 1 de ambos miembros de (47) sean infinitésimos equivalentes y debemos
introducir otros métodos para estudiar el problema.
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En esta secciéon habremos de limitarnos a enunciar y probar un teorema
sobre esta cuestién, que es un tema vasto y con una gran diversidad de
aplicaciones.

Preliminares. Transformada de Cramér (también llamada de
Fenchel-Legendre).

Sea F la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria a valores
reales X. En lo que sigue, supondremos que E (X) = m y que la distribucién
F no se reduce a la delta de Dirac en el punto m.

Se define la transformada de Laplace de la distribucién F' mediante

+oo
Op(t) = E(exp(tX)) = / exp(tz) F(dx)
— 0o
y denotamos por J = {t € R : ®p(t) < co}. Es claro que ®p(t) >0Vt € R.

Es claro que J es un intervalo, que en principio puede reducirse al punto
{0}.

Habremos de suponer de aqui en adelante, a los efectos de simplificar
la exposicién, que si denotamos ap = inf(J), B = sup(J), entonces el
intervalo abierto (ap, Br) no es vacio y contiene al origen. Puede ocurrir
que ap = —00 0 f[p = 4o0.

El lector verificara sin dificultad que esta hipotesis implica que todos los
momentos de F' son finitos.

También definimos Vr : (ap, fp) — R mediante Y (t) = log [®Pr(t)].

Entonces la transformada de Cramér de F es la funcién hgp : R — R
hr(a) =sup{at —Vp(t): t € (ap, Bp)}

Obsérvese que hp(a) puede valer +o0.
Veamos algunas propiedades basicas de las funciones asi definidas.

e U es estrictamente convexa en (ap, (). Es claro que Up es infinita-
mente derivable (verificacién a cargo del lector) y que

A O)@e(t) — [O (1)
r ()

Wk(t)
Ademas,

()P (t) — [@ (1))

_ / " 2 explta) F(dz). / " exp(ta) F(dz) - [ / " b explta) F(de)

—00 —00 —00
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mediante aplicacion de la desigualdad de Cauchy-Schwartz.

En la dltima desigualdad, la igualdad ocurre si y sélo si las funciones
f(x) =1 y g(xr) = z Vx € R son linealmente dependientes en el
espacio L2(R, B, F}), donde F} es la medida Fy(dz) = exp(tz) F(dx),
lo cual quiere decir que 3 constantes C7, Cy, no ambas nulas, tales que

+oo
/ (Cy + Cy.z)* exp(tx) F(dz) =0 (49)
— 0o

Es claro que no puede ser Co = 0 en (49). Ademds, esta igualdad
implica que F' esté concentrada en el punto —C7/Co9, lo cual no es
posible por la hipdtesis que hicimos sobre F'. En consecuencia no puede
ocurrir la igualdad en (48) y por lo tanto U7.(t) > 0 Vt € (ap, BF).
Esto prueba que Ur es estrictamente convexa.

e Observar que si parametrizamos con la esperanza m la distribucién -
usamos la notacion F),, para la distribucién de X y por lo tanto Fy
es la distribucién de X — m - entonces ¥ (t) = mt + Vg, (t) =
hg, (a) = hg,(a —m).

e Bajo las hipdtesis que hemos hecho, podemos calcular la transformada
de Cramér mediante las férmulas siguientes:

(a) Si Un(ap) < a < UL(Bp), entonces el maximo de la funcién

t ~ at — Wp(t) ocurre en el interior del intervalo (ap, Br), en el
1 \—1

punto t = (V)" (a) y vale

he(a) = a. (V) ™ (a) — Up [(\p’F)‘l (a)]

(b) Si a > ¥(BF), entonces hp(a) =a.fp — Vp(Bp).
(c) Si a < ¥%4(arp), entonces hp(a) = a.ap — Vp(ap).

e El lector verificard facilmente que si Un(ar) < a < UL(Bf), entonces

Hola) = (W) (@) y () = L
T T ) @)

Por lo tanto, h es estrictamente convexa en el intervalo (Vi (ap), ¥ (6r)).

e También dejamos a cargo del lector la verificacién de que

Uo(0)=m y hp(m)=0.
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e Finalmente, observemos que si a > m, entonces
hp(a) =sup{at —Yp(t): t € (0, Bp)}

En efecto, a > m = (¥})7" (a) > (¥}) "' (m) = 0. O bien el punto
en el que ocurre el maximo de la funcién t ~ at — Up(t) estd en el
interior de (ap, Op)y es (\II’F)f1 (a),0 bien el supremo se alcanza para

t1 Bp.

Teorema (Chernof).

Sea {£}},_1 o una sucesién de variables aleatorias independientes a
valores reales con igual distribucién F' y supongamos que E(§;) = m y
Sp =& +...+¢&, (n>1). Con la misma notacién que antes, suponemos
que 0 € JO (interior del intervalo .J).

Entonces:

(b) m < a < Vp(Bp) = limy—ioo 2log [P (52 > a)] = —hp(a)
Uhlap) <a<m = lim, 4o 2 log [P (%‘” <a)] =—hp(a).

Demostracion. Basta considerar el caso a > m. [Si a < m, reemplazar

& por =& .
Para la parte (a):

P (S, > n.a) < E (exp [u(S, —n.a)]) Vu € (0,8p)
que implica

P(S,>na < inf FE(exp|u(S, —n.a)]) < inf exp|-n(u.a— VYpr(u
(S02ma) < inf E(eplu(S,—na)) < inf expln(ua—Vp()

= exp !—n sup (u.a — \Ilp(u))] = exp [—n.hp(a)]
u€(0,8x)

Para la parte (b), usando (a) alcanza con probar que

lim, o log [P (S > aﬂ > “hp(a) (50)

n
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Para probar (50), poniendo s, = z1 + .... + T, :
P(S,>n.a) = / Lsn>nay F(dz)....F(dy,)
Rn

_ /R Aazna [BRO]" exp[—tsa) G(dr)...G(dx,)

donde G es la medida de probabilidad en larecta: G(dz) = [®p(t)] " exp [tz] F(dx).
Sea Y71,...,Y, una sucesion de variables aleatorias independientes con

igual distribuciéon Gy T,, = Y1 + ... + Y, (n > 1). La igualdad anterior se

rescribe como

T
P (S, > n.a) = [®p(t)]" exp[—nat] E (1{Tn2n.a} exp {—nt <7: — a>]>
(51)
Seam < a < Vy,(0r)ye>0tal que a+e < ¥y (8r) . Elegimos ¢ tal que:

a < Up(t) <ate < Vp(Bp) = (\IJ’F)_1 (a) <t< (\IJ’F)_1 (a+e) < Bp.
Observar que

“+00 !/
EMW) = [(I)p(t)]_l/_ xexp(tz) F(dr) = i?g; = UL(t)

Por lo tanto, en virtud de la ley fuerte de los grandes ntimeros, casi segura-
mente, 12 — W/.(t) cuando n — 4oco. Tenemos, a partir de (51):

%log {P (s; > a)]
= —at+ VUp(t)+ %log [E <1{Tnzn.a} oxp [_”t <711: B aﬂ )]

1 Ty
—at + \I/F(t) + ﬁ log |:E <1{na§Tn§n(a+s)} exXp [—nt <n - a>:| >:|

1
—at + VYp(t) + —log[exp(—nte).P(na < T,, < n(a+¢))]
n
n

v

v

1 T,
= —at+Yp(t) —et+ —log [P(a<n<a+5)}
n

Esto prueba que
. 1 Sn,
llmn_,Jroog log | P o >al| > —at+Vp(t) —et

ya que P(a < % < a+¢e) — 1. Como € > 0, es arbitrario, dada la definicién
de hr(a), esto termina la demostracion.
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2.8.1 Ejemplos.

1. Consideremos, como en el teorema anterior, una sucesién de vari-
ables aleatorias independientes a valores reales con igual distribucién
{€k}r=12, ., v que la distribucién comin F' estd dada por P(§, = 1) =
P, =-1)=1/2.

Es claro que E(&,) =0, Var(§,) = 1.

Supongamos que queremos estudiar el comportamiento de ay,(e) =
P(|%"} >¢),para 0 <e < 1.

En virtud del teorema de Chernof, sabemos que + log [av, (€)] — —hp(e).
Los céalculos en este caso son inmediatos y se obtiene:

- ®(t) = cosht
- U(t) = log [cosh t]
-hp(e) = etanh™t e—log [cosh (tanh_1 g)] = etanh™! et+ilog [(1—&?)]

2, _ 1
(usar que cosh”z = ———>—).

Si en lugar del teorema de grandes desviaciones se pone el equivalente
que viene del Teorema del Limite Central, lo que se obtiene como
equivalente es

5 1 /+°° < :U2>d \/5 1 < 62n) 4 N
y— €ex —_— Tr =~ ———€eX _— cuando n — o0
Vor Jen TP\ T2 meyn P\

o sea +00 2 2
1 1 x €
—lo 2/ ex <—> daz] — ——
n g[ Vor Jeyi TP\ 2 2

El comportamiento preciso, dado por hp(e) se ve que difiere del que
resulta de utilizar (inadecuadamente) las colas que da el TLC. Sin
embargo, si se hace el desarrollo de Taylor de hp(g) en € = 0, se ve que
al primer orden significativo, se obtiene —%. Si € es suficientemente
pequeno, ambos exponentes difieren poco, pero ello deja de ser cierto
para valores moderados de ¢.

2. Veamos una variante del ejemplo anterior. Supongamos que la dis-
tribucién F estd dada por P(§, = 1) = P(§, = —1) = p, P&, =
0) =r,2p+r = 1. Es claro que E(§;,) =0y Var(&,) = 2p. Se obtiene
U(t) =log[2pcosht +r] y

hp(a) = ar — ¥(1)
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donde 7 es la solucion de la ecuacion

2p sinh
a—\Il’(T):a—ipsm T
2pcosht + 1

Con estos ingredientes, se puede escribir los primeros términos del
desarrollo de Taylor de hp(a) para a cerca de cero.

3. Si F es la distribucién normal tipica, se verifica inmediatamente que
®(t) = exp (%) y por lo tanto ¥(t) = %, hr(a) = “2—2 El compor-

tamiento asintético del logaritmo de P(|%"‘ > &) coincide con el de
las colas en el TLC.

4. Si F es la distribucién exponencial con pardmetro igual a 1 (es decir
que para z > 0, es 1 — F(z) = exp(—z)), entonces

U(t)=—log(l—t)si t<1 y U(t)=4oc0 si t>1.
Un célculo elemental muestra que
hp(a) = a—1—loga siempre que a > 0
ysilO<e:

2 83 54

e e ¢
2 3

1 Sh
P — > — — —

donde el ultimo desarrollo vale si ademas ¢ < 1.

Del otro lado, si0 <e < 1:

1 n
— log [P(Slgs)] —e—log(l+¢)
n n

2.9 Distribuciones infinitamente divisibles

Preliminares, medidas candnicas.

Definicion. Se dice que la medida M definida sobre los Borelianos de
R es "candnica” si verifica las condiciones:

1. M(I) < oo para todo intervalo acotado I
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2. Yz > 0 se cumple que

oo M(d
Mt (z) = (23/) < 00
= Y
= M (dy)
M~ (—z) = yzy < 00

Ejemplo basico. Si F' es una medida de probabilidad en la recta y
C es una constante positiva, entonces M (dz) = C.x2.F(dx) es una medida
canonica.

Definicién. Sea {F,} una sucesién de medidas de probabilidad en R
y {c,} una sucesién de ntimeros reales positivos. Diremos que ¢;,.z2.F,(dx)
converge propiamente a la medida candénica M (dx) si

(a) cp. / 2% F,(dr) — M(I) VY intervalo I cuyos extremos son de continuidad de M
I

2 2

0 F,(d ~o" M(d
(b) cn/ (dy) — M*t(z), cn (dy) — M~ (—=z) six,—z son de cont de M
x= ) —00 )

Se verifica facilmente que la pareja de condiciones (a),(b) es equivalente a
(a),(b’), donde

(b') Ve > 0 Ja > 0 tal que ¢, [F(—a) + (1 — F,(a))] <& Vn

Proposicién técnica auxiliar.

Sea {F,} una sucesién de medidas de probabilidad en R y {¢,} la
sucesion de sus transformadas de Fourier. Consideramos la sucesién de
funciones

Un(t) = cn[pn(t) =1 —if,1]

donde ¢, > 0,03, € R.
Entonces, para cada t € R :

¥ (t) = p(t)

donde p es una funcién continua, si y sélo si, existen una medida candnica
M y una constante real b, tales que:

1. ¢p.2?.F,(dz) converge a M propiamente

2. ¢, (by — f,,) — b, donde b, = fj;o senx F,(dz).
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En caso de que haya convergencia, el limite es de la forma:

p(t) = (t)+ibt con (52)
T exp(itr) — 1 —i.t.senx
v = [ SR

La medida M estd univocamente determinada por (52).

Demostraciéon. En realidad, no daremos una demostracién completa de
esta proposicién auxiliar, sino que indicaremos solamente los pasos a seguir,
cuyos detalles quedan a cargo del lector.

Antes que nada, reescribimos 1, (t) :

+oo
(1) = / lexplita) — 1 — i.t.sena] cnFo(de)+i cn(bn—B,) ¢ (53)

— 00

Paso 1.Mostrar que si c¢,.2%.F,(dr) converge a M propiamente, en-
tonces, para toda funcién continua y acotada f : R — R, tal que % es

continua en x = 0, se tiene:

—+00

f( ) cnFr(dx) —>/+Oof M (dz)

[Usar un método anélogo al empleado inicialmente para la convergencia débil
de medidas de probabilidad].

Paso 2. Si 1, (t) — p(t) uniformemente en [t| < tpy 0 < h < o,

entonces:
teo sen(zh) 1 [k
[ N o -
/_Oo [ p } enF(de) — o7 /_hp(t) dt

Paso 3. Si ,,(t) — p(t) uniformemente en |t| < tp, entonces existe una
subsucesién {ny} tal que c,, .x%.F,, (dz) converge a M propiamente, donde
M es una medida candnica.

Para probar esto, usar el mismo tipo de argumento diagonal que para
la compacidad débil de las medidas de probabilidad y también, el resultado
del paso 2.

Paso 4. Si M es candnica, la funcién 1 definida por (52) es continua y
la correspondencia M ~ 1) es inyectiva.
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La continuidad es inmediata. Para ver la inyectividad, observar que, de
la definicién de v resulta que Vh > 0 :

— o0 — cos(x
YRR ) _ [ gy Lot

Y(t) — M (dz)

—00

— w es la transformada de

Dicho de otro modo, la funcién ) (t)
Fourier de la medida finita p(dz) = 1_%SQ(M)M (dz). Por la unicidad ya
conocida, esto dice que vy determina p;, Yh > 0. Esto "casi” determina M,
salvo por eventuales atomos en los puntos x tales que cos(xh) = 1. Queda

a cargo del lector mostrar que entonces M estd univocamente determinada.

Paso 5. Con los elementos anteriores, el lector puede completar la de-
mostracién de la Proposicion.[]

Definicion. Se dice que la distribucién de probabilidad propia en la
recta F' es ”infinitamente divisible” si para cada entero positivo n existe una
distribucién de probabilidad F}, tal que, si &y, ..., &,, son n variables aleatorias
independientes con igual distribucién F;,, entonces, la suma &, +...4+¢,, tiene
distribucién F'.

De manera equivalente, podemos escribir esta condicion en términos de
transformadas de Fourier. Si denotamos por ¢ la transformada de Fourier
de F, que ésta es infinitamente divisible significa que para cada entero pos-
itivo n podemos encontrar una transformada de Fourier de una medida de
probabilidad propia, ¢,, tal que

[on(®]" = ¢(t) VtER

El resultado fundamental de esta seccién es el teorema siguiente:

Teorema (Lévy, Kinchin). ¢ es la transformada de Fourier de una
distribucién de probabilidad infinitamente divisible, si y sélo si, existen una
medida candnica M y una constante real b tales que:

o(t) = exp[p(t)] donde (54)

oo tr) — 1 —i.t.
o) = ibt—i—/ exp(itx) i Sean(dm)

2
oo x

M y b son Unicas.
Antes que la demostraciéon veamos algunos (primeros) ejemplos.

63



Ejemplo 1. Silamedida M est4 concentrada en el origen, M ({0}) = o2,
entonces la formula (54) da ¢(t) = exp [ibt — 10%t?] que es la transformada
de Fourier de la distribucién normal con media b y varianza o2.

Ejemplo 2. Si la variable aleatoria & tiene la distribucion de Poisson
con parametro A, entonces su transformada de Fourier es

E (exp(it§)) = Z exp(itn)i:e_’\ = exp [A (eit —-1)] (55)
n=0

Obsérvese que en la férmula (54), si la medida M estd concentrada en el
punto z = 1y M({1}) = X, entonces p(t) = X (e —1) si se hace una
eleccion adecuada de la constante b. Es decir que la distribuciéon de Poisson
es infinitamente divisible, cosa que podemos verificar directamente a partir
de (55), ya que es claro de aqui que si € tiene distribucién de Poisson con
parametro A, es suma de n variables aleatorias independientes, cada una de
ellas con distribuciéon de Poisson con parametro %

Reciprocamente, si M estd concentrada en un punto zg # 0y M ({zo}) =
¢, entonces p(t) = ibt + exp(mo);zl*itsemo c=ibt + X (e — 1)

lo que muestra que la distribucién de la variable aleatoria £ cuya trans-

formada de Fourier es exp[p(t)] se obtiene de la distribucién de Poisson

b ¢
0 tiene

mediante un cambio de posicién y escala, mdas precisamente, que
distribucién de Poisson con parametro A.

Ejemplo 3 (Distribucién de Poisson compuesta).- Sea £;,&,, ...
una sucesién de variables aleatorias independientes con igual distribucion
F. Definimos, como antes, la sucesién de sumas parciales Sy = 0, S, =
& +...+¢&, (n>1). Denotamos por ¢ la transformada de Fourier de F.

Sea ademds v una variable aleatoria con distribucion de Poisson de
pardmetro A, independiente de la sucesién {,,} .

Definimos X = 5, es decir, son sumas con un nimero aleatorio de
términos. La distribucién de X se denomina ”de Poisson compuesta”.
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Calculamos la transformada de Fourier de la distribucién de X, es decir:
ex(t) = E(exp(itX)) = E[E (exp(itX)/N = k)]

= ZE (exp(itSk)/N = k) P(N = k)

k=0
00 00 i
= 3B (eplits) PV =) = 3 [0 Gy (-
+o0

exp(itz) — 1 —i.t.senx 2p
x

5 (dx)

— exp[M((t) = 1)] = exp [wm A / :

—0o0
con b = fj;o senx F(dzx).

Es claro entonces que ¢y tiene la forma indicada en (52) con b= \.b y
M(dz) = X\.2%F(dz).

El lector observara que es posible dar una demostraciéon directa simple

de que la distribucion de X es infinitamente divisible, que no depende de
(52).

Observe el lector que en la proposicién técnica auxiliar de esta seccion,
exp [1,,(t)] son transformadas de Fourier de distribuciones de Poisson com-
puestas, a menos de una traslacion y un cambio de escala.

Ejemplo 4.- El lector verificard que si M(dz) = z.e™".11,50) dz en-
tonces F' es la distribucién exponencial de pardmetro igual a 1. Para ver esto,
observar que la transformada de Fourier de la exponencial con pardmetro 1
esw(t) =1/(1 —it) y que ¥(t) = log [w(t)] = 0+O° exp(ite) -1 exp(—z) dz.

xT
Ejemplo 5.- El lector probard que F' es una distribucién infinitamente
divisible concentrada en [0, +00) si, y sélo si, su transformada de Fourier ¢
se escribe como ¢ = exp(p) donde

T exp(itx) —
p(t) = ibt + /0 p(tx)lu(dl‘)

donde p es una medida de Borel concentrada en la semirrecta (0, 4+00) , 0+Oo ﬁ p(dr) <
0.

Observacion sobre el enunciado del Teorema de Lévy-Kinchin.
En la representacién dada por (54), se puede escribir el exponente de
diversas formas. Por ejemplo, se suele usar la forma alternativa

p(t) = ib't + /

—0o0

tooexp(itr) — 1 —itly<ny
5 M

- (dz) (56)
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donde v/ = b+ fj;o WgﬂM (dz). Véase que esta iltima integral esta
bien definida, en virtud de que M es una medida candnica.

La forma que es quiza la mas utilizada de la representacién de Lévy-
Kinchin, es la siguiente

1 oo
p(t) = ib't — 50%2 + / [exp(itx) — 1 — i.tlg,<1y] N(dx) (57)

—0o0

donde se ha reescrito la medida canénica M como M (dx) = o28q(dx) +
22N (dz). Aqui, dg es la medida de Dirac en el punto = = 0, es decir que el
primer sumando es una masa de tamaifio o2, concentrada en el origen, y N

es una medida de Borel en R\ {0} tal que

/ 22N (dz) < oo, N(dx) < o0 (58)
x| <1 |z|>1

Es inmediata la deduccién de estas condiciones de las que verifica M por ser
canonica.

Demostracion del teorema de Lévy-Kinchin.

Paso 1. En este primer paso, probamos que si {y, } es una sucesién
de transformadas de Fourier de distribuciones (propias) de probabilidad,
entonces:

vy — ¢ puntualmente, ¢ continua <= n(yp,—1) — p puntualmente, p continua

(59)
En ese caso, ¢(t) = exp [p(t)].

Probemos primero la implicacién de derecha a izquierda. La hipotesis
implica que ¢,, — 1 puntualmente, y por lo tanto, uniformemente en cada
compacto, dado que tanto ¢,, como 1 son transformadas de Fourier de me-
didas de probabilidad. Por lo tanto, si t varia en un compacto dado, cuando
n es suficientemente grande estéd bien definido log (la rama principal del log-
aritmo) de ,,(t) y la hipdtesis implica, desarrollo de Taylor mediante, que
nlog[p,(t)] — p(t). Se sigue que [p, (t)]" — exp[p(t)]. Es claro que esto
vale entonces para cada t fijo.

Veamos ahora (59) de izquierda a derecha. Como {¢]'} es también
una sucesién de transformadas de Fourier de medidas de probabilidad, la
hipétesis implica, a raiz del teorema de Lévy-Cramér, que la convergencia
es uniforme en cada compacto. Dado que ¢ es continua, elijamos t; > 0
tal que |t| < t; = |¢(t) — 1| < 1/2. Por lo tanto, si n es suficientemente
grande, estd definido log [p,,(¢)]" (rama principal) V¢ tal que |t| < t1. Se
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deduce entonces que nlog [y, (t)] — logp(t)] = n e, (t) — 1] — log [p(t)]
cuando [t| < t;1. Queremos ver que hay convergencia para todo t.

De la convergencia en el intervalo [—t1,¢1] se deduce que existe una
subsucesion {¢,, } tal que ny [¢,, (t) — 1] converge puntualmente en toda
la recta, a una funcién continua p (Usar el Paso 3 de la demostracién de la
proposicién auxiliar). Pero entonces, podemos aplicar a esta subsucesion la
implicacién de derecha a izquierda de (59), que ya fue probada, y resulta
que [, (t)]nk — exp [p(t)] puntualmente, en toda la recta. Entonces este
limite es continuo y no depende de la subsucesién. El lector aprovechars
esto para terminar la argumentacién.

Paso 2. Veamos ahora el directo en el teorema de Lévy-Kinchin.

Supongamos que ¢ es infinitamente divisible. Entonces, Vn = 1,2, ...
3 una transformada de Fourier ¢,, tal que ¢! = ¢ y por lo tanto estamos
en las condiciones de aplicar la implicacién de izquierda a derecha en (59)
del Paso 1, y resulta que n(p,, — 1) — p puntualmente, p continua y que
» = exp(p). Aplicando ahora la proposicién auxiliar, resulta que p tiene la
forma requerida en (52).

Paso 3. Para el reciproco, supongamos que ¢ tiene la forma de (54).

Consideremos primero el caso en que la medida canénica M estd con-
centrada en {x : x| > ¢} con § > 0. Entonces, si definimos la medida de
probabilidad

Gldz) = gM(dx)

+oo M(dz)] ! .
con K = [ ffoo 72} y sea v la transformada de Fourier de G. El

x
lector verificard que entonces, con una eleccién apropiada de b, resulta

o(t) = exp [ibt + K (y(t) — 1)] que es infinitamente divisible (es una la
transformada de Fourier de una Poisson compuesta, trasladada y con un
cambio de escala).

Veamos ahora el caso general, en que no necesariamente M estd concen-
trada en un conjunto de la forma {z : |x| > §} con ¢ > 0.

Consideramos entonces, para cada § > 0, la medida canénica My(dx) =
L{jz|>51 M (dx) y le aplicamos lo anterior. Denotamos por 7, la transformada
de Fourier de %M (dr) (mismas notaciones). Aplicando nuevamente la
proposicién auxiliar, resulta que exite el limite puntual

pl6) = lim |5(1) = 32M ({0)

y como exp [v5(t) — 5t*M ({0})] es la transformada de Fourier de una dis-
tribucién de probabilidad (convolucién de una Poisson compuesta y una
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normal) también exp [p(¢)], en virtud del teorema de Lévy-Cramér.

Esto prueba que si ¢ tiene la forma (54), entonces es la transformada
de Fourier de una distribucién de probabilidad propia. Pero lo mismo se
aplica si uno reemplaza, para cada n > 1, M por %M y b por %b. Sip,
es la transformada de Fourier con esta medida candnica y esta constante,
entonces es obvio que se verifica que ¢} = ¢.[]

2.10 Distribuciones estables. Dominios de atraccién.

Definicién. Sea F' una distribucién de probabilidad (propia), F # do.
Diremos que F’ es ”estable en sentido amplio” si para todo n, entero positivo,
si X1,..., X, son variables aleatorias independientes con distribucién F' y
S, = X1+ ...+ X, entonces, existen nuimeros reales ¢, d,, ¢, > 0 tales que

s Do x,+d,

donde & @ 7 significa que las variables aleatorias £ y 7 tienen la misma
distribucién de probabilidad.

Diremos que F' es ”estrictamente estable”, si una relacién analoga se
verifica con d,, = 0.

Es obvio que si F' es estable, entonces es infinitamente divisible, ya que
con esa notacién, para todo n > 1, X; tiene la misma distribucién que
la suma de las n variables aleatorias independientes con igual distribucion
(X L — %) é (k=1,...,n). Entonces, su transformada de Fourier se puede
representar mediante (54) y el primer objetivo de esta seccién es calcular las
medidas candénicas M y las constantes b de las distribuciones estables. El
segundo objetivo es relacionar las distribuciones estables con una extension
del teorema del limite central para sumas de variables aleatorias independi-
entes con igual distribucion, cuando no se cumplen las hipdtesis para que la

distribucién limite sea normal, pero sin embargo hay convergencia débil.

Definicién. Sea F una distribucién de probabilidad (propia). Se define
la ”simetrizada” de F', que denotamos F'®, como la distribucién de probabil-
idad de X — Y, donde X e Y son variables aleatorias independientes, cada
una de ellas con distribucién F'.

Es inmediato que si F' es estable, entonces F** es estrictamente estable,
con el mismo ¢,,.
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Teorema. En la definicién de distribucién estable, necesariamente debe
ser ¢, = ne para algiin real a, 0 < a < 2.

Demostracion. El lector verificard que basta probarlo cuando F' es es-
trictamente estable (usar F'*).

En ese caso, con la misma notacién anterior, aplicando la definicion,
resulta que si m, n, k son enteros positivos:

(4)
CminX1 = X1 +cpXo

k
Cmm = Cm-Cn = Cpr = (Cp)
Veamos que la sucesion {c,},=12,. es mondtona creciente. En efecto, si
a>0:

P(emnX1 > c¢p.a) > P(cp X1 > 0).Plen X1 > ep.a) (60)

Esto implica que {CA} es una sucesién (doble) acotada, puesto
Cmtn Jmn=12,..

que existe a > 0 de modo que el ultimo miembro de (60), que no depende
de m,n, sea estrictamente positivo. Sea entonces C una constante positiva
tal que

C
m_<C Ym,n
Cm+n

Se sigue que

k
(C’”> - M O vmk

lo que implica que Cc’ﬁ < 1Vm. Esto prueba que {c¢, } es monétona creciente
en sentido amplio.

Veamos ahora que
log ¢,

Tog = const (61)

Fijemos m entero, m > 2y para cada n entero positivo, sea k(n) el inico
entero tal que

m™ < 28+ g decir que

n logm < (k(n) +1) log2
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Ademss

(cz)k(n) = Coptn) < Cmn = (€m)" < Cortmys1 = (62>k(n)+1
k(n)logea < nlogey, < [k(n)+1]logec; =
k(n)logco n < log e, - [k(n) + 1] log co n
n [k(n) +1]log2 — logm n k(n)log 2
y de aqui se sigue facilmente, pasando al limite cuando n — +oo que lf)(fﬁ =
lﬁ) ©5. Como {cp} no es constante y es mondtona creciente, esto prueba

que ¢ = ma con a > 0.

Lo que falta es probar que o < 2. Para probar esto, usamos la repre-
sentacion de Lévy-Kinchin, cosa que podemos hacer, puesto que F' es in-
finitamente divisible, de modo que su transformada de Fourier ¢ es escribe
mediante la férmula (54) y del hecho que es estable se deduce inmediata-
mente que

np(t) = plept) +idpt
_ /+°° exp(itx) — 1 — Z'Q.Cnt.sen(cgll‘) %M(c;ldaﬁ) Cidot
_ x &
oo n
oo te) — 1 — .. f
_ / exp(itz) - DRSO 2 M (e dx) + idnt
—00

En virtud de la unicidad de la representacién de Lévy-Kinchin, esto implica
que para cadan =1,2,...

nM (dx) = 2 M(c;, dx) (62)

1
donde, por otra parte, ya sabemos que ¢, = n«.
Tenemos dos casos posibles:

1. o = 2. En este caso, (62) se traduce en que M (dx) = M(nféda:)
Vn =1,2,... Por lo tanto Va > 0 :

M ([-a,a]) =M ([—n_%a,n_%a}) — M ({0}) cuando n — +o0

ie. M ([—a,a]) = M ({0}) Va > 0, es decir que la medida canénica
M esta concentrada en el origen y la distribucién F' es normal.

2. a # 2. Poniendo, para x > 0, G(x) = M(—x,x), (62) se traduce en
que
2 1
G(z) =ne"'G(n"ox) Yor>0,Yn=12,..
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y por lo tanto, para m,n =1,2,...

a <[m} fl’) — n*(é’l)G(mé) — [@} arl G(1)

n n

Esto prueba que G(z) = G(1)2?~“ para los = que pertenecen al con-
1
junto K = {[%] “im,n = 1,2,...}. Dado que G es monétona cre-

ciente, esto prueba ya que a < 2.
Asimismo, como el conjunto E es denso en R esto implica que
G(z) = G(1)z*™® Vx> 0.
Un argumento enteramente andlogo - a cargo del lector - permite probar que
M ((0,z)) = pG(1)z*~% M ((—z,0)) = ¢G(1)2*>~* Vz >0,

donde p, ¢ son constantes no negativas, p + ¢ = 1.0J

Teorema (caracterizacién de las distribuciones estables)

Con las notaciones anteriores, una distribucién es estable, si y s6lo si, p(t)
se puede escribir de alguna de las dos formas siguientes, que corresponden
respectivamente a a =1y a a # 1,0 < a < 2 en el teorema anterior:

() plt) = —Cult] (5 +i-sg(t)log |t]) (63)

(i1) p(t) = =Caltl* (1= isg(®)(p — a)tg( 5 ) (64)
donde C,, > 0.

Demostracion. En el caso o = 2 ya hemos visto el resultado, que coincide
con el dado por (64) cuando o = 2 y que corresponde a la distribucién
normal. De aqui en adelante, suponemos 0 < o < 2.

Usando los mismos célculos de la demostracion del teorema anterior y, en
especial, la forma de la medida de Lévy-Kinchin de una distribucion estable,
resulta que

T exp(itr) — 1 —i.t.senx
p(t) = Cp2- a)/o ( )a:a“ dx (65)

O exp(itr) — 1 —i.t.senx

o dx

+C.q(2 — a) /

—0o0

Para facilitar el calculo, no usamos en el centramiento la funcién senz en
todos los casos, sino que usamos la funcién 7,(x), dependiente de z.
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esi0<a<1l = 74(x)=0.Entonces, sit>0

+o00 ; -1 +o00 gL -1
Jut) = exp(itx) dz = lim exp(itx — \x) s
1 1 T exp(itr — A\r)

— lim |~ —— (exp(ite — Mx) — 1) [T + = (it — A SPUR = AT

iy |~ Cenplite — o)~ D[4 S -y [ SR g,
1 oo tr — A

= ey [ OREEEA

A0 |« 0 ¢

Si denotamos por H(t) a la tltima integral, es facil verificar - inte-
grando por partes - que

11—«
H'(t)=1
0 =i

H(t)
y que
H0) =X"'T(1 - a)
de modo que
H(t)=T(1—a) (A —it)**

donde la potencia de base compleja debe interpretarse como rama
principal, que estd bien definida ya que A\ — it estd siempre en el cuarto
cuadrante del plano (A, t). Por lo tanto

1
Jo(t) = — 1){?01 aF(l —a) (A=)
B 1 7 2, .
= —lﬁgaf(l—a)e}(p [a <log VA +t —1-20)}

donde log denota el logaritmo real y 6 es el argumento del complejo
A —it, -m/2 < 6 < 0. El pasaje al limite es ahora inmediato y se
obtiene:

Jo(t) = —éf‘(l —a) t%exp (ia%)

La segunda integral en (65) se calcula de manera enteramente andloga,
y eso permite obtener el resultado.

e sia>1 = 7,(z) = x. El cdlculo sigue los lineamientos del anterior,
después de haber reemplazado J,(t) por la nueva integral

- +OO . _ 1 _ .
T :/0 exp(itx) zt:ndx

ma—l—l
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esia=1 = 71(x) = senx.

Para este caso, el calculo es similar, sélo que el punto clave es calcular
la integral

0 cos(te) — 1 o sen(tx) — t.
J(t) = / cos(tz) I —|—i/ sen(tx) senx
0 0

x2 2

El cdlculo de la primera integral es sencillo (hacer el cambio de variables
tx =y y luego integrar por partes). En cuanto a la segunda, observar que,
sit>0:

+oo +o0
sen(tx) — t.senx sen(tx) — t.senx
/ () 5 dr = lim (tz) 5 dx
0 X 010 Js X
—+o0 “+o0
senw senw
= limt/ 5 dw—t/ 72dw
1 1
senw sen (o
= tlim ——dw = tlim/ #dy

1
d
- t/ Y tlogt.
t Y

Reemplazando, se obtiene el resultado anunciado.[]

Definicién. Sea G una distribucién de probabilidad (propia) en la recta,
que no esta concentrada en un sélo punto. Se dice que la distribucién F
pertenece al dominio de atraccién de G si para cada n = 1,2,.... existen
constantes reales a,, b,, a, > 0 tales que si X1, ..., X, son variables aleatorias
indendientes con igual distribuciéon F'y S, = X1 +...4+ X,,, entonces, cuando
n — +00

Sn - bn

an,

=G (66)

Teorema (TLC estable)
G tiene un dominio de atraccion si y sélo si GG es estable.

Demostracion. Si G es una distribucién de probabilidad estable, es obvio
que pertenece a su propio dominio de atraccién, en virtud de la definicion
de distribucién estable. Lo interesante es la afirmacién reciproca.

Supongamos entonces que existe una distribucién de probabilidad F' que
pertenece al dominio de atraccién de G, es decir que se verifica (66) Pro-
baremos que G es estable.
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Observemos primero que para cada pareja de enteros positivos m, n las

variables aleatorias
Smn - bmn Smn - nbm

Y
amn am

difieren solamente en un cambio de posicién y escala (es decir, una se obtiene
de la otra mediante una afinidad).

Para cada n fijo, la primera tiende débilmente a G cuando m — +oo
mientras que la segunda tiende débilmente a G*™) = G« G = ... * G. La
conclusién serd probada, entonces, si demostramos que G y G*(™ difieren
solamente en una afinidad (es decir que 3 constantes reales a, b, a # 0, tales
que G(z) = G*"™(az 4+ b) Vo € R. Esto estd contenido en la proposicién
auxiliar siguiente:

Proposicién auxiliar. Sea {X,,},,_,, una sucesiéon de variables
it A
aleatorias con distribuciones respectivas { Fy, },,_; o que converge débilmente,
T gLy
cuando m — 400 a la distribucién (propia) F, no concentrada en un sélo

punto. Sea ademas {Xm} la sucesién de variables aleatorias X, =
m=1,2,..

CmXm + dm, donde ¢, dy, (m = 1,2, ...) son numeros reales, ¢, > 0.
Supongamos ademds que X,,, = F' (propia) y que F' tampoco estd concen-
trada en un sélo punto.

Entonces, necesariamente las sucesiones {c;,} y {dm} convergen, c,, —
¢y dpy — d,conc>0y F(cx+d) =F(x) Vx € R.

Demostracion. Denotemos por ¢,,, ©,,, ¢, ¢ respectivamente, las trans-
formadas de Fourier de F,, fm, F, F.

Observemos que alcanza con demostrar que las sucesiones {cm},{i},

{dm} estan acotadas. En efecto, si asi fuera, y si {¢;, } ¥ {dm, } son sub-
sucesiones convergentes a ¢* y d* respectivamente, entonces:

e c">0
® 0, (1) = () VtER
° ?omk(t) = exp [i.dpm, 1] gomk(cmkt) — exp [1.d*t] p(c't) = p(t) VEt € R

(para verificar esta convergencia, usar el hecho de que la convergencia
de las transformadas de Fourier es uniforme en cada compacto).

En consecuencia, F(z) = F (“"Zfl*) Vo € R, o sea que F(c*z 4 d*) =
F(z) Yz € R.

Esto identifica los limites ¢*, d* que no dependen de la subsucesién. En
consecuencia, las sucesiones enteras {cp, },{dmn} convergen y los limites ver-
ifican la propiedad enunciada.
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Veamos a continuacion la acotacién de {cm},{%}, {dm}.
m

Como F no estd concentrada en un punto, podemos encontrar z’,z”,
puntos de continuidad de F', tales que 2/ < 2" y

0< F(z) < F(a") <1
y también puntos de continuidad de F', 3/, 1", tales que
F(y) < F(z') < F(«") < F(y") (67)

esto ultimo, simplemente porque F'(—o00) = 0, F'(+00) = 1. Es obvio ademés
que

Fo(emx 4+ dm) = PlemXm + dpm < ez + dp,) = Fi ()

y como Fi,(y') — F(y'), yNﬁm (z') — F(2'), para m suficientemente grande
es Fin(y) < Fp(2') = Foleny' +dm) < Fp(2)) = eny +dm < 2.
Del mismo modo, usando la desigualdad de la derecha en (67), resulta que
emy"+dy > 2" y podemos concluir que ¢, (y"—y') > 2’ —2' —> i < %
1

si m es suficientemente grande. Esto prueba que {J} es acotada.

Intercambiando los roles de F},, y ﬁm resulta que {¢,,} también es aco-
tada. Finalmente, de las mismas desigualdades se tiene que z” — ¢,,y" <
dpm < ' — ¢y’ para m suficientemente grande, lo que prueba que {d,,} es
acotada.(]

Es también posible caracterizar las distribuciones que pertenecen al do-
minio de atraccién de una cierta ley estable. Ese es el contenido del teorema
siguiente, que enunciamos sin demostracién (para la prueba y otra serie de
aspectos del mismo problema, ver Feller, Vol. 2, Cap. XVII).

Usamos la notacién siguiente:

Si F' es una distribucién de probabilidad en la recta,

SF(J/‘):/[_ }yQF(dy).

Ademds, diremos que la funcién L : RT™ — R es "de variacién lenta en +o00”
si para cada x > 0 fijo, se tiene
L(tx)
L(t)

— 1 cuando ¢t — +o0

(ejemplos tipicos de funciones de variacién lenta en oo son: (a) el logaritmo,
(b) las funciones que tienen limite finito no nulo en +00).
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Teorema (caracterizacién de los dominios de atraccién)

(a) F pertenece al dominio de atraccién de la distribucién normal, si y
sélo si, la funcién sp es de variacion lenta en +o0.

(b) F pertenece al dominio de atraccién de una distribucién estable no
normal, si y sélo si se cumplen las dos condiciones siguientes con 0 < o < 2 :

sp(x) ~ 2> *L(x) para x — +oo con L de variacién lenta en + co (68)

3 lim L - F(z)

r—+4o00 1 — F(JI) + F(—LU) =P (69)

En las condiciones del teorema, (68) es equivalente a

2—«

1—F(z)+ F(—xz) ~ x L(x)

para x — 400 con L de variacién lenta en +o0o. Asimismo, de cumplirse las
condiciones de (b), la medida canénica de la ley estable estd dada por

M ((0,z)) = Cpz** M ((—z,0)) = C(1 — p)z*~® Vz >0,

donde C' es una constante positiva.
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