Capitulo 6

Funciones caracteristicas

Una! funcién caracteristica es una funcién que toma valores comple-
jos y tiene argumento real. Definida a partir de una variable aleatoria X,
caracteriza la distribucién F(z) de esta variable aleatoria. Las funciones
caracteristicas son especialemente adecuadas para el estudio de la conver-
gencia débil de variables aleatorias independientes, y seran utilizadas a
lo largo del capitulo 7. Dadas dos variables aleatorias X e Y, definimos
la variable aletoria compleja Z = X + 1Y, donde i = v/—1 es la unidad
imaginaria. Si la variables aleatorias X,Y tienen esperanzas respectivas
E X, EY, definimos la esperanza matematica de la variable aleatoria com-
pleja Z mediante EZ = EX + iEY. No es dificil verificar (tomando
partes real e imaginaria), que si a,b son dos nimeros complejos, se tiene
E(aZ +b) =aEZ+b;y que si Zy, Zy son dos variables aleatorias com-
plejas, se tiene E(Z; + Z;) = EZ; + EZ,. Si 2z = a + ib es un nimero
complejo, designamos Z = a — b el complejo conjugado de z.

6.1. Definiciones y primeras propiedades
Consideremos una variable aleatoria X definida en un espacio de proba-
bilidad (2, A, P). Llamamos funcién caracteristica de la variable aleatoria

X ala funcién f(t), definida para todo ¢ real, mediante la igualdad

f(t) = Ee'™*. (6.1)
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La férmula (6.1) es equivalente a
f(t) =EcostX +iEsentX. (6.2)

Como las variables aleatorias costX y sentX estan acotadas para todo t
real, sus esperanzas matematicas existen. Por ésto, la funcion caracteristi-
ca de una variable aleatoria arbitraria X esta correctamente definida para
todo t real.

De acuerdo a la definicién de esperanza matematica, tenemos

ft) = /Q e"XdP. (6.3)

Si la variable aleatoria X tiene funcién de distribucién F'(x), aplicando la
identidad (??) obtenemos

oo
f(t) = / e dF(z). (6.4)
—00
Consideremos ahora los dos tipos mas importantes de distribuciones. Si
la variable aleatoria X tiene distribucién discreta, y toma los valores
x1,To,... con probabilidades pq, ps, ... respectivamente, entonces

ft) =" eepy, (6.5)

como se obtiene de aplicar cualquiera de las férmulas (6.1), (6.2), 6 (6.3).
Si X tiene distribucion absolutamente continua, con densidad dada
por p(z), entonces

o= [ " e p(a)da, (6.6)

x
como se obtiene de aplicar (6.4).
Calculemos las funciones caracteristicas de variables aleatorias con dis-
tribuciones de ambos tipos, en los casos mas importantes.

Ejemplo 6.1. Supongamos que la variable aleatoria X tiene distribucion
degenerada, es decir, existe una constante ¢ tal que P(X = ¢) = 1. Apli-
cando la férmula (6.5), tenemos

f(t) — EeitX — eitc'

En particular, si P(X = 0) = 1, tenemos f(¢) = 1 para todo t real.
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FEjemplo 6.2. Sea X una variable aleatoria con distribucién binomial con
pardmetros (n,p). Aplicando (6.5), obtenemos

f(t) _ Z eitm (Tlr;)pmqnm _ Z (:L) (peit>mqn7m _ (peit + q)n,

donde ¢ =1 —p.

FEjemplo 6.3. Si X tiene distribucion de Poisson con parametro A > 0,
aplicando la férmula (6.5), obtenemos

o0 m 0 ity \m
f(t) = EetX = Z eitm)‘_e—)\ — oA Z (e"A) — e A A1)

m!

Ejemplo 6.4. Consideremos una variable aleatoria X con distribucién nor-
mal estdndar, con densidad dada por p(z) = e=e/2 /V/2m. Aplicando la
férmula (6.6), tenemos

) 1 R 2
f(t) — EeltX - elta:fx /QdiC
V2T J oo

Para calcular la integral anterior derivamos con respecto de ¢, y obtenemos

fi(t) = —;W/ ze 2y — _;W/ eitrd<—e_x2/2>.

Luego de integrar por partes, resulta

—1 o0

B V2T J s

En consecuencia, (In f(t)) = —t, In f(t) = —t*/2 + C. Como f(0) = 1,
obtenemos que C' = 0, y en conclusion

ft) ="

F(t) e Ay = —t f ().

Si X es una variable aleatoria con distribuciéon normal con parametros
(a, o), entonces, como veremos en el ejemplo 6.6, su funcién caracteristica
esta dada por

f(t) _ eiat—02t2/2
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Ejemplo 6.5. Sea X una variable aleatoria con distribucién exponencial
con parametro o > (. La densidad de esta variable aleatoria esta dada por
p(z) = ae™* siz > 0, p(z) = 0 si 2 < 0. Por ésto, aplicando la férmula
(6.6), tenemos

«

ft) =Ee™ = a/ elit=a)edy — —.
0 o — it

Estudiemos ahora las propiedades que verifica la funcién caracteristica

f(t) de una variable aleatoria X con funcién de distribucién F'(x). Las dos
primeras propiedades son evidentes.

Propiedad 1. Se tiene f(0) = 1.
Propiedad 2. Se tiene |f(t)| <1 para cualquiert € R.

Propiedad 3. La funcidn caracteristica f(t) es uniformemente continua
en la recta real.

Demostracion. La demostracién, basada en la férmula (6.3), se adapta
sin dificultad si tomamos como definicién cualquiera de las férmulas (6.4),
(6.5) 6 (6.6).

Sean t, h reales arbitrarios. De (6.3), tenemos

fit+h)—f(t)= /Qe“X(eihX —1)dP. (6.7)

Utilizamos la acotacién |e™ — 1| < |u|, valida para todo u real, porque

/ e”dx‘ < / e |dx = |ul.
0 0

Sea € > 0, arbitrario. Existe un real A que verifica: A y —A son puntos
de continuidad de F(z); 1 — F(A) < ¢/8; F(—A) < ¢/8. Tomando valor
absoluto a ambos lados en (6.7), y designando B = {w € Q: | X (w)| > A},
obtenemos

|f(t+h)—f(t)|§/|eihX—1|dP§2/dP+/_ e X —1]d P,
Q B B

< 2P(B) +/ IhX|dP < 2P(|X| > A) + A}
B

e 1] =

< 2(1 = F(A) + F(—A))+Ah < % +Ah <,

si tomamos h < ¢/(2A). Como la acotacién es independiente de ¢, esto
concluye la demostracion. O]
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Propiedad 4. Consideremos la variable aleatoria Y = aX +b, donde a,b
son constantes. Entonces, la funcidn caracteristica g(t) de la variable a-
leatoria Y wverifica g(t) = e f(at), donde f(t) es la funcidén caracteristica
de la variable aleatoria X .

Demostracién. Utilizando la propiedad e @8 = ei@e y aplicando la
definicién (6.2), tenemos

g(t) — E eitY — Eeit(aX+b) _ E<eibt6iatX) — 6ibt EeiatX — €ibtf(at>,
lo que concluye la demostracion. O]

Ejemplo 6.6. Calculemos la funcién caracteristica g(t) de una variable
aleatoria Y con funcién de distribucién normal con parametros (a, o).

Es claro que la variable aleatoria X = (Y — a)/o tiene distribucién
normal con pardametros (0,1), y por lo tanto funcién caracteristica f(t) =
et/ 2 como vimos en el ejemplo 6.4. Aplicando la propiedad anterior,

obtenemos
: ; 2,42
g(t) _ ezatf(o_t) — plat—o7t /2.

Propiedad 5. Consideremos una variable aleatoria X para la cual existe
ar = E(X%), el momento de orden k, para algun natural k > 1. Entonces,
su funcion caracteristica f(t) tiene derivadas continuas, para todo t real,
hasta el orden k inclusive. Ademds

f(m)([)) =i"a, (1<m<k), (6.8)
donde o, = E(X™).

Demostracion. Derivando formalmente m veces, con respecto de t, bajo
el signo de integracién en la férmula (6.4), obtenemos

£ (1) = / (i)™ e AP (z). (6.9)
Es claro que como existe el momento de orden m < k (proposicién ?77?),
tenemos

’/_Z(z’x)memdF(x)‘ < /: 2| dF (z) < oo.

Esto permite demostrar que la derivacién bajo el signo de integral es vali-
da, y obtener la férmula (6.9). Sustituyendo ¢ = 0 en (6.9) se obtiene (6.8).
]
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Dada una variable aleatoria X, si para algin natural £ > 1 existe
ay, = E(X*), el momento de orden k de la variable aleatoria, aplicando la
propiedad 5, el desarrollo de Taylor, y la igualdad f(0) = 1, se obtiene,
que

_1+Z ™ot (t — 0). (6.10)

En la demostracién de la proxima propiedad, utilizamos el resultado sigu-
iente.

Lema 6.1. Consideremos dos variables aleatorias independientes X,Y,
dos funciones reales u(x),v(x), definidas en la recta real, y supongamos
que existen Eu(X) y Ev(Y). Entonces, tiene lugar la identidad

E(u(X)v(Y)) =Eu(X)Ev(Y).

Demostracion. Veremos la demostracion en el caso en que ambas vari-
ables tienen distribucion discreta, y en el caso en que tienen distribucion
absolutamente continua.

Supongamos primero que X toma los valores z1, xs, ..., con probabili-
dades p1, po, ..., respectivamente; Y toma los valores y1, s, ..., con prob-
abilidades ¢1, ¢a, . . ., respectivamente. Aplicando la proposicién 77, obten-
emos que P(X = 2;,,Y = vy;) = P(X = 2) P(Y = y;) = prg; (k,j =
1,2,...). Por ésto, tenemos

E(u(X)u(Y)) = Zu(xk)v(yj) P(X =1, Y =)
- Zu(xk)m Zv(yj)pj =Eu(X)Ev(Y).

Si X e Y tienen distribucién absolutamente continua y r(z,y) designa la
densidad del vector (X,Y), aplicando la proposicién ??, obtenemos que
r(z,y) = p(x)q(y), donde p(x) es la densidad de la variable aleatoria X,
q(y) la densidad de la variable aleatoria Y. Por ésto, tenemos

E(u(X / / r(z,y)ddy
- (e / o@al)dy = Eu(X) Bo(Y),

concluyendo la demostracion. O]
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Observacion. El lema recién formulado es valido también en el caso en que
las funciones de u(z) y v(x) de argumento real, tomen valores complejos,
es decir, si tenemos

u(z) = uy(z) + dug(x), v(z) = vi(z) + tva(x),

donde uy(x) y vg(x) son funciones de argumento real, que toman valores
reales (k = 1,2). Esto es sencillo de demostrar, aplicando el lema anterior
a las partes real e imaginaria del producto u(X)v(Y).

Propiedad 6. Consideremos dos variables aleatorias independientes X
e Y, con funciones caracteristicas f(t) y g(t) respectivamente. Sea h(t)
la funcion caracteristica de la suma X +Y. Entonces, se verifica h(t) =

ft)g(t).

Demostracion. Tenemos
h(?f) _ Eeit(X—i—Y) —FE (eitXeitY) —FE eitX EeitY _ f(t)g(t),

en vista de la observacion posterior al lema 6.1. O]

Es valida la siguiente generalizacién de la propiedad recién demostrada:
si X1, Xs, ..., X, es un conjunto de variables aleatorias mutuamente inde-
pendientes, con funciones caracteristicas fi(t), fa(t),. .., fn(t) respectiva-
mente, entonces, la funcién caracteristica h(t) de la suma X7+ Xo+- - -4+ X,
es igual al producto de las funciones caracteristicas de los sumandos:

h(t) = fi() f2(t) - fult).
Propiedad 7. Para todo t real, se verifica f(—t) = f(t).

La propiedad anterior se obtiene de la igualdad

f(=t) = Ee ™ = EeitX = EeitX = f(1).

Definicién 6.1. Una variable aleatoria X y su distribucion F(z) se dicen
simétricas cuando las funciones de distribucion de las variables aleatorias
X y —X son idénticas.

Propiedad 8. Si la variable aleatoria X es simétrica, su funcion carac-
teristica f(t) es una funcion real.
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A la conclusion de la propiedad anterior conducen las igualdades
f(t)y =E™ =Ee"Y = f(—t) = f(1).

En la seccién 2 demostraremos el reciproco de la propiedad anterior: si
la funcién caracteristica de una variable aleatoria X es real, la variable
aleatoria X es simétrica.

6.2. Formula de inversion. Teorema de uni-

cidad

Teorema 6.1. Consideremos una variable aleatoria X con funcion de
distribucion F(x), y funcion caracteristica f(t). Sean xq1,xo dos puntos de
continuidad de F(x). Entonces, tiene lugar la igualdad

T 6—ita:2 o 6—ita:1

F(zg) — F(x) = L lim

La igualdad (6.11) se denomina férmula de inversién.

Demostracion. Comenzamos introduciendo la funcién auxiliar

T hT
R(h,T) = / sen htdt _ / senv ,
0 t 0 u

Del céalculo integral, son conocidas los siguientes afirmaciones:

/ = E; ‘/ Senudu‘ <C (z>0),
0 u 2 0o U
de donde obtenemos, que
—7/2, sih
lm R(h,T) =4 /% Sth<0 (6.12)
T—00 /2, sih>0.

Es importante observar, que esta convergencia es uniforme en los intervalos
de la forma (—o0,d], y [d,00), para todo § > 0.

La segunda etapa de la demostracion, consiste en representar a la in-
tegral en (6.11), que designamos I, en términos de la funcién R(h,T).
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Aplicando la definicién (6.4), e intercambiando el orden de integracion
(dado que el integrando es una funcién continua y acotada), tenemos

T _—itxg _ ,—itz T _—itxe _ ,—itxy 0
[= / T fydt= / L( / e”de(y)>dt
_T —it _T —it _

0 T _it(y—=z2) _ it(y—z1)
L
3 T —it

[e.e] -

_ /:: </_TT sen(t(y — x2)) ; sen(t(y — x1)) dt) IF(y)
=2 /_Z(R(y — 25, T) — R(y — 21, T))dF (y).

donde utilizamos que f_TT (cos(at) / t) dt = 0 para todo « real, para obtener
la ultima igualdad. Respecto del comportamiento asintético del ultimo
integrando, tomando por ejemplo 1 < 5, en vista de (6.12), tenemos

0, siy<uaz,
lim R(y —x9,T) — Ry —x1,T) =< m, siz <y< g, (6.13)

T—oo

0, size<uy.

La ultima etapa de la demostracion consiste en verificar que el limite de
I cuando T" — oo es la integral del limite obtenido en (6.13). Para ésto
elegimos § > 0, de forma que z; + 0 < x93 — d, y consideramos la integral
I como la suma de cinco integrales, designadas I (i = 1,...,5), en los
intervalos de integracién (—oo,zy — 6|, (x1 — &, 21 + 9§}, (x1 + J, 25 — ],
(z2 — 0,29 + 0], ¥ (22 4 §,00). Tenemos entonces I = >0 Ij.

Sea £ > 0 arbitrario. Tenemos

L :2/ (R(y — 22, T) — R(y — 21, T))dF (y).
(—o0,z1—4]

Como, en vista de (6.13), el integrando converge uniformemente a cero,

obtenemos que |I;] < € si T es suficientemente grande. Una situacion

analoga ocurre con T5, por lo que, |I5| < e si T es suficientemente grande.
Para la segunda integral, tenemos

L] <2 / (R(y — 22, T) — R(y — 21, T))dF(y)
(z1—6,21+6]

<AC(F(z1+6) — F(z —0)) <k,
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si § es suficientemente pequeno (independientemente de 7T'), dado que x;
es un punto de continuidad de F(z). La situacién con I, es andloga, y
por ésto |I4] < e si § es suficientemente pequeno. Por ltimo, como la
convergencia en (6.13) es uniforme, para la tercer integral tenemos

13:2/ (R(y—xQ,T)—R(y—xl,T))dF(y)
(:1:1+§,ng6}
— 21 (F (25 — 8) — F(z1 +9)),

si T'— oo. En conclusion, para todo ¢ suficientemente pequeno, tenemos
’[ — 27 (F(xy — 6) — F(x1 + 5))‘ <L+ || + [1a] + |15
+ ’I —2n(F (s — 8) — Fla + 5))‘ < 5,

si T es suficientemente grande. Como z; y x5 son puntos de continuidad
de la funcién F(z), esto concluye la demostracion. O

Teorema 6.2 (Unicidad). Sean f(t),g(t) las funciones caracteristicas
correspondientes a dos funciones de distribucion F(x), G(x). Supongamos
que f(t) = g(t) para todo t real. Entonces, se verifica F(x) = G(x) para
todo x real.

Demostracion. Sea C el conjunto de los puntos en el que ambas fun-
ciones F(z) y G(z) son continuas. Como F(x) y G(x) son funciones de
distribucién, el complemento del conjunto C es, a lo sumo, numerable.
Sean entonces x, ¥y, ¥ys,... puntos de C, tales que y, — —o0 (n — o0).
Aplicando el teorema 6.1, obtenemos que F(x) — F(y,) = G(z) — G(yn),
y tomando limite si n — oo en la igualdad anterior, resulta

F(z) = G(z) para todo x en C. (6.14)

Sea ahora z un real arbitrario. Consideremos x; > x5 > --- puntos de C,
tales que x, — z (n — o0). En vista de (6.14), tenemos F(z,) = G(x,).
Como ambas funciones de distribucién son continuas por la derecha, al
tomar limite si n — oo en la igualdad anterior, obtenemos la igualdad
F(z) = G(z). Como z es arbitrario, esto concluye la demostracién. O

De acuerdo al teorema 6.2, denominado teorema de unicidad, la fun-
ci6én caracteristica de una variable aleatoria define univocamente (es decir
“caracteriza”) su funcién de distribucién. Veamos algunas aplicaciones de
este teorema.
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FEjemplo 6.7. Consideremos dos variables aleatorias independientes X3
y Xs, cada una de las cuales tiene distribuciéon normal con parametros
(a1,01) y (az, 02) respectivamente. Con la ayuda del teorema de unicidad
es sencillo demostrar que la suma X; + X5 tiene distribucién normal (como
vimos en la seccién 3.4).

La funcién caracteristica de Xj, es fy(t) = e/®!~7#*/2 (k. = 1,2). Como
las variables aleatorias son independientes, la funciéon caracteristica de la
suma X; + X5 es

g(t) —FE eit(X1+X2) — EeitXl EeitXQ

= fi(t) faolt) = ellorteat=(ri+ad)/2,

Es claro que la funcién ¢(t) coincide con la funcién caracteristica de una
variable aleatoria con distribucién normal, con parametros (a1 +ay, (03 +
03)!/?). Aplicando el teorema 6.2 se deduce que la suma X; + X5 es una

variable aleatoria con distribucién normal con éstos parametros.

Ejemplo 6.8. Consideremos dos variables aleatorias independientes X e Y,
cada una de las cuales tiene distribucion exponencial con parametros o > 0
y 3 > 0 respectivamente. Veamos que la variable aleatoria Z = X — Y
tiene densidad, dada por

aff —ax :
——e sixz >0,
p(x) = {”‘*ﬁ

B Bz ;
12 six <0.

Por una parte, utilizando el ejemplo 6.5, tenemos

EelZ —BeXEeit = 4P (6.15)
a— it B+t
Por otra parte,
/OO eztxp(x>dx — Oéﬁ (/OO e(ita)xdx_'_/o e(itJrﬁ)mdx)
—o0 Oé—i_ﬁ 0 —o0
1 1

. O‘ﬁ( _ .>= © B (616

a+ B\a—it [+t a—it [+t

Como los resultados en (6.15) y (6.16) coinciden, del teorema de unicidad
se deduce que p(x) es la densidad de Z.
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Veamos un corolario mas del teorema de unicidad: si la funcién carac-
teristica f(¢) de una variable aleatoria dada es real, entonces la variable
aleatoria es simétrica. En efecto, como f(t) es real, aplicando la propiedad
7, tenemos

ft) = ft) = f(-1).

Por otra parte, f(—t) = Ee ¥ es la funcién caracteristica de la variable
aleatoria — X en el punto t. De la coincidencia de las funciones caracteristi-
cas se obtiene la igualdad de las distribuciones de las variables aleatorias
X y — X, aplicando el teorema 6.2. Concluimos que X es simétrica.

En vista de lo recién demostrado y de la propiedad 8, llegamos a la
siguiente conclusién: una variable aleatoria es simétrica si y solo si su
funcion caracteristica es real.

6.3. Teoremas de Helly

Los teoremas de Helly juegan un importante rol en la demostracion de
los teoremas de convergencia de funciones caracteristicas, que estudiamos
en la seccion 4. Dado que no se incluyen en los cursos habituales de calculo,
los presentamos aqui con sus correspondientes demostraciones.

Definicién 6.2. Consideremos funciones F(x), Fi(x), F»(z), ..., acotadas
y no decrecientes.

(a) Decimos que la sucesion {F,(x)} converge débilmente a F(x) y es-
cribimos F,, — F, si F,(x) — F(x) (n — o0) para todo punto x de
continuidad de la funcion F(x).

(b) Decimos que la sucesion {F,(x)} converge completamente a F(x) y
escribimos F,, = F, si {F,(x)} converge débilmente a F(x) (es decir, si
F, — F) y ademds® F,(—o0) — F(—00), F},(c0) — F(c0) sin — oc.

Observemos que si F(z), Fi(x), Fy(x),... son funciones de distribu-
cién, la convergencia débil definida en (a) coincide con la convergencia
débil de variables aleatorias definida en la seccion 5.1. Ademds, en este
caso, las definiciones (a) y (b) coinciden. Sin embargo, en el caso general
esta equivalencia no es cierta, como se ve en el siguiente ejemplo.

2Designamos G(—o00) = lim,_,_», G(z), cuando existe este limite para una cierta
funcién G(z). Andlogamente, designamos G(00) = lim, o G(2).
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Consideremos, para cadan =1,2,..., la funcién
0, six < —n,
Fo(r)=<1/2, si—-n<z<n,
1, sin <.

Es claro que F,(x) — 1/2 (n — oo) para todo z real, y en consecuen-
cia la sucesiéon {F,(z)} considerada converge débilmente a la funcién
F(xz) = 1/2. Sin embargo, la convergencia completa no tiene lugar, da-
do que F,(—o0) = 0, F,(+00) = 1 para todo n, y tenemos F(—o0) =
F(c0) =1/2.

Teorema 6.3 (Helly). Consideremos una sucesion {F,(x)} de funciones
no decrecientes. Supongamos que existen constantes A y B tales que se
verifica A < F,(x) < B para todo x real y para todo n. Entonces, la
sucesion dada contiene una subsucesion {F,, ()} que converge débilmente
a una cierta funcion F(z), no decreciente y acotada.

En la demostracién de este teorema utilizamos el siguiente resultado.

Lema 6.2. Si F,(z) — F(z) para todo x € D, donde D es un conjunto
denso en la recta real, entonces F,, — F.

Demostracion del lema. Sea x un punto de continuidad de F'(x). Como D
es denso, existen dos sucesiones {z}} y {z}} que verifican z| < z < x}
para todo k y limy_, 2/, = limy_, o} = =. Para cada k y cada n, tenemos

Como lim,, o F,,(z}) = F(2},) y lim, o F,.(2}) = F(z}), de las desigual-
dades anteriores, si n — 0o, obtenemos

F(x}) < lminf F,(z) < limsup F,(z) < F(z}).

n—00 n—00

Hagamos ahora tender k a infinito. Dado que x es un punto de continuidad
de F(z), se verifica limy_,o F(z}) = limy_. F(z}) = F(z), por lo que

F(z) <liminf F,,(x) < limsup F,(z) < F(z).

n—00 n—o00

Entonces, el lim, ., F,,(z) existe, y vale F(z). Como el punto de con-
tinuidad es arbitrario, esto concluye la demostracion. O]
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Demostracion del teorema 6.3 de Helly. Sea D un conjunto denso numer-
able de nimeros reales 2/, ), . ... La sucesién numérica {F,,(z})} es aco-
tada, por lo que contiene una subsucesion {Fi,(z})} que converge a un
cierto limite, que designamos F'(z}).

La sucesién {Fi,(z5)} también contiene una subsucesion {Fy, ()},
convergente a un cierto limite, que designamos F'(x}). Ademas, se verifica
lim,, oo Fon(2)) = F(2)).

Continuando este proceso, obtenemos, que para cualquier natural k,
existen k sucesiones {Fy,(z})} (i = 1,...,k) para las cuales se verifica
lim, oo Fin(z)) = F(2) (i =1,...,k).

Consideremos ahora la sucesién diagonal compuesta por las funciones
{Fun(z)}. Sea x} € D. Es claro que lim,,_,o Fy,(z},) = F(z},), dado que
{F.n(x})} es una subsucesién de la sucesién numérica { Fy,(x})}, sin > k.
Hemos asi definido una funcién F(z) en el conjunto D. Si < y son dos
puntos de D, entonces F(z) = lim, . Fn(x) < lim, .o Fn(y) = F(y),
y la funciéon F(z) es no decreciente en D. Es claro también que A <
F(z) < B. Estas propiedades permiten extender la funcién F(x) a toda
la recta real, conservando las propiedades mencionadas. Estamos entonces
en condiciones de aplicar el lema 6.2, para concluir la demostracién del
teorema. [l

Observacion. Se puede ver que la funcién limite F'(x) puede elegirse con-
tinua por la derecha, si definimos F'(x) = lim,,_,o F'(z,), donde {z,,} € D,
T, — x (n — 00), y x, > x para todo n.

Teorema 6.4 (Helly). Consideremos funciones no decrecientes y acotadas
F(x), Fi(z), Fo(x), ... tales que F,, = F, y una funcion g(x) continua y
acotada. Entonces

/_Zg(:c)an(:v) — /_Zg(x)dF(g;) (n — o0).

Demostracion. Sea € > 0 arbitrario. Designemos

G =suplg(a)l, C = F(oc) — F(~o0).

z€R

Como lim, ., F(z) = F(—00), lim, . F(z) = F(c0), existen a < b,
puntos de continuidad de F'(z), tales que se verifica

F(co) — F(b) < £/(3G),  F(a) — F(—o0) < £/(3G). (6.17)
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Como ¢(z) es una funcién continua, existe una particién del intervalo
[a,b], designada a = g < 1 < -+ < xy = b, formada por puntos de
continuidad de F'(z), y tales que se verifica |g(z) — g(xy)| < § si z €
(J]k_l,l’k) (k = 1, ce ,N)

Counsideremos la funcién auxiliar

ix e (v k=1,...,N
(o) = {g(xm, st € (o] (F=1,...,N),
0, en otro caso,

que podemos también definir como go(z) = lequl 9(21) Lz, 2] (7). Sean

I /Oo o(@)dF (), I, = /OO o(2)dF ().

—0o0 — 0o
Sumando y restando, obtenemos

L-1= [ (o)  go))dEs () (6.18)

o0

n / " go(a)dF(x) - / T p(@dF@)  (6.19)

[e.o] —00

n / " (9(@) — gola))dF(2) (6.20)

o0

=51+ 5+ Ss.

Acotemos cada uno de los tres sumandos anteriores. Para S3 en (6.20),
tenemos

|53|§/ (2)|dF (x) /\g ~ gol)|dF(x) /|(x)’dF(x)

< G(F(a) — F(—0))+d(F(b) — F(a))+G(F (o) — F(b)) (6.21)
S6/3+6/3+5/3—5,

en vista de (6.17) y la desigualdad F(b) — F(a) < C.
Para S; en (6.18), cambiando F,, por F', obtenemos

|51 < G(Fu(a) = Fu(—00))
+ 0(Fn(b) — Fu(a))+G(Fn(00) — F,(b))< e, (6.22)

si n es suficientemente grande, dado que, por la convergencia completa
F, = F, la cota obtenida en (6.22) converge a la cota en (6.21).
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Finalmente, también utilizando la convergencia completa F,, = F,
obtenemos Sy — 0 (n — o0) en (6.19), porque

/00 go(x)dF,(x) =Y g(ax) (Fulxr) — Fu(aro))

o0 k=1

=3 gl (Flan) = Foe)) = [ aoa)dF (o),

k=1 —©

si n — oo. En conclusién, para n suficientemente grande, tenemos

’/_Zg(w)an(x) — /OO g(x)dF(a:)’ <e+e+e=3e

—00

lo que concluye la demostracion. O]

6.4. Relacién entre la convergencia de dis-
tribuciones y de funciones caracteristi-
cas

El objetivo de esta seccion es la demostracion del siguiente resultado.

Teorema 6.5. Consideremos las funciones de distribucion
F(z), Fi(x), Fa(x), ...
con sus correspondientes funciones caracteristicas

f(t>7f1(t)af2(t), .

Entonces, la sucesion {F,,(x)} converge débilmente a F(x) (es decir F,, —
F), siy solo si se verifica

fa(t) = f(t) (n — o0) para todo t real. (6.23)

Demostracion. Supongamos primero que F,, — F. Tenemos

Fult) = / et dm (n), f(t) = / )

[e.e] —00
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Como e = costz +isen tx, donde las funciones sen tx, cos tx son contin-
uas y acotadas; y tenemos F,, = F(z) (porque se trata de funciones de
distribucién), obtenemos (6.23) aplicando el teorema 6.4 de Helly.

Supongamos ahora que se verifica la condicién (6.23). En virtud del
teorema 6.3 de Helly, la sucesién {F,,(x)} contiene una cierta subsucesion
{F,. ()}, que converge débilmente a una cierta funcién F(x) no decre-
ciente, que verifica 0 < F(x) < 1, y que elegimos continua por la derecha.
Demostremos que F'(x) es una funcién de distribucién. Para ésto hay que
demostrar que F(—oo) = 0y F(+00) = 1, lo que equivale a demostrar
que 0 = F(+00) — F(—o0) = 1.

Supongamos que § < 1 y sea e tal que 0 < e < 1—4. Como f(0) =1y
f(t) es continua, para v suficientemente pequeno es valida la desigualdad

1 [7 € €
%/Vf(t)dt>1—§>5+§. (6.24)

Como F,,, — F, podemos elegir un real A > v/(4¢) que verifique: F(x)
es continua en A y en —A; para todo k suficientemente grande 5 (A) =
Fo.(A) —F, (—A) <d+¢e/4
Introducimos ahora la funcién
gl

- 2
B(z) = / e dt = = sen(yzx)
x

-
que, como || < 1, verifica |B(z)| < 27v. Ademaés, como |sen(yz)| < 1,
tenemos |B(z)| < 2/A4, si |z]| > A.
Cambiando el orden de integracién y utilizando la funcién B(x) recién
introducida, tenemos

/_: fre (D)t = /_: (/_Oo eitfvank(q:))dt - /OO B(z)dF,,(z).

[e.9] —00

Partiendo el intervalo de integracion, obtenemos la siguiente acotacion:

.
[ o <| [ B,
-y {lz|<A}
2
+| / B(x)dF,, (@)| < 296, + =
{l=|>A}
En vista de la eleccién de A, dividendo por 2+, obtenemos

%‘ /:fnk(t)dt‘ <5+ g
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Como f,, (t) — f(t) (n — o0) con |f,, (t)] < 1, tomando limite en la
desigualdad anterior, obtenemos

| [ s <5
-

lo que contradice la desigualdad (6.24). Entonces § = 1 y F(z) es una
funcién de distribucién.

Por tltimo observemos, que como F,, — F, aplicando la primera
parte del teorema, obtenemos que f(t) es la funcién caracteristica que
corresponde a esta distribucion F(z).

Para terminar, resta demostrar que toda la sucesién {F,(z)} converge
débilmente a F(x). Supongamos que esto no es cierto. Existe entonces una
subsucesion {F,/(x)}, que converge débilmente a una cierta funciéon G(x),
que es distinta de F'(x), en por lo menos un punto de continuidad. Una
argumentacion similar a la aplicada a {F,, (z)} nos permite obtener, que
G(x) es una funcién de distribucion, y que f(#) es su funcién caracteristica.
Aplicando el teorema 6.2 de unicidad de funciones caracteristicas obten-
emos que F'(x) = G(x) para todo x real, contradiciendo nuestro supuesto.
Entonces F,, — F, lo que concluye la demostracion. O

En el capitulo 7 estudiaremos distintas variantes del teorema central
del limite, cuyas demostraciones se basan el teorema recién demostrado.

6.5. Ejercicios

1. Hallar la funcién caracteristica de una variable aleatoria: (a) con
distribucién uniforme en el intervalo (—¢,¢); (b) con densidad dada por

p(x) = (1 —cosx)/(ma?).

2. Dada una variable aleatoria X, la variable aleatoria simetrizada, des-
ignada X°, se define mediante la igualdad X* = X — Y, donde Y es
una variable aleatoria independiente de X, y con su misma distribucion.
Demostrar que si X tiene funcién caracteristica f(¢), entonces, X*® tiene
funcién caracteristica | f(¢)|?.

3. Consideremos una funcién caracteristica f(t). Demostrar la desigual-
dad

L= [f2)]? <401 = |f (),

valida para todo t real.
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4. Consideremos funciones caracteristicas fi(t),..., f,(t), y constantes
positivas by, ..., b,, que verifican by +- - - +b, = 1. Demostrar que b f1(t)+
-+ + b, fu(t) es una funcién caracteristica.

5. Determinar si las siguientes son funciones caracteristicas: (a) sent;
(b) cost; (c) cos®t; (d) sent + cost; () (e + 62“)3/8; (f) Re f(t), donde
f(t) es una funcién caracteristica; (g) Im f(¢) donde f(¢) es una funcién
caracteristica.

6. Calcular la varianza var X, de una variable aleatoria X, con funcion
caracteristica f(t) = (1+ 63”)2/4.

7. Sea X una variable aleatoria con distribucion discreta. Esta distribu-
cién se denomina ldtice, si existen dos reales h > 0y a, tales que se verifica
Yoo P(X =a+ hk) =1. (a) Encontrar una distribucién discreta que
no sea latice. (b) Demostrar que una distribucién con funcién caracteristi-
ca f(t) es latice si y solo si existe ty # 0 tal que |f(to)| = 1.

8. Sea X una variable aleatoria con distribucién latice, que toma los
valores a+hk (k= 0,4+1,£2,...), con probabilidades p, = P(X = a+kh).
Demostrar que se verifica

h

_ efit(a+kh)f<t>dt
21 Jyu<xy

Pk

para todo k entero, donde f(t) es la funcién caracteristica de X.

9. Utilizando el teorema 6.2 de unicidad, demostrar: si X e Y son vari-
ables aleatorias independientes, con distribucion de Poisson con paramet-
ros A1 y Ag respectivamente, entonces X +Y tiene distribucion de Poisson
con parametro A\ + .

10. Consideremos una funcién caracteristica f(¢) y dos constantes b, c,
que verifican 0 < ¢ < 1, b > 0. Demostrar que si |f(t)| < ¢, cuando [¢t| > b,
entonces | f(t)] <1 — (1 — c)t?/(8b?), si |t] < b.

11. Demostrar que si una funcién caracteristica verifica la condicién

limsup |f(t)] <1

[t|—o0
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(denominada condicion (C) de Cramér), entonces, para todo £ > 0, existe
un real positivo ¢ < 1, tal que |f(t)| < ¢, cuando |t| > . Sugerencia:
Utilizar el ejercicio 10.

12. Consideremos una variable aleatoria con funcién caracteristica f(t).
Demostrar que si la variable aleatoria es absolutamente continua, en-
tonces f(t) — 0, si |[t| — oo. (Sugerencia: utlizar el teorema de Riemann-
Lebesgue).

13. Sea F(z) una funcién de distribucién con funcién caracteristica f(t).
Demostrar la igualdad

/OO : fxzdF(x) = /Ooo e(1—Re f(t))dt.

— 00

14. Una funcién caracteristica se denomina infinitamente divisible si para
cada natural n > 1, existe una funcién caracteristica f,(t), tal que f(t) =
(fa(t))". Demostrar las siguientes proposiciones: (a) Si f(t) y g(t) son fun-
ciones caracteristicas infinitamente divisibles, entonces, f(¢)g(t) es una
funcién caracteristica infinitamente divisible. (b) Si f(¢) es funcién car-
acteristica infinitamente divisible, entonces, f(t) # 0 para todo ¢ real.
(Sugerencia: utilizar la desigualdad del ejercicio 3.)

15. Siuna funcién caracteristica verifica f(t) = 1+o(t?) (t — 0), entonces
f(t) =1 para todo t real.

16. Sea f(t) la funcién caracteristica de una variable aleatoria con dis-
tribucion no degenerada. Demostrar que existen reales positivos d y &,
tales que |f(t)| < 1 — et? para |t| < 4.

17. Sea X una variable aleatoria con funcién caracteristica f(t), con dis-
tribucién ldtice, que toma los valores a + hk (k = 0,£1,+2,...), donde
h > 0y a son numeros reales fijos. El nimero h se denomina el paso de la
distribucién. El paso h se denomina maximal, si no existe un par hq,aq,
con hy > h, tal que Y2 P(X = a; + hik) = 1. Demostrar que el paso
h es maximal si y solo si se verifican las condiciones |f(27/h)| = 1, y
|f(t)] <1 para0 < |t| <2n/h.

18. Una funcién de distribucion, o su funcién caracteristica f(t), se de-
nomina estable, cuando para todo par a; y as de niimeros reales positivos,
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existen a > 0 y b reales, tales que f(a;t)f(ast) = e f(at). (a) Demostrar
que esta definicién es equivalente a la siguiente: la funcién de distribucion
F(z) es estable, si para todo a; > 0, ag > 0, by y by, existen a > 0y b
reales tales que F'(ayz +b1) % F'(asx + by) = F(ax +b), donde * designa la
convolucién. (b) Determinar si son estables las siguientes distribuciones:
(i) degenerada, (ii) normal, (iii) uniforme, (iv) binomial, (v) de Poisson.

19. (a) Hallar la funcién caracteristica de una variable aleatoria con dis-
tribucién Gama, con parametros («, 3). (b) Demostrar que si T1,...,T),
son variables aleatorias independientes con distribucién comin exponen-
cial de pardmetro «, entonces, su suma 77 + - - - +T},, tiene densidad dada
por p(z) = a"z" e /(n — 1)






Capitulo 7

Teorema central del limite

Se! denomina teorema central del limite a cualquier proposicién que
establece, bajo determinadas condiciones, que la funcién de distribucion
de la suma de una cantidad creciente a infinito de variables aleatorias, con-
verge a la funcion de distribucién normal. Aplicando el teorema central del
limite podemos aproximar la distribucién de la suma de un gran niimero
de variables aleatorias, mediante la distribucion normal. En este capitu-
lo, dedicado a estudiar diversas variantes del teorema central del limite,
comenzamos por el teorema de Lindeberg-Lévy que considera sumas de
variables independientes e idénticamente distribuidas. En la seccién 2 se
demuestra un resultado mas general: el teorema de Lindeberg, en el cual
no se supone que las variables aleatorias consideradas tienen la misma
distribucién.

7.1. Teorema de Lindeberg—Lévy

Decimos que X, X5,... es una sucesion de variables aleatorias in-
dependientes, cuando las variables aleatorias Xy, ..., X,, son mutuamente
independientes para cadan = 1,2, .... Recordemos, que X, X5,... esuna

sucesion de variables aleatorias idénticamente distribuidas cuando todas
las variables aleatorias consideradas tiene la misma distribucion.

Teorema 7.1 (Lindeberg—Lévy).
Consideremos una sucesion Xy, Xo, ... de variables aleatorias independi-

LCapitulo 7 del libro “Teorfa de la Probabilidad” por Valentin Petrov y Ernesto
Mordecki

23
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entes e idénticamente distribuidas, con esperanza matemdtica EX; = a y
varianza var X; = o2 > 0. Designemos

X1+ +X,—na Sl')-

Fn(:c):P< "

Entonces,
F.(x) = ®(x) (n — o0) para todo x real, (7.1)

donde ®(x) = \/% [¥ e ¥72dt es la distribucion normal estdndar.

Demostracion. La primer etapa consiste en demostrar el teorema en el
caso particularen el que EX; =a =0y var X, =02 = 1.
Consideremos entonces para cada n = 1,2,... la variable aleatoria
ani Xi+--4+X,).
N
Como a = 0y 0 = 1, tenemos P(Z, < z) = F,(x). La demostracién
se basa en la aplicacién del teorema 6.5. Calculemos f,(t), la funcién
caracteristica de Z,, en términos de v(t), la funcién caracteristica de Xi:

folt) = Eelt%n = E it/ VI 2Ziai Xe — R H et/ v/m) X
k=1

B VX _ M%)]" (7.2)

donde utilizamos que las variables aleatorias son idénticamente distribui-
das en la ultima igualdad, y que son independientes en la ante ultima.
Como ay = var X; = 1 < oo, aplicando el desarrollo de Taylor (6.10) de
orden k = 2 para la funcion caracteristica de X5, tenemos

=

k

2

v(u) =1 — % +o(u?) (u— 0), (7.3)

dado que ay = E X; = 0. Consideremos un real ¢ arbitrario y fijo. Quere-
mos calcular 1fm,, ., f,,(¢). Si en (7.3) ponemos u = t//n, tenemos

() =1 woll)

dado que 1/n — 0 si y solo si u — 0.
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Verifiquemos ahora la validez de la identidad
In(l+2) =z+r(2), (7.4)

donde |r(2)] < 2|z|% si 2z es un nimero complejo que verifica |z < 1/2.
En efecto, considerando el desarrollo de Taylor de la funcién logaritmo,

tenemos
o0

r(z) =In(l+2)—z = Z(—l)m_lzm/m.

m=2

Acotando y sumando la serie geométrica que se obtiene, tenemos

0 0 |Z|2
r(2) < D12 = 122D 1™ = < 2z,
m=2 m=0

11z

porque (1 — |z|)7! < 2, dado que |z| < 1/2. Esto prueba (7.4).
Siz =w(t/v/n)—1= —t?/(2n)+o0(1/n), para n suficientemente grande
podemos aplicar la féormula (7.4), para obtener

me(5) =5 +o()
nvl—)=——+o(-

vn 2n nt’
porque, en este caso |r(z)| < 2|z|> = t1/(2n?) + o(1/n?).

Estamos en condiciones de tomar logaritmo en la férmula (7.2):

1 1 t t? 1 t? )
0 fult) = nbno( =) =n| = oo +o( )] = =5 o)
En otras palabras, f,(t) — e™"/? si n — oo. Como f(t) = e
funcién caracteristica de la distribucién normal ®(z), aplicando el teorema
6.5 obtenemos que F,(z) — ®(z) para todo z real (dado que ®(z) es
continua en R), concluyendo la primer etapa de la demostracién (a =
0,02 =1).

Supongamos ahora que E X; = a,var X; = ¢2, con a,c > 0 arbitrar-
ios. Consideremos las variables aleatorias auxiliares Y,, = (X,, —a)/o (n =
1,2,...). Es facil de ver que {Y,,} es una sucesién de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, con EY; =0, y varY; = 1.
Entonces

t2/2 —t2/2

es la

X1+---—|—Xn—na§x)

Fn(a:):P( —r

(it

=P \/ﬁ

<z

N——

— &(),
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para todo x real si n — oo, dado que {Y,,} verifica las condiciones de la
primer etapa de la demostracion. Esto es la tesis del teorema. O]

Observacion. Es posible demostrar que la convergencia en (7.1) es uni-
forme en el conjunto de los x reales. No es dificil verificar esta afirmaciéon
directamente; es consecuencia del teorema de Polya: si una sucesion de
funciones de distribucién {G,(x)} converge a una funcién de distribucién
continua G(z) para todo x, entonces, esta convergencia es uniforme en la
recta real (ver ejercicio 77, capitulo 5).

Veamos que el teorema limite integral de De Moivre-Laplace de la sec-
cién 2.3, es un corolario del teorema de Lindeberg-Lévy recién demostrado.

Consideremos entonces una serie de n experimentos independientes,
con dos resultados posibles cada uno (éxito y fracaso), y probabilidad
de éxito igual a p en cada experimento (0 < p < 1). Sea u la cantidad
de éxitos en n experimentos. Veamos como se formula el teorema limite
integral de De Moivre-Laplace en términos de variables aleatorias. Para
ésto consideremos una sucesién de variables aleatorias X;, X, ..., cada
una de las cuales toma el valor 1 con probabilidad p (si ocurre un éxito) y el
valor 0 con probabilidad ¢ = 1 —p (si ocurre un fracaso). Tenemos E X, =
p, var Xj, = pg > 0 para cadai = 1,2,.... Ademas, p = >_;_; X}, porque
la suma contiene tantos sumandos iguales a uno como éxitos ocurren en los
primeros n experimentos, siendo nulos los sumandos restantes. La sucesion
{X,,} es una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamen-
te distribuidas, por lo que es aplicable el teorema de Lindeberg—Lévy. De
(7.1) obtenemos, que

P (“\/;7”5 < x) —P(z) =0 (n— ), (7.5)

uniformemente en el conjunto de los x reales, en vista de la ultima obser-
vacién. Poniendo entonces en (7.5) primero = b, luego x = a, y restando,
obtenemos

W —np 1
plactm gy L
V1Pq 27 Ja

uniformemente, en el conjunto de los reales a < b, que es el contenido del
teorema limite integral de De Moivre—-Laplace.

e Pdr — 0 (n — o0),
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7.2. Teorema de Lindeberg

Teorema 7.2 (Lindeberg).

Consideremos una sucesion Xy, Xo, ... de variables aleatorias independi-
entes, con esperanzas ay,as, ... Yy varianzas oi,cs, ..., no todas nulas.
Designemos

Supongamos que se verifica la condicion de Lindeberg: Para todo € > 0

n

1

An(E) = 5 /
By = J{jo—ar>evBn}

(x — ap)’dVi(z) — 0 (n — o00). (7.6)
Entonces
F.(x) — ®(x) (n — o00) para todo x real.

La demostracion del teorema de Lindeberg utiliza el siguiente resultado
de calculo, que incluimos por conveniencia del lector.

Lema 7.1. Vale la desigualdad

/%, (7.7)

para todo real x, y todo natural k > 1.

Demostracion del lema 7.1. Como

/ etdt = ~ (e — 1)
0 i

obtenemos que | — 1| < |z|, demostrando la férmula (7.7) para k = 1.
Para demostrar la validez de (7.7) para k + 1, a partir de su validez
para k, escribimos

=X =i 5

v=0 v=0
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Entonces
ko,
, (iz)” /le tk |z|F
e =|I] < —dt = ——
‘ gﬂ L A
concluyendo la demostracion. O]

Demostracion del teorema 7.2 de Lindeberg. Observemos en primer lugar
que podemos suponer a,, = 0 (n = 1,2,...). El caso general en el que
las variables aleatorias tienen esperanzas arbitrarias, se reduce a este caso
particular mediante la consideracion de las variables aleatorias Y,, = X, —
a, (n=1,2,...) que verifican EY,, =0, varY,, = 2.

Supongamos entonces que EX,, =0 (n = 1,2,...). En primer lugar,
demostremos que la condicién (7.6) de Lindeberg, que en nuestro caso es:
Para todo € > 0

1 n
Ay (e) = — / xQde(as) —0 (n— o0),
By, ,; {la|>ev/Br}

implica la condicion:

I
B féx of =0 (n— o0). (7.8)
En efecto, para € > 0 arbitrario y para cada k = 1,2,...,n, tenemos
2 _ 2 2
o —/ x*dVi(z) +/ x*dVi(z)
{lzl<evBn} {lz|>ev/Bn}
<&’B, + / 2dVi ().
k=1 {|$‘25\/Fn}

Entonces, como la cota obtenida no depende de k, dividiendo por B,

tenemos
1

(o 2 _ 2 2
— <
B méx oy <e + Ay (e) <& +¢,
para n suficientemente grande. Como € > 0 es arbitrario, hemos demostra-
do (7.8).

Consideremos ahora Z,, = Zzzl Xk/v/ By, y calculemos su funcion car-
acteristica f,(t) en términos de vg(t), la funcién caracteristica de Xy (k =
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1,...,n). Tenemos

fo(t) = B = B /¢/VBn) Xie Xk — EH i(t/V/Bn) Xy,

k=1
n

li[ ei(t/VBn)X Hvk<\/tB_n>, (7.9)

k=1

donde utilizamos que las variables aleatorias son independientes.

Para la demostracién del teorema es suficiente verificar que f,(t) —
et/ (n — o0) y aplicar el teorema 6.5. Para demostrar entonces la
convergencia de las funciones caracteristicas, tomamos logaritmo en (7.9)
y utilizamos el siguiente resultado.

Lema 7.2. Para cada t real, tiene lugar la igualdad

In f,,(¢) Zlnvk< > = é [vk<\/%> — 1] + R, (1),

n

donde R,(t) — 0 (n — o).

Demostracion del lema 7.2. Consideremos
t

ri(t) = Inwg (\/LB_H) — [Uk<\/—B_n
= Zrk(t)

Como E X, = ffooo xdVi(z) = 0, aplicando el lema 7.1 con k = 2, tenemos

() =1 [ (5 1= )

)—1] parak=1,...,n,

VB,

12 oo 9 t20,%
< dV = 7.10
— 2B, 7 dVi(z) 2B, ( )
B 2,0 ( ) (7.11)

— — —

5 X — B, 1<ka<xnok n — 00), )

segin vimos en la férmula (7.8). Luego, si n es suficientemente grande,
designando z; = v(t/v/B,) — 1, se verifica |z;| < 1/2 para todo k =
1,...,n,y podemos utilizar el desarrollo del logaritmo (7.4), para obtener
tto? 1

B 1‘ ot < L%
) - 2B2 %% =9B, " B, ithen

()] < 2(vk<

¢
VB,
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donde utilizamos (7.10). Por ésto,

n n

2
Tk !

= < J— - 4 2
Rl =m0 € 5 30 7 x - mix of =0 (n = 00),
k=1 k=1
en vista de (7.8), concluyendo la demostracion del lema. ]

Resta la etapa final, que consiste en demostrar que
Inf,(t) +t?/2—0 (n— o). (7.12)

Con este fin, introducimos

t t2o? * . itv  (itx)?
I = (—)—1 ’f:/ (Zm/\/BT—l——— )dV
e=ul\UE) " e, T ) \C 75 o, )@
para cada k = 1,2,.... Acotamos [ partiendo el dominio de integracién
en en las regiones {|z| < ev/B,} v {|z| > ev/B,}, y utilizando el lema 7.1
con k = 3 en la primer region, y con k = 2 en la segunda. Las acotaciones
que obtenemos de dicho lema, son

; , (29)2‘ I
Ww_1— — 27 << =

. . )2 , ) 1
ely—l—zy—%‘ <le¥ =1 iyl + SlyI* < [yl

Por eso, si y = ixz/\/ B, tenemos

|tz]? |tz]?
L] < / N AVilx) + L avi(e)
{lz|<evBn} 68y {J2>ev/Ba} D

eapltf ﬁ/
6By B J{uzevBay

Estamos en condiciones de concluir la demostracién. Utilizando el lema
7.2, tenemos

In fu(t) + 5 = ; [mk(\/LB—) " 3B,

|z|?d V(). (7.13)
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Aplicando ahora la acotacién (7.13), tenemos

In £, (%)

Xn:|1k|+R ‘6’ + 12 A, (g) + R, ().

Como el primer sumando es arbitrariamente pequernio, el segundo converge
a cero (aplicando la condicién de Lindeberg), y el tercero también tiende
a cero (segin demostramos en el lema 7.2), obtuvimos (7.12). Con la
aplicacion del teorema 6.5 concluimos la demostracion. O

El teorema 7.1 de Lindeberg-Lévy, resulta ser un corolario del teorema
de Lindeberg, recién demostrado. En efecto, en el caso de variables alea-
torias con distribucién comun V' (z), esperanza matemética a y variancia
0% > 0, obtenemos que B,, = no?, y, para € > 0 arbitrario, se verifica

A (e) = = (x —a)’dV(z) = 0 (n— o)
{lz—al>eo/n}

porque o2 = [* (z — a)?V(z) < oo. En conclusion, si se verifican las

hipdtesis del teorema de Lindeberg—Lévy, también se verifican las del teo-
rema de Lindeberg; mientras que las tesis de estos dos teoremas, en el caso
particular considerado, coinciden.

Volvamos ahora al caso general, en el que las distribuciones no nece-
sariamente son idénticas. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias
que verifica las condiciones del teorema 7.2 de Lindeberg. Consideremos

Xy — ay
VB,
Poniendo Z, = Y ,_,(Xx — a)//By, tenemos Z, = > X, De-

mostremos que la condicion de Lindeberg implica la condicién: Para todo
e>0

Xnk: (kzl,,n)

P < max | Xk > 5) —0 (n— o00). (7.14)

1<k<n

La férmula (7.14) significa que las variables aleatorias son uniformemente
“pequenas”. Veamos su demostracion. Dado € > 0, tenemos

P(’Xnk’ Z 8) = P(’Xk - ak| Z EN/ Bn) = de(LE)
{lz—ak|>ev/Bn}

! (z — ap)2dVi(x).

~ B, /{|z—ak|ze\/37}
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Por ésto,
P ( mix Xl 2 ) <P (| {IXul 2¢}) <P (Xl 2 2)
k=1 k=1
<> (& — a)dVi(z) = A,(6)
= T — ag ET) = —AplE),
EQBn 1 {|z—ax|>ev/Bn} g2
obteniendo la condicién (7.14).
7.3. Teorema de Lyapunov
Teorema 7.3 (Lyapunov).
Consideremos una sucesion Xy, Xa, ... de variables aleatorias independi-
entes, con esperanzas ai,as,... Yy varianzas oi,os,..., no todas nulas.
Designemos
B, = oi, F.(x)=P ( (X —ag) < :13)

k=1 v B k=1

Supongamos que se verifica la condicion de Lyapunov: Eziste 6 > 0 tal
que
1

L,(6) = WZE|Xn—an|2+5 —0 (n— o). (7.15)
n k=1

Entonces

F.(x) — ®(x) (n — 00) para todo x real.

Observemos que la condicién de Lyapunov implica que existen los mo-
mentos de orden 2 + § de las variables aleatorias Xy (k= 1,2,...).

Demostracion. Como la tesis del teorema 7.2 y la del teorema 7.3 coinci-
den, es suficiente demostrar que la condicién (7.15) de Lyapunov implica
la condicién (7.6) de Lindeberg. En efecto, supongamos que se verifica la
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condicién (7.15) para un cierto 6 > 0. Dado € > 0 arbitrario, tenemos

1 n
A (e) = = / (z — ay,)*dVi(7)
Bn ; {fo—ar|>evBr}

1 n
< D
= 1+5/2

e By, / k=1

/ 2 — agPHdVi(z)
—1 J{lz—ax|>evBn}

! ~ [ 246 1
= MTW;/OO [ — ap["dVi(z) = ;Ln(é) —0 (n— o0).

De aqui se obtiene la demostracion, resultando el teorema de Lyapunov
un caso particular del teorema de Lindeberg. O]

Como conclusion de este capitulo haremos algunas consideraciones rel-
ativas a la velocidad de convergencia en el teorema central del limite.

Lyapunov demostré que si se verifican las condiciones del teorema 7.3
con 0 < § < 1, entonces, existe una constante C' tal que, para n suficien-
temente grande, se verifica

[Fn(z) — @(2)] < CLn(9),

uniformemente en el conjunto de los x reales.

En el caso 6 = 1 Esseen obtuvo la siguiente desigualdad, vélida para
todo natural n = 1,2,.... Sean Xy,..., X, variables aleatorias indepen-
dientes, con esperanzas ay,...,a, y varianzas o2, ...,02, no todas nulas.

Supongamos que E | X}, — a;|* < oo (k= 1,...,n). Designemos

aniaﬁ, Fo(z)=P (\/;_ni()(k—ak) §$>,

1 < 5
L,=L,1) = 57 ;E X, — an’.
Entonces
|F,(x) — ®(x)| < AL, paratodo x real y todon=1,2,..., (7.16)

donde A > 0 es una constante absoluta. (Estd demostrado que la acotacion
(7.16) es valida con A = 0,8). De (7.16) se obtiene que si L,, — 0 entonces
F,(x) — ®(x) para todo x real.
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La desigualdad (7.16) es védlida también si E|X, — a,|**° < oo (k =
1,...,n) para algin 0 < § < 1, definiendo L, (J) como en (7.15).

En el caso particular en el que X5, ..., X, son variables aleatorias idén-
ticamente distribuidas, con @ = E X, 02 = var X, y § = 1, los resultados
anteriores son los siguientes. Si designamos

. E‘Xl —CL|3

con p =

Y

aplicando la desigualdad (7.16) de Esseen, obtenemos
A
|Fu(x) — ()] < 7’% (7.17)
para todo x real y todo n = 1,2,... Es posible demostrar (ver por ejem-

plo §5.2 en [?]), que sin la introduccién de condiciones adicionales, esta
acotacion es éptima en el siguiente sentido: el término y/n en el denomi-
nador, a la derecha en (7.17), no se puede sustituir por una funcién g(n),
que verifique g(n)/y/n — oo (n — 00).

7.4. Ejercicios

1. Aldisparar a un blanco, se obtienen 10 puntos con probabilidad 0,3; 9
puntos con probabilidad 0,3; 8 con probabilidad 0,2; 7 con probabilidad 0,1
y 6 con probabilidad 0,1. Utilizando el teorema central del limite, estimar
la probabilidad de que, al realizar 100 disparos, se obtengan mas de 870
puntos.

2. Se tira un dado 500 veces. Hallar un valor aproximado para la prob-
abilidad de que la suma de puntos obtenidos sea mayor que 1800.

3. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, e idén-
ticamente distribuidas, con EX; = a, y var X; = ¢? > 0. Verificar que
{Y,}, con Y, = (X,, —a)/o, es una sucesién de variables aleatorias in-
dependientes, idénticamente distribuidas, con esperanza nula, y varianza
igual a uno.

4. Sea{X,} una sucesion de variables aleatorias independientes, que ver-
ifican P(X,, = n*) = P(X,, = —n®) = 1/2 para cada n = 1,2,..., donde
a > —1/2. ;Es aplicable el teorema central del limite a esta sucesién?
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5. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, con

esperanza nula. Supongamos que |X,| < C para todo n, donde C' es una
. o n 2 .

cierta constante. Sea B,, = ) ,_, var X}. Demostrar que si B, — oo (n —

o0), entonces, es aplicable el teorema central del limite a esta sucesion, es

decir P (\/+97 Yo X < ac) — ®O(z).

6. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, que
verifican P(X,, = —1/y/n) =P(X,, =1/y/n) =p, P(X,, =0)=1—-2p
para todo n, y algin p en el intervalo 0 < p < 1/2. ;Es aplicable el teorema
central del limite a esta sucesién?

7. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, tales
que, cada variable aleatoria X,,, tiene distribucién uniforme, en el intervalo
(—v/n,/n). Demostrar que para esta sucesion, es aplicable el teorema
central del limite.

8. Sea p la cantidad de éxitos, en una serie n experimentos indepen-
dientes, con dos resultados posibles cada uno (éxito y fracaso). Sea py
la probabilidad de que ocurra un éxito en el k-ésimo experimento, y
qgr = 1 — pg, la probabilidad de que ocurra un fracaso (k = 1,2,...).
Demostrar que si ) .-, pxgr = 00, entonces, la funcién de distribucién
de la variable aleatoria (1 — Y p_, px)(Dp_; Prqr)~Y/? (cantidad de éxitos,
normalizados), converge a la distribucién normal estandar, si n — oo.

9. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, que
verifica la condicién de Lindeberg. Demostrar que B, — 0o. (Sugerencia:
Utilizar, que la condicién de Lindeberg implica la condicién (7.8).)

10. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, con
esperanza matemédtica nula. Supongamos que se verifica

n n
Y EIXiP<Bn, Y E|X)*>An
k=1 k=1
para todo n, donde A y B son constantes positivas. jEs aplicable el teo-
rema central del limite a esta sucesion?

11. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, con
esperanza matematica nula. Supongamos que se verifica

Y EIXyf
k=1

146 n
k=1
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para todo n y algin 6 > 0, donde A y B son constantes positivas. De-
mostrar que para esta sucesion es aplicable el teorema central del limite.
(Sugerencia: verificar la condicién de Lindeberg).

12. Consideremos una sucesién {X,} de variables aleatorias independi-
entes, idénticamente distribuidas, con distribucion de Poisson con para-

metro 1. Hallar lim,,_,.. P <\/iﬁ ( Yoy Xk — n) < x)

13. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, tal que
que para cada n = 1,2,..., la variable aleatoria X, tiene distribuciéon
normal, con E X,, = 0, y var X,, = 2%". (a); Es aplicable el teorema central
del limite a esta sucesién? (b);Se cumple la condicién de Lindeberg para
esta sucesion de variables aleatorias?

14. Sea ®(x) la distribucién normal estdandar. Demostrar la desigualdad

1
1—-®(x) < e/,

TV 2T

para todo x > 0.

15. Demostrar la férmula

1 2 1
1—®(x) = e’ /2(1—1—0(—2)) (x — 00). (7.18)
V2T x
(Sugerencia: Utilizar la identidad [~ e /24t = [ %d(e‘tz/Q) e integrar
por partes.)

16. Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias independientes, idénti-
camente distribuidas, con esperanza nula y varianza o2 > 0. Designemos
F,(z)=P (#ﬁ S Xi < :1:') Demostrar que si se verifica
C
F.(z)—®(2) < —
Fula) = 0@ <
para todo z real, y todo n natural, donde C es una constante positiva,
entonces, para 0 < € < 1, se verifica
1— F,(x)

e b o)

uniformemente, en el conjunto 0 < x < (1 —¢)VInn. (Sugerencia: utilizar
la férmula (7.18).)



