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Introduccón a la Probabilidad y Estad́ıstica - Soluciones

Ejercicio 1.

(a) F es la distribución, p es la densidad:

Fρ(r) =


1 si R ≤ r

(r/R)2 si 0 ≤ r < R

0 si r < 0,

pρ(r) =


0 si R ≤ r

2r/R2 si 0 ≤ r < R

0 si r < 0

Fφ(t) =


1 si 2π ≤ t

t/(2π) si 0 ≤ t < 2π

0 si t < 0,

pφ(t) =


0 si 2π ≤ t

1/(2π) si 0 ≤ t < 2π

0 si t < 0

(b) E(ρ) = R2/2, var(ρ) = R2/(18).

(c) P(ρ ≤ r, φ ≤ t) = (t/2π)× (r/R)2 = P(ρ ≤ r)P(φ ≤ t) luego ρ y φ son independientes.

Ejercicio 2.

(a) EYn = 2−(n−1), var(Yn) = 9/4n, ETn = 2(1 − 2−n), var(Tn) = 3(1 − 4−n), EAn =
2(1− 2−n)/n,var(An) = 3(1− 4−n)/n2.

(b) P (|Yn| ≥ ε) ≤ 1
ε2n E |X1| → 0, luego Yn

P→ 0.

(c) P (|Yn| ≥ 1
n2 ) ≤ n2

2n E |X1|, por Borel Cantelli Tn converge casi seguramente a T =
∑∞

n=1 Yn.
(Y por lo tanto en probabilidad al mismo ĺımite.)

(d) Tn

n
→ 0 c.s. dado que Tn → T c.s. y 1/n → 0.

Ejercicio 3.

(a)

P =



0 1/3 0 1/3 1/3 0 0 0 0
1/5 0 1/5 1/5 1/5 1/5 0 0 0
0 1/3 0 0 1/3 1/3 0 0 0

1/5 1/5 0 0 1/5 0 1/5 1/5 0
1/8 1/8 1/8 1/8 0 1/8 1/8 1/8 1/8
0 1/5 1/5 0 1/5 0 0 1/5 1/5
0 0 0 1/3 1/3 0 0 1/3 0
0 0 0 1/5 1/5 1/5 1/5 0 1/5
0 0 0 0 1/3 1/3 0 1/3 0


(La matriz puede permutar filas y/o columnas dependiendo de la numeración de las nueve
casillas)

(b) La cadena es aperiódica e irreducible.

(c) Buscamos π = (π1, π2, π3, π4, π5, π6, π7, π8, π9). Por simetŕıa tenemos x = π1 = π3 = π5 =
π7 = π9, y = π2 = π4 = π6 = π8, z = π5. Eligiendo convenientemente tres ecuaciones de
π = π × P resulta x = 3/40, y = 1/8, z = 1/5.

(d) Es 4x = 3/10.


