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Examen de Introduccién a la Probabilidad y Estadistica

1. Sea &1, &9, ... una sucesion de variables aleatorias independientes, con
E(,) =0y & <C,n=1,2,..., donde C es una cierta constante.
Sea también 71,779,... una sucesién de variables aleatorias indepen-
dientes, tal que

1
Pl #0) < 5, n=12,....
Probar que si

Sn:(§1+771)+(€2+772)++(§n+nn)’ n=12...,

entonces, casi seguramente:

n
— — 0 cuando n — oo.
n

2. (a) En esta parte se enuncia un resultado que sera utilizado en las
partes siguientes. Se recomienda utilizarlo y dejar la demostra-
cién para el final.

Sea {qn}nen una sucesién de nimeros reales, 0 < ¢, < 1, n =
1,2,...y

Qn=01-q)1—-¢q)...(1—qn) = 1—qJ

||:]:

Es obvio que {Qy, }n=1,2,... es decreciente. Sea ) = lim (),,. Probar
que

oo
Q>0 Z gn converge .

n=1

(b) Se considera una cadena de Markov estacionaria cuyos estados
son {1,2,...}, los nimeros naturales positivos, y tal que:

Pji1 = g
Pjj+1 = l1—gj

donde los niimeros g; verifican 0 < ¢; < 1. Es decir que la matriz
de Markov es

@1 1—q 0 0 - 0
q2 0 1—q 0 e 0

P=1| 4 0 0 1-gq3 --- 0

Mostrar que la cadena es irreducible y aperiédica.



(c)

Mostrar que todos los estados son transitorios si y sélo si

o0
> gn < o0
n=1

(Sugerencia: calcular la probabilidad 7, de no volver al estado
“1” en n pasos, dado que se parte del estado “17).

Sea Y 02 | gn = +00. Probar que si definimos

f=a+el-qg)+¢l—-—qa)(l—q)+...

:(h‘i'iQn(l_QI)-“(l_anl)

n=2
entonces f = 1. Sugerencia: interpretar el significado proba-
bilistico de f y aplicar (c).

Sea Y 07 | qn = 00. Mostrar que la cadena es ergddica si y sélo si

S0 ) (1) < 0
n=1

y, en ese caso, dar una expresion para el tiempo medio de retorno
a cada estado.

Mostrar que si

1
=— >0
q’l’b (n+1)a7 « )

entonces la cadena es ergddica si y sélo si 0 < a < 1.



