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PRACTICO 6: APLICACIONES

Aplicacién I: Espacios de Hilbert y Espacios L?

1. Probar que un espacio vectorial normado X es completo si y sélo si cualquier serie que
converge absolutamente es convergente. Es decir, si N(z) es la norma de z € X, X es
completo si y sélo si >~ | N(x,) converge implica Y >~ | x,, converge (Teorema 5.1 de
Folland).

2. Demostrar que el espacio LP(X, M, u) es completo, o bien revisando la demostracién
de la completitud de L?(R%), o bien utilizando el ejercicio anterior (Teorema 6.6 de
Folland).

3. Demostrar la desigualdad de Jensen: Si p es una medida positiva con u(X) =1,y o(z)
es una funcién convexa, entonces
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4. a) Sip(X) < oo entonces LP(X, ) C L"(X, ) con r < p. Demostrar que la inclusién
es estricta.

b) Si f e LP(X,u)y f esacotada en X, entonces f € L"(X, u) para todo r > p.

Aplicacién II: Probabilidad
1. Encontrar una familia de sucesos independientes dos a dos que no son independientes.

2. (i) Dada una variable aleatoria Z > 0 demostrar la desigualdad de Chebishev
1
P(Z >zx) < —-EZ, paraz > 0.
x

(ii) Dada una variable aleatoria X con varianza finita y esperanza a = E X en un
espacio de probabilidad (€2, 5,P) demostrar

1
P(|X —a| > ¢) < — var(X)
€
3. Dada una sucesion {X,,} de variables aleatorias independientes con distribucién comun
de Bernoulli, es decir P(X,, =1) =1—P(X,, =0) = p, con 0 < p < 1, demostrar que
p <‘X1+"‘+Xn

—p’2€>—>0, n — 00.
n

(Teorema de Bernoulli, 1713)



4. Consideremos una sucesién de variables independientes {X,} con igual distribucién,
tales que existe el primer momento p = E X;. Construimos Y, = Xpx{x,|<n}- Sea
wn = EY,. Demostrar que u, — p y que
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W, sin— oo.

Aplicaciones III: Teoria Ergédica

1. Sea (X, B, 1) un espacio de probabilidad y T': X — X una transformacién p-invariante.
Decimos que E € B es T-invariante si u(T~1(E)AE) = 0, y lo denotamos:

T~YE) = E (mod 0).

Probar que si E es T-invariante entonces existe E’ medible tal que T-Y(E') = E' y
w(E'AE) = 0.

2. Sea X un espacio métrico, ; una medida de probabilidad en los borelianos de X y
T : X — X una transformacién continua y p-invariante. Probar que:

sop(p) :=={zx € X : pu(U) >0, VU entorno de z}

es un conjunto compacto y T-invariante.

3. a) Probar que el mapa T : S' — S, T(z) = 22 preserva la medida de Lebesgue m.
b) Sea F :[-1,1] = [~1,1] tal que F(z) = 22% — 1, y sea h : S* — [~1,1] definida
como h(z) = Re(z). Probar que hoT = F o h.
¢) Probar que u(E) := m(h=1(E)),V E C [-1,1] boreliano, es una medida de prob-
abilidad en [—1, 1] que es F-invariante.

4. Sea T : [0,1] — [0,1] un mapa que preserva una medida de probabilidad no atémica
u definida en los borelianos de [0, 1]. Probar que existe un homeomorfismo A : [0, 1] —
[0,1] tal que h o T o h~! preserva la medida de Lebesgue m.

Sugerencia: Definir h(z) = p([0, z]) y probar que m(h(A)) = u(A), para todo boreliano
A.

5. Sea (X, B, ) un espacio de probabilidad y 7' : X — X una transformacién p-invariante.
Probar que cada una de las siguientes condiciones es equivalente a que T sea ergddica:
(i) 7a(z) =1lmp oo 2#{0 <k <n—1:T"x) € A} = p(A).
(i) limp oo £ ZZ;& w(T#(A)NB) = u(A)u(B), para todo A, B € B. (Comparar con
la definicién de transformacién mixing.)

(iii) p es la inica medida de probabilidad T-invariante y absolutamente continua re-
specto a .



6. Sea x € [0,1] y > °; 47 con 0 < a,, < M — 1 su expansién M-adica, donde M > 2
es un entero. Se dice que x es normal repecto de su expansién M-adica si para todo
k=0,..,(M—1), el promedio de veces que el digito k aparece en las primeras n cifras

de x converge a 1/M, o sea:

1 1
ﬁ#{()gjgn:aj:k}—)ﬂ, cuando n — oo.

Probar que casi todo z en [0, 1] (respecto a la medida de Lebesgue) es normal.

7. (Existe algtin entero positivo n tal que la expresion decimal de 2™ comience con el
digito 77 Calcular:

1
lim —#{0 < k < n : 2* comienza con el digito 7}.
n—oo N

Sugerencia: logio(2) es irracional.



