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Práctico 2: Medida de Lebesgue en Rd

Varios de los ejercicios están tomados del libro [RA]: “Real Analysis”de Stein y Shakarchi.
Se sugiere consultarlo, dado que el libro contiene sugerencias y ejercicios relacionados que
pueden ser de ayuda. Otros ejercicios tienen pre-requisitos de Topoloǵıa, se indican con una
[T].

1. Supongamos que E1, E2, . . . son conjuntos medibles de Rd. Entonces

(i) Si Ek ↗ E, entonces m(E) = ĺımN→∞m(EN )

(ii) Si Ek ↘ E y m(Ek) <∞ para algún k, entonces m(E) = ĺımN→∞m(EN )

(iii) Dar un contraejemplo para (ii) en el que m(Ek) =∞ para todo k.

Observación: Este ejercico es el Corolario 3.3 del captulo 1 de [RA].

2. (Ejercicio 5 de [RA]) Dado un conjunto E, definimos On mediante

On = {x : d(x,E) < 1/n}.

Demostrar

(a) Si E es compacto m(E) = ĺımn→∞m(On).

(b) Dar contraejemplos cuando E es cerrado y no acotado, y cuando es abierto y
acotado.

3. Propiedades de invarianza de la medida de Lebesgue

Dados el conjunto medible E ⊂ Rd, h ∈ Rd y δ > 0 definimos Eh = E+h = {x+h : x ∈
E} el conjunto trasladado de E por h y δE = {δx : x ∈ E} el conjunto dilatado de E
un factor δ. Demostrar que Eh y δE son conjuntos medibles y que:

(i) m(Eh) = m(E).

(ii) m(δE) = δdm(E).

(iii) Si B es una bola de radio r en Rd, entonces m(B) = rdm(B1), donde B1 es la bola
de centro en el origen y radio unitario (Ejercicio 6 de [RA]).

Demostrar además que m(−E) = m(E) si −E = {−x : x ∈ E}.
Observación: Ver página 22 de [RA].

4. (Ejercicio 7 de [RA]) Si δ = (δ1, . . . , δd) es un vector de coordenadas positivas δi > 0
(i = 1, . . . , d) definimos ahora

δE = {(δ1x1, . . . , δdxd) : (x1, . . . , xd) ∈ E}.

Demostrar m(δE) = δ1 · · · δdm(E).



5. (Ejercicio 8 de [RA]) Sea L una transformación lineal de Rd en Rd. Demostrar que si
E ⊂ Rd es medible, también lo es L(E), utilizando el siguiente procedimiento:

(a) Notar que si E es compacto también lo es L(E). Luego si E es un conjunto Fσ
también lo es L(E).

(b) Como L verifica
|L(x)− L(y)| ≤M |x− y|,

para algún M > 0, podemos ver que la imagen por L de un cubo de lado ` esta
contenida en un cubo de lado cdM`, con cd = 2

√
d. De all, si m(E) = 0 entonces

m(L(E)) = 0. Finalmente, aplicar el Corolario 3.5.

6. (Ejercicio 9 de [RA]) Construir un conjunto abierto U ⊂ [0, 1] tal que m(∂U) > 0.
Construir un ejemplo análogo en el plano.

7. [T] Un subconjunto de un espacio topológico se dice residual si contiene una intersección
numerable de abiertos densos, y magro si está contenido en una unión numerable de
cerrados con interior vaćıo. Un espacio de Baire es un espacio topológico que no se
puede escribir como unión numerable de cerrados con interior vaćıo, y el teorema de
Baire asegura que todo espacio métrico completo tiene esta propiedad. En un espacio
de Baire, un conjunto residual es todo desde el punto de vista topológico, mientras
que un magro es un conjunto pequeño. Sin embargo, desde el punto de vista de la
medida estas nociones pueden diferir. (i) Construir un ejemplo de un conjunto magro
en [0, 1] con medida positiva. (ii) Construir un ejemplo de un conjunto residual en [0, 1]
con medida cero. Sugerencia: Observar que en el repartido 1 construimos un conjunto
magro (un conjunto de Cantor) con medida positiva. Considerar una sucesión creciente
de conjuntos de Cantor de medida adecuada.

8. Lema de Borel-Cantelli (Ejercicio 16 de [RA])

Sea {Ek}∞k=1 una familia numerable de subconjuntos medibles de Rd tal que
∑∞

k=1m(Ek) <
∞. Sea

E = ĺım sup
k→∞

(Ek) = ∩∞n=1 ∪k≥n Ek = {x ∈ Rd : x ∈ Ek para infinitos k}.

Probar que E es medible y que m(E) = 0.

9. ([T]) Sea B[0,1] la σ-álgebra de Borel y L[0,1] la familia de los conjuntos medibles (que
también forman una σ-álgebra). Sabemos que todo boreliano es medible, o sea B[0,1] ⊂
L[0,1]. Probaremos que esta inclusión es estricta.1

Sean C1, C2 ⊂ [0, 1] dos conjuntos de Cantor tales que m(C1) = 0 y m(C2) > 0, y sea
h : [0, 1] → [0, 1] un homeomorfiso tal que h(C1) = C2. Sea N ⊂ C1 un conjunto no
medible y X = h−1(N). Probar que X es medible y no es un boreliano.

1Sabemos que todo conjunto de medida exterior nula es medible, y eso implica que todo subconjunto de
un conjunto de medida cero es medible. Como existen conjuntos medibles no numerables (p.ej. el conjunto de
Cantor) entonces #L[0,1] = #P(R). Se puede probar que #B[0,1] = #R y esto da otra demostración de que la
inclusión es estricta. Ver libro de Folland, pág 39.


