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Resumen

En este mini-curso introducimos el modelo bésico de la
matematica financiera, el modelo de Black y Scholes, y prestamos
la famosa férmula de valuacién de opciones europeas de compra
(call option) y venta (put option). En la segunda parte haremos
una breve resefia de la generalizacién de este modelo al caso de
activos cuya dindmica presenta saltos. Revisaremos también las
herramientas matematica necesarias, como ser el Movimiento
Browniano, la férmula de 1t y los procesos de Lévy.
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Alternativas a Black Scholes (BS)

Comenzamos con dos observaciones:

» Los precios de los activos no verifican las propiedades
estadisticas del modelo de Black-Scholes (distribucion normal,
independencia,. . .)

» Las propiedades de los precios tedricos obtenidos de la
férmula de BS no coinciden con los precios observados
(fenémeno de la sonrisa “smile phenomena”)

Distingimos innovaciones en dos direcciones (a pesar de la
popularidad de BS):



» Modelos con volatilidad estocastica:

» pierden la independencia de los incrementos,
> preservan la continuidad de las trayectorias:

dSt = St (Mdt + O'(St, Sé)th)

incluyendo la posibilidad de dependencia de otras fuentes de
incertidumbre S’ (modelos de dos factores)

» Modelos con saltos:
> pierden la continuidad de las trayectorias,
» conservan la independencia y la homogeneidad de los

incrementos:
St - SO eXt

donde X es un proceso de Lévy (es decir, un proceso
estocastico con incrementos independientes y estacionarios)



Procesos de Lévy

X = {X¢}+>0 es un proceso de Lévy en (2, F, P) si
» Xo = 0, es decir, parte del origen.
» X tiene trayectorias continuas por la derecha con limite a la
izquierda (“cadlag”)
» Sus incrementos son independientes. Si 0 < t; < - < tp,

entonces
Xtyy Xty = Xty oo o3 Xty — Xty

son variables aleatorias independientes.

» Sus incrementos son homogéneos, es decir

Xt - XS ~ Xt—s~



Férmula de Lévy-Kinchine

Existe una herramienta analitica para el estudio de los procesos de
Lévy. La férmula de Lévy-Kinchine establece:

E(ert) — etw(z)7

donde ) esta dado por

1
¥(2) = bz + J0°2% + /R(ezy — 1= 2y1yjy<1y)(dy)

donde
» by o > 0 son nimeros reales,

» [ es la medida de saltos, medida postiva en R — {0}, tal que
J@Ay*)N(dy) < +oo.
Tenemos una tripleta
(b, o, ).



Teorema Cada proceso de Lévy tiene un (nico exponente ¥ y
reciprocamente, cada exponente tiene su proceso.

Concluimos que toda la informacién de un proceso puede leerse en
1. Veamos por ejemplo:

E(X) = t4/(0). (1)
En efecto, derivando E(e?t) = et¥(?) respecto de z, obtenemos
E(Xee™) = e y(2),

que evaluado en z = 0 da la férmula (1). Andlogamente
obtenemos

E(X?) = t"(0).

Escribamos estos valores en términos de la tripleta:



Derivando

1
Y(z) = bz + 50222 + /R(ezy —1-— zy1{|y|<1})l'l(dy)

tenemos
W) = b o2+ [ (e =~ ylgyca)(ey),
de donde
E0G) = /(0) = b+ [ Y1 N(e).
Anilogamente

E(X?)=o? + /R y2N(dy).



Modelos de mercado financiero con saltos

Tenemos dos activos:

» Una cuenta corriente
Bt - Boert

como en BS,

» Un activo con riesgo, de la forma
St = Soe™

donde X = {X;}+>0 es un proceso de Lévy.



Ejemplo: Black Scholes

El proceso X (log-precio del activo) es

1
Xe=oWe+ (n— Eaz)t,
es un PL con tripleta
1
(H_ 70_270-70)'

2

La ausencia de saltos se corresponde con la condicién

Mn=20.



Ejemplo: Proceso de Poisson

Sean Ty, Ty,... variables aleatorias independientes con
distribucién exponencial de pardmetro A. Sea

Ny =inf{k: T1 + To+ ... Ty < t}.
N = {N;}+>0 es un proceso de Poisson de pardametro \.
X¢ = bt + cN;
es un PL con tripleta (b, 0, 1), donde
M(dy) = Adc(dy).

o = 0 corresponde con la ausencia de movimiento browniano.



Ejemplo: Proceso de Poisson compuesto

Consideremos Ty, Ty, ... como antes e Y = { Y }ken variables
aleatorias independientes con distribucién F = F(y). Construimos

N
Xe=bt+ ) Vi,
k=1

La tripleta es
(b,0, AF(dy)).

Si Y = c (constante), tenemos F(dy) = 0.(dy) y es el ejemplo
anterior.



Ejemplo: Difusién con saltos

Consideremos como antes
» N proceso de Poisson,
» Y = {Y,},en variables independientes con distribucién F(y)
» W, un movimiento Browniano,

para construir X = {X;}+>0 dado por

Nt
Xe=bt+oWi+) Vi
k=1

X tiene tripleta
(b, o, AF(dy))



Ejemplo: Modelo de Merton

El modelo de Merton (1976, Difusién con saltos de Merton) es una
difusion donde los saltos son gaussianos, Es decir, las variables Yy
son gaussianas. Tenemos

o (x—1)2/(207) 4

F(dy) = y.

5V2r

La medida de saltos es AF(dy), y el exponente caracteristico
1
P(z) = bz + 50222 +A (e”z+5222/2 - 1)

Si A =0 (no hay saltos) obtenemos BS.



Ejemplo: Modelo de Kou

El modelo de Kou asume que que los saltos tienen distribucion
doble-exponencial asimétrica. Mas precisamente las variables Y

tienen densidad

pae” Y, siy >0,
f(dy) = sy L
(1—p)pe?’, siy<DO.

El exponente caracteristico, en este caso, es

P(z) = bz + %0222 + A <ap—zz - (16—4_P2)2> .




Principios de valuaciéon en mercados con saltos

Tenemos la equivalencia:
» Mercado completo
» Cobertura (“hedging”) perfecto
» Unicidad de la medida de riesgo-neutral
» Existencia de precio racional

Pero los mercados con saltos se denominan incompletos y se
caracterizan por

» No existe cobertura (“hedging”) perfecta
» Existen infitnitas medidas de riesgo-neutral

» Existen infinitos precios, llamados admisibles



Una medida Q es de riesgo-neutral, si
1. Q es equivalente a P, la medida histérica o fisica,
2. Si/B; = SpeXt™" es una @-martingala
Para elegir la medida de riesgo-neutral para hay distintas
alternativas:
» En modelos con trayectorias continuas e incompletos, Follmer
y Schweizer introdujeron la medida minimal, que minimiza la
pérdida cuadrética de una cobertura: Si w es un portafolio
autofinanciante con capital V™, para un pago f(S7) se
minimiza

min £ ((v$ - f(ST))2>

» En procesos de Lévy, Gerber and Shiu proponen la
transformada de Esscher (de la matemdtica actuarial), que
minimiza la entropia relativa (Chan, 1999).

» Los PL son estables bajo la transformacién de Esscher: si X
es PL bajo P, entonces es PL bajo @, con exponente
caracteristico v q.



Transformada de Esscher

Existe un 6 tal que

vp(0+1)—vp(0) =r
La medida de Esscher es tal que

d
% = exp(9XT — ’Lﬂp(@) T)

El proceso X bajo Q tiene exponente

VQ(z) = Yp(z+0) —p(0).

y la condicién de martingala es

Yo(l) =r.



Valuacién de opciones

Diversos autores (Carr y Madan, 1999; Raible, 2000) presentan
férmulas con el uso de la transformada de Fourier para calcular
precios de opciones europeas. Presentamos la Férmula de Lewis
(2001). La opcidn tiene las siguientes caracteristicas:

v

Tipo europeo, ejercicio en T.

Funcién de pago f(S7)

Si es opcién de compra ( “call”) corresponde f(x) = (x — K) ™,
Si es opcién de venta ( “put”) corresponde f(x) = (K — x)™.
Suponemos elegida la medida “Q" transformada de Esscher
para calcular la esperanza.



Férmula de Lewis

El precio de una opcién europea con pago f(St) estd dado por
efrT iv4o00 1

V(S0 T) =%, /,_Ho g Fole™ N ()se

Aqui:
» El dominio de integracién es una recta {z = iv + t,t € R}, en
el plano complejo, donde v > 1 es tal que las integrales
convergen.

» f es la transformada de Fourier de la funcién de pago f:
iv+400

f(z) = / e f(x)dx.

V—00

Si f(x) = (x — K)T, tenemos f(z) = —K2 /(22 — iz).



» La férmula se obtiene en base a la indentidad de Parseval
(valida en espacios con producto interno):

e 1 [ . .
| rptasx= 5 [ Fp (s
(z* es conjugado, vélida en ciertas condiciones). Se aplicada a
la densidad p(u) de St

o0

P = [ e plu)du= (So) “Eqe T,

—0o0
» El cdlculo se realiza utilizando la transoformada de Fourier
rapida (Fast Fourier Transform)

» Con algunas transformaciones se obtiene la conocida férmula
de Carr y Madan (1999)



Ejemplo de aplicacién de la Férmula de Lewis

Consideremos una opcién europea en el modelo de Merton.
Tenemos
> Eg(e 2XT) = e TU(—iz) —
exp (—ibz — 10222 + A ( —ivz=8%22/2 _ 1))
> f(x) = (x — K)* por lo que (z) = — K112 /(22 — iz)
Tenemmos

_ —rT iv+oo iz
V(So, T) = Ke/ (K/%0)*

27 z2 — |z

1 .
exp (—ibz — 50222 + A (e"”2_5222/2 — 1)) dz

iv—00



Caso particular: Black y Scholes

Si A =0 en el modelo de Merton obtenemos el modelo BS.
Tenemos b = r por la condiciéon de martingala. El precio de la
opcion es

_Ke—rT

V(So, T) = %/

v—00
_Ke—rT /iu—‘roo e—ikz
i

21 Jioe
—KefrT iv+oo . i i 1 22
— e ikz [ ) e 297 ¢z

27 j—oo z z—|

donde k = log(So/K) + rT. Cada uno de los términos da el
correspondiente de BS mediante el cdlculo de residuos del anilisis
complejo (detalles en Lewis (2000)).

oo (SO/K)_iZ efirzféa2z2dz
22— iz

: 1 .22
—Irz—§0' 4 d
z(z — i)e i




Calculo numérico en la Formula de Lewis

Tenemos que calcular, con k = log Sp + rT, denotando
X{ = X¢ — rt, valores de

—rT iv+o00 . VA
V(So, T, k) = e27r / e M Eo(e” ) (2)dz,

v—0o0

que son de la forma

iv+oo .
V(k) = / e " g(z)dz

v—0o0

La FFT es discreta, aproximamos entonces:



iv+oo ) iv+A/2 ) N-1
/ e " g(z)dz ~ / e 2 g(z2)dz ~
iv—o0 iv—A/2

donde

> zj=—A2+jA (
» A=A/(N-1)

0,....,N—1)

> w; son los pesos de la regla de integracién discreta, por
ejemplo con la regla del paralelogramo

wo=wn-1=1/2, wj=1(=1,...,N-2).
Ahora poniendo k = k, = 2mn/(NA) = log So,n + rT (vector de

precios), la suma se convierte en una transformada de Fourier
discreta



A N—
N Z )e—:(27rn/(NA))(—A/2+jA)
Jj=0

— lAun/2 Z ng —i(2mjn/N)

En sintesis, la transformada de Fourier rapida nos permite (en
forma eficiente) calcular precios con valores iniciales del activo de

la forma )
m™n
So,n = exp <IVA — rT)

Otras parametrizaciones permiten calcular precios en otros vectores
(dependientes de K por ejemplo).



Algunos resultados sobre opciones americanas

Recordamos que una opcién americana es un contrato que paga un
premo f(S;) en un instante 7 € [0, T] que elige el comprador.

Cuando la opcién no tiene limite de vencimiento (T = o0)
tenemos opciones americanas perpetuas.

Las opciones americanas con T < oo no admiten soluciones
explicitas, y se utilizan métodos numéricos para el calculo de
precios.

En el caso de las opciones perpetuas, existen algunas férmulas
cerradas. Las primeras fueron obtenidas por Mc Kean (1965,
opcion americana de venta perpetua en el modelo BS) y Merton
(1973, opcién americana de compra perpetua en BS). Los
resulados que presentamos son una generalizacién de los anteriores.



Agregemos que elegimos @ tal que X:
» X es un proceso de Lévy bajo Q,

> (St/Bt) o es una martingala bajo Q
t>

Para obtener el precio de una opcién de venta perpetua (put
option) el problema a resolver es un problema de parada dptima,
hay que calcular

V(So) = sup Eq(e™ (K-S, — K)T),
TEM

El resultado es el siguiente:



Teorema Consideremos un proceso de Lévy X. Sea
I =inf{X;: 0< ¢}

donde e, es una variable exponencial de parametro r independiente
de X. El precio de la opcién put perpetua para S; = Spe*t es

E(K — Spe!) ™

V(%) = E(e’) )

y el momento éptimo de ejercicio viene dado por
™ =inf{t >0: S, < SoE(e')}.

Nota: Para algunas clases de procesos de Lévy (incluyendo Black
Scholes y el Modelo de Kou) es posible obtener férmulas cerradas
expliticas para la distribucién de /, y por lo tanto para los precios
de las opciones.
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