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Proélogo

En este mini-curso introducimos el modelo basico de la matematica fi-
nanciera, el modelo de Black y Scholes, y presentamos la famosa férmula
de valuacién de opciones europeas de compra (call option) y venta (put op-
tion). En la segunda parte haremos una breve resena de la generalizacién de
este modelo al caso de activos cuya dindmica presenta saltos. Revisaremos
también las herramientas matematica necesarias, como ser el Movimiento
Browniano, la férmula de It y los procesos de Lévy.

Estas notas estan extractadas de las transparencias del curso, por lo que
su redaccion puede ser demasiado escueta en algunas partes, probablemente
conteniendo erratas, cuya correcciéon se agradece de antemano.

Ernesto Mordecki
Enero de 2010
Cuchilla Alta, Uruguay
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Capitulo 1

El modelo de Black y Scholes

1.1. Modelacion matematica en finanzas

Suponemos que tenemos un mercado financiero con dos posibilidades de
inversion:

= Un activo sin riesgo, caja de ahorros o cuenta corriente, llamado bono,
que paga un interés instantaneo de tasa r > 0. Su evolucion diferencial
es

—_— = Tdt, BO = 1.
La solucién de esta ecuaciéon diferencial es
Bt = €Tt.
= Un activo con riesgo, aleatorio, que designamos mediante
St = Soext,
donde {X;} es un proceso estocéstico en un espacio de probabilidad
(Q, F, P), que cumple X, = 0.
1.2. Opciones

En este modelo se introduce una tercer alternativa de inversién denomina-
da opcidn, que es un contrato que paga f(St) en el instante T' a su poseedor.
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El activo S se llama el subyacente.

Si f(x) = (z — K)* tenemos una opcion de compra (“call option™)

Si f(x) = (K — z)* tenemos una opcion de venta (“put option”)

Si T es fijo (estd estipulado en el contrato) la opcién es europea

Si T puede ser elegido por el poseedor del contrato, la opcién es amer-
cana.

Problema: Cuanto vale comprar una opcién europea en t = 0.

Comenzamos estudiando el modelo probabilistico para la evolucion del
activo con riesgo S.

1.3. Movimiento Browniano

En 1900, Louis Bachelier introdujo un modelo del movimiento Browniano
(observado en la naturaleza por Brown en 1826) para modelar las fluctua-
ciones de la bolsa parisina.

El movimiento Browniano o proceso de Wiener en (2, F, P) es un proceso
aleatorio, W = (W;),~, tal que

= Wy =0, es decir, parte del origen.
= Sus trayectorias son continuas.
= Sus incrementos son independientes. Si 0 < t; < --- < t,, entonces
Wy Wy =Wy oo o JWh, — W
son variables aleatorias independientes.

» W — W es una variable gaussiana, con media cero y varianza t — s, es
decir

W, — W, ~ N(0, 1 — s).

Recordemos que X es gaussiana o normal (X ~ N(u,0?)) cuando su dis-
tibucion de probablidad es

x 1 )2
O(x) = / e du

2mo
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La densidad es la campana de Gauss

¢(xlo) =

1 _(@—w)?
e 202

2ro

= La variable W, es normal, centrada, y tiene varianza t.
Wy ~ N(0,1)
» El incremento AW del proceso, es N'(0, At). Consideremos la variable
(AW)?. Tenemos
E((AW)?) = At, Var((AW)?) = 2(At)?

Luego, si At — 0, la varianza es menor que la esperanza, luego la
variable se “aproxima” a su valor esperado, lo que notaremos

(AW)? ~ At, o sugestivamente (dW)? = dt

1.4. El modelo BS de Black y Scholes

El modelo tiene un continuo de periodos t € [0, 7] y consta de dos activos:

» B = (By)icp,r) que evoluciona en forma deterministica segin la ley

dB;

B,

donde r es la tasa de interés por unidad de tiempo. B representa un
bono (bond).

= Tdt, BO = 1,

» El precio de la accién (stock) S = (S;)icpo,r) es de evolucién aleatoria o
contingente, segin la ley

d?st:,udt%—adVV, Sy = x,
t

donde

e i es el retorno medio,
e o la volatilidad
e IV es un movimiento Browniano.

» En primer lugar, hay que dar un sentido (aunque sea practico) a la
expresion “dW7”.



1.5. Foérmula de Ito

Para valuar opciones debemos desarrollar algunas herramientas. La for-
mula de It6 es una generalizacion de la regla de la cadena del calculo usual
de funciones.

Objetivo : Dar un sentido y generalizar la igualdad

(dW)? = dt.

Sea f: R — R una funcién con derivadas continuas (regular). El desarrollo
de Taylor de f es

@) — f(wo) = f'(z0)Az + % F(wo)(Az) +

Habitualmente, el segundo sumando se desprecia frente al primero. Pero si
x=Wyy zy=W,, tenemos

(Az)? = (AW)? ~ At

y el aporte no se desprecia frente al primer sumando. Los otros términos son
efectivamente de mayor orden.

Sea ahora f = f(x,t) una funcién regular de dos variables. Con argumen-
tos similares a los esbozados, se demuestra que

FOWet) = F090.0) = [ £ Wers)aWet 5 [ a0V, )

+/0 fi(Ws, s)ds,

que es la formula de Ito.
Sintéticamente

A (Wi 1) = fo( Wi, AW, + 2 fr (W, 00t + (W, 2)d

» La primer integral (llamada integral estocdstica)

[ rv s,

debe entenderse como un limite de sumas del tipo

n—1

Z ffE(Wti)(Wti+1 - Wti)

1=0



= La segunda integral
1 t
—/ foae(Ws, s)ds
2 Jo

es especifica del calculo estocéstico, y hace que las reglas de integracion
sean diferentes a las clésicas.

Sea f(x) = x?. Tenemos

fi =0, fo=f =22z, fow = f" = 2.

Resulta
t 1 t
W) — f(Wo) = W = / (2Ws)dW,s + 5/ 2ds
0 0
t
:/ (2Ws)dW + t,
0

que es distinta de la férmula

gt = /0 " (22)dz.

Ahora aparece un término maés.

1.6. Movimiento Browniano Econémico
Bachelier (1900) propone que las acciones evolucionan como
Lt = LO —|—0'Wt +Vt,

donde W, es un movimiento Browniano. Como W, es gaussiana, L; puede
tomar valores negativos.
En 1965 P. Samuelson propone el modelo

Gt = G() exp(aWt + Vt),

para los precios de la accién. G se llama movimiento Browniano econémico
o geométrico. Veamos que esta definicion verifica la férmula del activo con
riesgo S en BS. Como es funcién de W, aplicamos It6. Considerando

flx,t) = Goexp(ox + vt)
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tenemos que

Gt = f(Wt>t)

Las derivadas parciales son,

felz, t) = o f(z,t), feelz,t)=0f(2,t), filz,t)=vf(z,t),

resultando
1
th = df(Wt, t) = O'thWt -+ EO'Ztht + Vtht.

Dividiendo por G

dG 1
Ftt =(v+ 502)dt + odW,

= pdt + odW,

donde designamos p = v + 0.
Es decir, el movimiento browniano econémico verifica la definicién del
activo con riesgo en BS.
1

Como pu=v+ 502 la formula para S es

1
Sy = SpexploW; + (u — 502) t]

Observese que el término %J2t proviene del f,,. la “novedad” de la férmula
de Ito.

Conclusion : E1 MBG es la “generalizacién” natural de agregar ruido a la
evolucién de un activo sin riesgo (deterministico). Comparemos:

dB = B(rdt), dS = S(pdt+0dW).

1.7. Valuacion de opciones

Un portafolio en un modelo BS es un par de procesos estocasticos m =
(as, b)) que representan la cantidad a; de bonos y b; de acciones de un agente
en cada instante t.

El valor de un portafolio 7 en el instante ¢ es

‘/;ﬂ = atBt + tht.
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Para calcular el precio V(Sp,T') de una opcién europea con premio f(St)
Black y Scholes propusieron construir un portafolio que sea equivalente a
poseer la opcién. Propusieron que (1) replique la opcién y (2) sea autofinan-
ciante.

Cuando existe tal portafolio decimos que el modelo es completo.

Veamoslo en detalle. Sea un portafolio m = (ay, b;) tal que:

= Replique la opcién, es decir, en el momento de ejecucion de la opcidén
en portafolio iguale en capital a la opcion:

VTTI = arBr + bprSt = f(ST)

= Sea autofinanciante, es decir, la variacién de capital es producto tnica-
mente de las variaciones de los precios de los activos B y S. Matematica-
mente, esto se formula mediante

dV;’T = atdBt —+ btdSt.

El precio de la opcion se define entonces como el precio del portafolio auto-
financiante en t = 0, es decir

V(So, T) = Cl()BO + b()S().

1.8. Construccion del portafolio

Black y Scholes demostraron que el portafolio replicante y autofinanciante
es unico, determinando entonces un precio racional para la opcion.
Para encontrarlo, buscaremos una funcién H(z,t) tal que,

X[ =H(S1)
La condicién de réplica es Xp = f(St), lo que se logra si
H(z,T) = f().

Como el portafolio y la opcién son equivalentes, el precio de la opcion sera
el capital necesario para comprar el portafolio en ¢ = 0, es decir

V(So,T) = H(S,,0).
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Para determinar H y m = (ay, b;) tales que
‘/;g = atBt + tht = H(St, t)

comenzamos calculando el diferencial de V' de dos formas distintas para
igualar el resultado.

Primero, como S es funcién de W,y H es funcién de S, podemos aplicar
la férmula de It6, resultando

1
dV™ =dH = (uSH, + 50—252Hm + Hy)dt + H,SodW. (1.1)

Por otra parte, como 7 es autofinanciante, teniendo en cuenta que a;B; =
H, — B;S;, tenemos

dV™ = adB + bdS = raBdt + b(uSdt + o SdW)
= r(H — bS)dt + pbSdt 4 bSodWV.
= (rH + (u—r)bS) dt + bScdW. (1.2)

Igualemos primero el coeficiente en dW (1.1) y (1.2), para obtener:

bt - Hm<St, t)

1.9. La ecuacion de Black-Scholes

Luego de igualar el coeficiente en dW, y algunas transformaciones, obten-
€mos

1
rSH, + 50252Hm + H, =rH.

Ademas, para que sea réplica, tenemos H(Sr,T) = f(S7). Ambas condi-
ciones se verifican, en caso de cumplirse para todos los valores posibles x que
tome el activo, es decir, si

1020 Hyp(x,t) + 1o Hy(z,t) + Hy(z,t) = rH(z,t)

H(x,T) = [(x)

Esta es la ecuacion de Black-Scholes. Es una ecuacién diferencial en derivadas
parciales. La condicion de réplica es la condicion inicial o de borde. La condi-
ciéon que obtuvimos primero:

bt = H:c(St7 t)
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nos da la cantidad de acciones necesarias para replicar la opcién.
Se puede verificar que la solucién de la ecuacion anterior viene dada por

H(z,t) = 2® (24 (2,1)) — e "TK®(x_(2,1))

xer(T—t)

Ty (3, t) = <log - l02(T - t)) J(oVT —t)

K 2

‘,L.er(Tft)
r_(x,t) <log 7t %O’Q(T — t)) J(oVT —t).

Entonces, el valor de la opcién que corresponde a t = 0 es
V(So,T) = SO@(er) — eirTK(I)(Q],)

con

T
Ty = (log SO;{ + %J2T) /(oVT).

1.10. Importancia de la Férmula de Black y
Scholes

El detalle clave es que la soluciéon no depende de u, el rendimiento del
activo subyacente a la opcion. Los parametros que aparecen son r y o. Para
aplicar la férmula:

» r se obtiene de bonos (preferentemente en la misma moneda) con
vencimiento 7.

= 0 1o es observable, se calcula (en general) a partir de precios de op-
ciones, es la volatilidad implicita.
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1.11. Consecuencias teoricas de BS

Observacién clave: Como vimos, en la ecuacién de BS no aparece u'
sino r. Hagamos la siguiente transformacion:

d _
?S—,udt+odW—rdt+ad(Wt+#art)

= rdt + odW/
donde hemos designado
W =W, + KTy
o

Aqui viene a nuestra ayuda el Teorema de Girsanov

1.12. Probabilidad riesgo-neutral y Teorema
de Girsanov

Teorema Dado un proceso de Wiener W en un espacio de probabilidad
(Q, F, P), existe una medida de probabilidad @ tal que el proceso

— T
W::Wt+“7t=m+qt,

es un () proceso de Wiener. Ademas, P y () son equivalentes, y su densidad
de Radon Nykodim viene dada por

d 1
% = €Xp (—C]T - §q2WT>

Esto sugiere considerar el modelo

dB ds

gzrdt, ?:Tdt‘i‘adw*

en el espacio de probabilidad (€2, F, @), donde W* es un proceso de Wiener.
Es importante observar que bajo @) el rendimiento esperado de ambos

activos coincide, es 7.

1Esa observacién valié un Premio Nobel
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Vimos que las respectivas soluciones de estas ecuaciones son
¢ 2
B, = e, Sy = Soexp (W + (r — 0%/2)t)
Tenemos entonces que

S
§t = Spexp (oW;" — 6°t/2) es una Q-martingala (1.3)
t

Se puede ver que @ es la uinica medida que verifica (1.3).
En conclusion:

= cambiamos P por @, p por r, W por W*.
» Los activos B y S tienen igual rendimiento bajo @,

Veamos la significacién de Q).
Para eso utilizaremos las siguientes propiedades de la integral estocéstica:

. ( IN btth*> es una Q-martingala
>0

= Si
dXt = atdt + btth*

entonces
X es (Q-martingala si y solo si a; = 0.

Ejercicio: Verificar que el valor del portafolio descontado es una martingala
bajo la medida @), es decir

%’:w es (Q-martingala.
Tenemos H/B = e " H. Aplicando 1to,
dle”™H) = e ™ (—rHdt + dH)
Pero como dH = rHdt + bSadW*, al sustituir resulta

d (—H (5, t)) = bS,od Wy
By
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verificando que la tendencia es nula, y por la propiedad 2 obtenemos que es
una ()-martingala.

Como las martingalas conservan el valor esperado, deducimos para el
precio de la opcién con pago f(Sr), que

V(xz,T) = H(So,0) = Eq(e™"" H(Sr,T)) = ¢~ Eq(f(Sr)),

por la condicién final H(z,T) = f(z).
Conclusion: El precio de la opcién segin BS es el valor esperado del
pago f bajo la medida @), que llamamos probabilidad de riesgo-neutral.

1.13. Aplicacién: Férmula de BS

Calculemos el precio V(Sp, T') de una opcién de compra. Segin vimos
V(z,T)=e""Eq(f(Sr))
recordando que bajo ), con Sy =z
St = Spexp(cWr — %O’QT + 7).
Utilizaremos
s Wi~ VTZ ~N(0,T),si Z ~N(0,1).

log(Soe"? /K ) —o2T /2
u _=
@ T :
Tenemos,

“+o00

Viz,T) = e_TT/_

too 1.2
— 6rT/ <Soeo Tu—50°T+rT _ K)(b(u)du

[0}

<Soe” Tu=g0*THrT _ K>+¢(u)du

o0

oo L2y oo
:SO _eaﬁu—§a T—u /Qdu . Ke—rT ¢(u)du
—a V2w o
L eV r [°
=5 —e 7 du— Ke™ o(u)du
—a V2w /oo

—SoP(Z +oVT > —a) — Ke "TP(VTZ > —a)
—SoP(Z < a+oVT)—Ke"P(Z < a),

que es la Férmula de Black y Scholes.
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Capitulo 2

Modelos con saltos

2.1. Alternativas a Black Scholes (BS)

Comenzamos con dos observaciones:

= Los precios de los activos no verifican las propiedades estadisticas del
modelo de Black-Scholes (distribucion normal, independencia,. . . )

» Las propiedades de los precios tedricos obtenidos de la formula de BS
no coinciden con los precios observados (fendmeno de la sonrisa “smile
phenomena”)

Distingimos innovaciones en dos direcciones (a pesar de la popularidad de
BS):

» Modelos con volatilidad estocastica:

e pierden la independencia de los incrementos,

e preservan la continuidad de las trayectorias:

dS; = Sy (pudt + o (S;, S)dWy)

incluyendo la posibilidad de dependencia de otras fuentes de incer-
tidumbre S" (modelos de dos factores)

s Modelos con saltos:

e pierden la continuidad de las trayectorias,
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e conservan la independencia y la homogeneidad de los incrementos:
St = S()@Xt

donde X es un proceso de Lévy (es decir, un proceso estocastico
con incrementos independientes y estacionarios)

2.2. Procesos de Lévy
X = (X4),50 s un proceso de Lévy en (2, F, P) si
= Xy = 0, es decir, parte del origen.

= X tiene trayectorias continuas por la derecha con limite a la izquierda
(“cadlag”)

= Sus incrementos son independientes. Si 0 < t; < --- <'t,,, entonces

X, Xy — Xoyy oo, Xy, — Xoy

son variables aleatorias independientes.

= Sus incrementos son homogéneos, es decir

Xt - Xs ~ Xt—s-

2.3. Férmula de Lévy-Kinchine

Existe una herramienta analitica para el estudio de los procesos de Lévy.
La férmula de Lévy-Kinchine establece:

E<€th) _ etw(z)

Y

donde ) estd dado por

1
w(z) = bz + 5(7222 + /R(ezy —1- Zy1{|y|<1})H(dy)

donde

= by o >0 son nimeros reales,
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» IT es la medida de saltos, medida postiva en R — {0}, tal que [(1 A
yHI(dy) < +oo.

Tenemos una tripleta

(b, 0, 10).

Teorema Cada proceso de Lévy tiene un tinico exponente v y recipro-
camente, cada exponente tiene su proceso.

Concluimos que toda la informacién de un proceso puede leerse en 1.
Veamos por ejemplo:

E(X,) = t/(0). (2.1)

En efecto, derivando E(e*Xt) = ) respecto de z, obtenemos
E(Xe*Xt) = "Py'(z),
que evaluado en z = 0 da la férmula (2.1). Andlogamente obtenemos
E(X2) = 1" (0).

Escribamos estos valores en términos de la tripleta:
Derivando

1
W(z) = bz + 5022'2 + / (e —1— zy1{|y|<1})1_[(dy)

R

tenemos
W) = bttt [ (e -y TIy),

R

de donde
B = /(0) = b+ [ yLyyen i)
R

Anélogamente

E(X?) = o® + /R yTI(dy).
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2.4. Modelos con saltos

Tenemos dos activos:

s Una cuenta corriente
Bt = Boe”

como en BS,

= Un activo con riesgo, de la forma
St = S()GXt

donde X = (X;),5, es un proceso de Lévy.

2.5. Ejemplos

2.5.1. Ejemplo: Black Scholes

El proceso X (log-precio del activo) es

1
Xt = O'Wt + (,u — 50’2)25,

es un PL con tripleta
1
(,LL - 50-27 g, 0)
La ausencia de saltos se corresponde con la condicién

IT=0.

2.5.2. Ejemplo: Proceso de Poisson

Sean T7,T5, ... variables aleatorias independientes con distribucién expo-
nencial de parametro \. Sea

Ny=if{k: Ty +To+ ... T <t}
N = (Nt),5¢ es un proceso de Poisson de pardmetro .
X =bt + cN;
es un PL con tripleta (b,0,1I), donde
[(dy) = Ao (dy).

o = 0 corresponde con la ausencia de movimiento browniano.
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2.5.3. Ejemplo: Proceso de Poisson compuesto

Consideremos 17,75, ... como antes e Y = {Y;}ren variables aleatorias
independientes con distribucién F' = F(y). Construimos

Nt
X, =bt+> Y,
k=1

La tripleta es
(0,0, AF(dy)).

Si Y = ¢ (constante), tenemos F(dy) = d.(dy) y es el ejemplo anterior.

2.5.4. Ejemplo: Difusion con saltos

Consideremos como antes

= NN proceso de Poisson,
» Y = {Y, },en variables independientes con distribucién F(y)

= W, un movimiento Browniano,
para construir X = (X;),5, dado por

Ny
Xt :bt+O_Wt+ZYk

k=1

X tiene tripleta
(b, 0, AF(dy))

2.5.5. Ejemplo: Modelo de Merton

El modelo de Merton (1976, Difusién con saltos de Merton) es una difusion
donde los saltos son gaussianos, Es decir, las variables Y son gaussianas.
Tenemos

1 —(x—v
F(dy) = me (2=1)*/(28%) gy,

La medida de saltos es AF(dy), y el exponente caracteristico
1
P(z) = bz + 5022'2 + A <€VZ+5222/2 — 1>

Si A =0 (no hay saltos) obtenemos BS.
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2.5.6. Ejemplo: Modelo de Kou

El modelo de Kou asume que que los saltos tienen distribucién doble-
exponencial asimétrica. Mas precisamente las variables Y} tienen densidad

pae” Y, siy > 0,
dy) =
f(dy) {(1 —p)Be’, siy<O0.

El exponente caracteristico, en este caso, es

B 15, Pz (1—-p)z
@Zz(z)—bz+§az +>\(a—z_ 71 )

2.6. Principios de valuacién en mercados con
saltos

Tenemos la equivalencia:
= Mercado completo
» Cobertura (“hedging”) perfecto
= Unicidad de la medida de riesgo-neutral
» FExistencia de precio racional
Pero los mercados con saltos se denominan incompletos y se caracterizan por
» No existe cobertura (“hedging”) perfecta
» FExisten infitnitas medidas de riesgo-neutral
= FExisten infinitos precios, llamados admisibles
Una medida @) es de riesgo-neutral, si
1. @ es equivalente a P, la medida histérica o fisica,
2. S;/B; = SpeXt™"t es una Q-martingala

Para elegir la medida de riesgo-neutral para hay distintas alternativas:
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= En modelos con procesos con trayectorias continuas e incompletos,
Follmer y Schweizer introdujeron la medida minimal, que minimiza
la pérdida cuadratica de una cobertura: Si 7w es un portafolio autofi-
nanciante con capital V™, para un pago f(Sr) se minimiza

min B (V7 — (Sr))’°)

= En procesos de Lévy, Gerber and Shiu proponen la transformada de
Esscher (de la matemadtica actuarial), que minimiza la entropia relativa

(Chan, 1999).

= Los PL son estables bajo la transformacion de Esscher: si X es PL bajo
P, entonces es PL bajo (), con exponente caracteristico 9.

2.7. Transformada de Esscher

Existe un 6 tal que

Yp(@+1) —¢p(d) =r
La medida de Esscher es tal que

d
£ = exp(0 Xt — Yp(6)T).

El proceso X bajo @) tiene exponente

bo(z) = Yp(z +0) —¢p(0).

y la condicién de martingala es

Yo(l) =r.

2.8. Valuacion de opciones

Diversos autores (Carr y Madan, 1999; Raible, 2000) presentan férmulas
con el uso de la transformada de Fourier para calcular precios de opciones
europeas. Presentamos la Formula de Lewis (2001). La opcién tiene las sigu-
ientes caracteristicas:
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= Tipo europeo, ejercicio en 7.

» Funcién de pago f(Sr)

» Si es opcién de compra ( “call”) corresponde f(z) = (z — K)*,
= Si es opcién de venta ( “put”) corresponde f(z) = (K —x)*.

= Suponemos elegida la medida “Q” transformada de Esscher para cal-
cular la esperanza.

2.9. Formula de Lewis

El precio de una opcién europea con pago f(Sr) esta dado por

e~ T piwvtoo R
VST =5 [ geBole ) fe):

27 |V — 00 Séz
Aqui:

» El dominio de integracién es una recta {z = iv +t,t € R}, en el plano
complejo, donde v > 1 es tal que las integrales convergen.

. f es la transformada de Fourier de la funcién de pago f:

R w+o0o )
) = / ¢ f () da

Si f(z) = (z — K)*, tenemos f(z) = —K'"= /(2% —iz).

» La férmula se obtiene en base a la indentidad de Parseval (valida en
espacios con producto interno):

[ Swterte= g | it

(z* es conjugado, vélida en ciertas condiciones). Se aplicada a la den-
sidad p(u) de St

];* (U) - / e_zzup(u)du — (;S(O>_7:Z_E'Q€_iz‘XT7
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» El cdlculo se realiza utilizando la transoformada de Fourier rapida (Fast
Fourier Transform)

= Con algunas transformaciones se obtiene la conocida férmula de Carr

y Madan (1999)
Consideremos una opcion europea en el modelo de Merton. Tenemos

[ ] EQ(eiiZXT) = er)(fiz) = exp <_sz _ %0-222 + )\ (efil/275222/2 _ 1))

s f(x) = (z— K)" porlo que f(z) = —K'"i=/(22 — i2)
Tenemmos

—Ke T w+00 K /S,
Vs == [

1 )
exp (—ibz — 50222 + A <e’“’zf‘52z2/2 — 1)) dz

Si A = 0 en el modelo de Merton obtenemos el modelo BS. Tenemos b = r
por la condiciéon de martingala. El precio de la opcion es

_Ke—rT iw+400 S K—iz P
V(5. T) = —— / (Bo/ ) ;2/_22 eI g

—rT w400 —ikz
_ —Ke € 6—1’7"2—%0%;2 dz
27 iv—o00 Z(Z - 2)

—KBH”T oo . 7 1 1,22
— e tkz [ 7 ) e 2° 2 1
2m iv—oo z z—1

donde k = log(Sy/K) + rT. Cada uno de los términos da el correspondiente
de BS mediante el calculo de residuos del andlisis complejo (detalles en Lewis
(2000)).

2.10. FFT en la Formula de Lewis

Tenemos que calcular, con k£ = log Sy + r7T’, denotando X} = X, — rt,
valores de
—rT

e 1WW~400 ) o a
VSuTH =5 [ e Ege (),

vV—0o0
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que son de la forma

w00
V(k) = / e * 7 g(2)dz

v—0o0

La FFT es discreta, aproximamos entonces:
iv+oo ' ww+A/2 ' A '
/ e * 7 g(2)dz ~ / ek g(2)dz ~ = w;g(z;)e "
iV —00 ww—A/2 N
donde
w2y =—-A24+jA (j=0,...,N—1)
» A=A/(N-1)

= w; son los pesos de la regla de integracién discreta, por ejemplo con la
regla del paralelogramo

wosz,lzl/Q, U)le(jzl,,N—z)

Ahora poniendo k = k,, = 2mn/(NA) = log Sy, + rT (vector de precios), la
suma se convierte en una transformada de Fourier discreta

A N-1 A N-1
- wjg<zj)e—i(an/(NA))(—A/2+jA) _ Nemun/z Z wjg(zj>e—i(27rjn/N)
§=0 =0

En sintesis, la transformada de Fourier rdapida nos permite (en forma efi-
ciente) calcular precios con valores iniciales del activo de la forma

2
Son = €xp (NLZ - TT)

Otras parametrizaciones permiten calcular precios en otros vectores (depen-
dientes de K por ejemplo).

2.11. Opciones americanas

Recordamos que una opcién americana es un contrato que paga un premo
f(S7) en un instante 7 € [0, 7] que elige el comprador.
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Cuando la opcién no tiene limite de vencimiento (7" = oo) tenemos op-
ciones americanas perpetuas.

Las opciones americanas con T < oo no admiten soluciones explicitas, y
se utilizan métodos numéricos para el calculo de precios.

En el caso de las opciones perpetuas, existen algunas formulas cerradas.
Las primeras fueron obtenidas por Mc Kean (1965, opcion americana de venta
perpetua en el modelo BS) y Merton (1973, opcién americana de compra
perpetua en BS). Los resulados que presentamos son una generalizacién de
los anteriores.

Agregemos que elegimos @) tal que X:

= X es un proceso de Lévy bajo Q,

] (St/Bt> es una martingala bajo )

t>0

Para obtener el precio de una opcién de venta perpetua (put option) el prob-
lema a resolver es un problema de parada 6ptima, hay que calcular

V(Sy) = sup Eg (e‘”(K - S, — K)*),
TEM

El resultado es el siguiente:
Teorema. Consideremos un proceso de Lévy X. Sea

I=inf{X;: 0<e,}

donde e, es una variable exponencial de parametro r independiente de X. El
precio de la opcién put perpetua para S, = SpeXt es
E(K — Soel)+

E(el) ’

V(So) =
y el momento 6ptimo de ejercicio viene dado por
™ =1inf{t > 0: S, < SpE(e")}.
Nota: Para algunas clases de procesos de Lévy (incluyendo Black Scholes y

el Modelo de Kou) es posible obtener férmulas cerradas expliticas para la
distribucion de I, y por lo tanto para los precios de las opciones.
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