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1. Sea f: R — R una funcion integrable segin Riemann en todo intervalo [a,b] C R.
Supongase que existe g : R — R tal que

Ctf(t)
1+ ¢2

f(z) =g(x) +/0 dt, Vx € R.

a) Probar que g es integrable en todo intervalo cerrado y acotado.

b) Probar que si g es continua entonces f es continua, y que si g es derivable, f
también lo es.

¢) Sabiendo que g(x) = %:1;4, calcular f(0) y hallar la funciéon f.

2. Supoéngase que f : [0,400) — R es una funcion continua y decreciente, y tal que

Jm  f(z) =0.
a) Seaa,:= f:H f(z)|senmz|dz, Yn € N. Probar que (ay)nen es decreciente y tiende
a cero (Sugerencia: notar que |senwx| = |senn(z — 1), Vax € R).

n
b) Mostrar que existe y es finito h’m/ f(x)senmxdx.
n
0

¢) Deducir que f0+°° f(z)senmaxdx converge.

d) Clasificar f0+oo 22 sen medz.
3. Sea (apn)n>1 C (0,00). Para cada n > 1 se considera f,, : R — R tal que f,,(z) = e~ 7.

a) Demostrar que para cada n existe un tnico 3, € (0,1) tal que f,,(8,) = Bn.

b) Demostrar que Y ay, converge si y solo si Y (1 — f3,) converge, donde (3, es como
en la parte anterior (Sugerencia: aplicar el teorema del valor medio a f, — id).

c) Sea [a,b] C [0,00). Probar que:
1) Si lim «, =0, entonces (fy,) converge uniformemente en [a, b].

n—oo

2) Si ) ay converge, entonces y (1 — f,,) converge uniformemente en [a, b]



a)

b)

o)

a)

b)

°)

d)

SoLUCIONES

Sea [a, b] un intervalo. Como f y 1: 5 son integrables en [a, b] (la primera por hipétesis y la segunda porque es continua),
z

entonces su producto también es una funcién integrable en [a, b]. Luego, si h(z) := [ if‘(tt%dt, se tiene que h es continua

y en consecuencia integrable en [a, b]. Finalmente, como las combinaciones lineales de funciones integrables son integrables
v g = f — h, se concluye que g es integrable en [a, b].

Sea h como en (a); ya fue observado que h es continua. Si g es continua entonces g + h = f también debe ser continua. Si
g es derivable, es en particular continua, de donde f es continua, y entonces h es derivable por el teorema fundamental
del célculo; pero entonces g + h = f es derivable.

Notar que f(0) = g(0). Si g(z) = %x‘L, entonces f(0) = 0. Por (b) se sabe que f es derivable. Por el teorema fundamental
del calculo se tiene que f/(x) = 323 4+ %(;2) Por lo tanto

£ (@) - 1+72 f(z) = 32° (1)

Notar que una primitiva de —

es 7% In(1422) =1n Multiplicando cada miembro de la ecuacién (1) por el

x 1
1422 V1ta2
factor integrante ——— se obtiene (f———)' = 323 -1 De manera que, como f(0) = 0, se tiene f(z) ——t— =

Vita2 Vita? Vita? 1422
!
5 (f(t)i1 ) dt, y por lo tanto
\1+¢2

1 w1
@) s 7/0 3 gt 2)
1

Para obtener f s6lo hace falta entonces evaluar [ 3t3 5
1+t

dt. Esto se puede llevar a cabo por ejemplo realizando el

cambio de variable £ = 2 y luego integrando por partes, o también directamente. En el primer caso, luego del cambio
&= t2 la integral queda igual a %f;%ﬁdﬁ, e integrando por partes:

7:2
3/0' 1§+ d§73§(1+§)2\0 73/(1+§)2d§ 312(14»12)%72(1+§)%}g2:312(1+z2)%72(1+z2)%+2.

Teniendo esto en cuenta, y despejando f en la ecuacién (2), se obtiene: f(z) = 3z2(1 4+ x2) — 2(1 + z2)? + 2v/1 + @2, es
decir:

f(z):r47w272+2\/1+z2

Como fue comentado anteriormente, la integral se puede calcular directamente, por ejemplo de la manera siguiente:

/13t(1+t ) — 3t

@ 2,1 @ 2,—1 2,2 2 2,12
= 2 — 2 = 2 — 2
e dt /0 3t(1+t°)2dt /0 t(1+t7)" 2dt = (1+t9)2[5 —3(1+27)2;

/'13t3 !
0 V1+ t2

Usando la sugerencia: a1 = f:irf f(z)|senm(x — 1)|dz. Haciendo el cambio de variable v = z — 1 en la integral que

define a, 41 queda a, 1 = j;?'*'l f(v+ 1)|senmv|dv. Como f es decreciente se tiene que f(z + 1) < f(z), Vz, de donde
f;"'l f(v+1)|sennv|dv < f:+1 f(v)| sen tv|dv = an, y por lo tanto a, 41 < an. Para ver que an — 0, notar que:

rntl ntl
OSan:/ f(a:)\senwa:|dm§/ f(x)de < f(n)(n+1—n) = f(n) — 0.

Obsérvese que [[' f(x)senmaxdz = Zk 0 ]f+1 f(z)senrzdx = Z;é :+1 f(ac)(—lk)\senwsc\dw = Z;Ul(—l)kak.

Como (ap) es una sucesion decreciente a cero, el criterio de Leibniz implica que existe lim,, Zz;é(—l)kak, y por lo
tanto existe lim, [j f(z) sen mazdx.

ne se tiene que f(z) < § vy

>
|IL — [g" f(z)senadz| < §. Sea [z] la parte entera de z, es decir, [z] := max{k € N: k < z}. Entonces si z > n. se tiene
que [z] > ne, y 0 <z — [z] < 1, de donde:

Sea L := limyp [J' f(z)sen7adz. Dado € > 0 sea ne € N tal que si ¢ > ne y n

x [z] x €
L 7/0 F(t) sen wtdt| < |L 7/0 £(t) sen wtdt] + | /[I] F(®)senwtdt] < =+ (@ o) (1a]) < e.

x
En consecuencia lim / f(t)senwtdt = L.
xz—o0 /o

x 2
Haciendo el cambio de variable ¢ = e? en la integral fgc t2 sen ﬁetdt, ésta queda igual a ff % sen w¢ds. La derivada
12 R 2

de la funcién % es 1“—2*(2 — Insg), que es negativa si ¢ > e?. Luego % es decreciente a partir de ¢ = e?.

S
Ing 2 2

Como ademés h'f ! = 0, se concluye usando la parte anterior que la integral f1+°° (ln%) sen wgdg converge.

s—+oo ¢

Consecuentemente f0+°° t? sen wetdt es convergente.



a)

b)

)

El teorema de Bolzano implica que la funciéon f, — id debe anularse en (0,+o0), puesto que (fy, — id)(0) = 1 y
h’r_r (fn(z) — x) = —oco. Por otro lado, la derivada de f,, — id es negativa en cada = € [0,00), asi que fy, — id es
— oo

estrictamente decreciente en [0, c0), lo que implica que s6lo se anulara una vez. Dicho de otra forma, existe un tnico

Bn € (0, +00) tal que frn,(Bn) = Bn. Como fr(0,+o0) = (0,1), debe ser 3, € (0, 1).

Usando el teorema del valor medio en el intervalo [3y, 1] para la funcion f,, — id, se tiene que existe 6, € (Bn,1) tal
que (frn —id)(1) — (fn — id)(Bn) = (f, — 1)(0n)(1 — Br). Teniendo en cuenta que (fn — id)(Bn) = 0, se deduce que
1—e @ = (14ape”*n%)(1-3,), de manera que 1 —e~ %" = (1—8,) +ane 71 (1 —3,). De la igualdad anterior
se concluye que l%nan =0 — l%nﬁn =1, y también que (1 — B,) <1 —e” " < (14 an)(1l — Bn).
1—e 9n
Si Y an converge, entonces Y (1 — e~ “") también converge, ya que lim ——— =1;como 1l —e %" > 1— 3y,
nofoo  ap

entonces ) (1 — 3;,) también debe converger.

Reciprocamente, supongamos ahora que ) (1 — 3,) es convergente. Entonces a, — 0, y por lo tanto > (1 + ay)(1 — Brn)
también es convergente; como 0 < 1 —e” *" < (14 an)(1 — By), entonces > (1 — e~ "), y en consecuencia y_ ap, son

convergentes.

Sea z € [a,b]. Entonces 0 < 1 — fp(z) < 1 — fo(b) =1 — e~ nb < a.b, ya que la funcién z — = — 1 4+ e~ es
creciente en [0, +o0) y se anula en = 0. Si ay, — 0, dado € > 0, existe n. € N tal que si n > n. entonces apb < €;
luego |1 — frn(z)| < €, Vo € [a,b] y Vn > ne, de donde (fy) converge uniformemente a 1 en [a, b]. Finalmente, si > an
converge, también converge > anb, y entonces > (1 — fy) converge uniformemente en [a, b] por el criterio de la mayorante

de Weierstrass.



