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1. Bonos, acciones, opciones y su valuacion

El modelo mas simple de un mercado financie-
ro incluye dos posibilidades de inversion prima-
ria, dos activos:

m Un bono es una opcion de inversion cuyo
precio es deterministico

m Una accion tiene un precio que evoluciona
aleatoriamente

Es usual designar mediante By y St a |0S precios
de un bono y una accion (bond - stock) en el
instante t.



Opciones

En el modelo anterior se introduce un tercer
activo llamado opcion, que es un acuerdo rea-
lizado entre dos partes en t = 0 en la cual una
se compromete a vender una unidad de S (una
accion) a la otra parte, en el tiempo T a precio
K acordado.



LLanzador es quien emite la opcion.

Poseedor, tenedor (holder) es quien com-
pra la opcion.

T es el tiempo de ejercicio o maduracion
de |la opcion.

K es el precio de ejercicio de la opcion

(Sp — K)7T se llama premio de la opcién

El activo S sobre el cual se realiza |la opcion
se llama subyacente.



Es equivalente pensar, que el compromiso con-
siste en pagar al poseedor St — K si esta can-
tidad es positiva, 0 cero en caso contrario. Se

pagaria entonces
(S — K)T = max(Sy — K, 0).

Se puede pensar también que

m Una opcidon es un seguro contra el even-
to que el precio St supere un determinado

valor K.

m Una opcion es una apuesta: Apuesto a que
ST supera K, y gano la diferencia.



Otras opciones

Mas en general, el compromiso puede suponer
en pagar una cantidad dependiente de S, que
notaremos f(St).

Opciones de venta (put options)

Supongamos ahora, que el lanzador se com-
promete a comprar en 1T' una accidon a precio
K. Esta opcion, llamada europea de compra
(put option) es equivalente a la anterior, con
la diferencia de que el premio es (K — Sp)T.

Opciones americanas

LLas opciones americanas introducen en el con-
trato |la siguiente variante:

m E| poseedor puede reclamar la compra (ven-
ta) de la accion en cualquier momento en-
tre O vy T'. Es decir, permiten el ejercicio
anticipado



Valuacion.

Problema: Cuanto vale ese tercer activo ‘“de-
rivado’’, es decir, cuanto pagara el tenedor de
la opcion por el derecho que ha adquirido.

En el caso europeo debemos calcular el precio

En el caso americano debemos calcular el pre-
cio y el momento de ejercicio



2. Modelos en tiempo discreto
El modelo Cox-Ross-Rubinstein.

El modelo de mercado financiero que conside-
ramos tiene 17"+ 1 periodos, t = 0,1,...,T vy
consta de dos activos:

s By =By 1(1+7), Bo =1,

con r tasa de interés.

u St:St—l(l_l_pt)? SO:CCa
con p; v.a.i.i.d.

| uw con probablidad p
Pt =13 d con probablidad 1 —p

donde —1<d<r<uype(0,1).



3. La formula de Cox-Ross-Rubinstenin

Problema (Valuacion): cuanto pagara el tene-
dor de la opcidn por el derecho que ha adqui-

rido.

Solucion: Construyo un portafolio con a; bonos
y b; acciones, de forma que se verifiquen dos
condiciones:

1. EIl portafolio sea autofinanciante: solo se
“‘cambia’” entre By S.

2. El portafolio replica de la opcion:

X1 = arBr +bpSy = (Sp — K)T.

Si existe tal portafolio, el precio racional de la
opcion es su costo inicial



Solucion con T'=1

Veamos cuanto vale V en funcion de u,d,r, K.
Comenzamos con 2 periodos, es decir T'=1.

Replicar: si S sube debo pagar U, si baja, D.

En t = O compro a bonos y b acciones. En
tiempo 1T'= 1, el portafolio valdra:

(14+7r)a+ bx(1+ u)
{ (1+7r)a+bx(1l+d)

despejando a, b, el valor de |la opcidon es

U si sube
D si baja

V(1) =a+be = [Up" + D(1 - p")
= B (f(5D)

donde




Comentarios

El precio no depende del retorno esperado
p, Sino de p* la probablidad libre de riesgo.
(inesperado en Black-Scholes)

p* es tal que

S1
(14r)
(propiedad de martingala)

E* So ==

Si S toma 3 valores tenemos un sistema
incompatible, vy el mercado es incompleto,

Arbitraje. Un precio distinto del obtenido
produce arbitraje (ganancia positiva con pro-
babilidad positiva).



T + 1 periodos

Existe un portafolio replicante de la opcion,
con premio f. Su precio resulta ser

AT E D)

Explicitamente si f(z) = (z — K)T con

V(z, T) =

T
B, T,p) = > Clpf(1—p)t =

k=j
las probabilidades binomiales, tenemos
K
V(x,T) = xB(ko,T,p) — B(ko, T, p*
donde
log(K/(x(1 T
o = it {1 > 0g(K/(x(1 + a) >>}
09((1 +a)/(1 + b))
- 14w, « T—d
= 1—|—7“p’ b u—d

Este resultado fue obtenido por Cox, Ross vy
Rubinstein (1976).



4. Modelo de Black-Scholes

En 1900, L. Bachelier introdujo un modelo del
movimiento Browniano (observado en la natu-
raleza por Brown en 1826) para modelar las
fluctuaciones de |la bolsa parisina.



El movimiento Browniano o proceso de Wie-
ner en (2, F,P) es un proceso aleatorio, W =

(Wt){tZO} tal que
m Sus trayectorias son continuas.

m Sus incrementos son independientes.
Sio<ty <---<ty, entonces

Wi Wiy, = Wiy oo o Wy, — Wy

son variables aleatorias independientes.

m Wo =0, W;—Ws es una variable normal
con media cero vy varianza t — s, es decir

Wt—WSNN(O,t—S)



El modelo de Black y Scholes

El modelo tiene tiempo continuot >0 vy

lBt:e

m Sy = Spexp{(u— 0‘2/2)t + Wy}

donde

m 1 €S el retorno medio del activo con riesgo,

m o la volatilidad



Formula de Black-Scholes

LLos argumentos para obtener el precio de una
opcion europea en el modelo de Black-Schoes
son herramientas del calculo estocastico:

m |3 integral estocastica que permite mode-
lar los portafolios de bonos y acciones

m La formula de ItOo, que permite “calcular”

m E| teorema de Girsanov permite identificar
la medida libre de riesgo.



El resultado, obtenido en 1973 por Black vy
Scholes, y también por Merton, es:

V(z, T) = x2P(x1) — G_TTKCD(.IO)

con
_ 1 1
Lo =— O'—T |Og KeaiTT — jO’\/T
1 = CCO—I—O'\/T
1 x 2
@ = e

es |la distribucion normal estandar.

Observacion: Es posible mediante el Teorema
Central del Limite obtener esta formula a partir
de la de CRR de las probabilidades binomiales.



5. Primer variacion: difusiones

Veremos dos generalizaciones basicas del mo-
vimiento browniano:

m | as difusiones: conservan |la continuidad
de las trayectorias, y no las propiedades de
incrementos independientes y estacionarios

m |LOS procesos de Lévy: conservan las pro-
piedades de los incrementos independien-
tes y estacionarios y tienen trayectorias
discontinuas



Una difusion (X;) es la solucion de una ecua-
cion diferencial estocastica, de la forma

t t
X; = Xg +/O a(Xs)ds +/O o (Xs)dWs
donde

t
/O o (Xs)dWs = P —Iim > 0(Xs,) [We; g — W]
1

Si a y o son constantes

Xt = at + oWy,

es un browniano con tendencia.

Tenemos
St = Spoexp(Xy),

y en este contexto se generaliza la solucion de
Black-Scholes que da el precio de una opcion.



6. Segunda variacion: Procesos de Lévy

Es un proceso (X;) que verifica

m Para 0 <ty <..- < tp, las variables aleato-
rias

Xigy Xt — Xpqy ooy Xty — X, 4

son independientes

B SUS incrementos son estacionarios

Xiqp — Xt ~ Xp,

El modelo con Sy = Sgexp(Xy) produce un
mercado incompleto.



Formula clave: (Lévy-Kinchine)

E(ert) — etw(z),
donde

1
V() = az+ 50224 | (eW—1—zyl (), 1PN (dy)

a, o > 0 son reales, Il es una medida positiva
en R — {0} tal que [(1 Ay2)N(dy) < +o0,

Ejemplo: Browniano con tendencia

Si Xy = at + oW obtenemos
E(EZZXt) — etw(z))
con
1 55
V(z) = az + 50 %

Es decir, la formula de L-K con 1 = 0.

Veamos un ejemplo con 1 #= 0.



Ejemplo: Proceso de Poisson Compuesto

Consideramos el proceso

Nt

X = > Y
k=1

donde (N¢) es un proceso de Poisson, e (YY)
son v.a.i.i.d, con una distribucion F'. Resulta

W(z) = A [ (% = DF(dy),
por lo que concluimos que M(dy) = AF(dy).

En matematica actuarial se utiliza el modelo

Ny

X =x+at — Z Y%,
k=1

y se pretende calcular

R(z) =P(3Et>0: X; <0) =P < —z)



7.0Opciones americanas para procesos de Lévy

Teorema. El precio de una opcion americana
perpetua de venta, en un mercado con tasa
de interés r, para un activo gobernado por un
proceso de Lévy X es

E[KEe! — Sgell™

V(So) = ol :

y el ejercicio Optimo es

T=inf{t>0: S < KEe'}
donde

I = inf Xt
0<t<7(r)
es el infimo del proceso hasta el instante 7(r).
El tiempo 7(r) es una variable aleatoria expo-

nencial, independiente de X (EM - F&S 2002).



Comentarios

El resultado anterior reduce el calculo de un
problema de parada Optima al de la deter-
minacion de la distribucion de M.

Un teorema analgo vale para las opciones de
compra, donde aparece el supremo en vez
del infimo

Se vinculan asi dos teorias:

m matematica financiera que calcula pre-
Cios de opciones

m matematica actuarial que calcula proba-
bilidades de ruina, o distribuciones del
infimo.



8. Problema de la ruina para procesos de Lévy

Problema: determinar clases para Il que per-
mitan calcular la distribucion de I en forma
exacta.

Una solucion:

N+ (dy), arbitraria, si y > 0

[N(dy) =
(dy) {I_I_(dy) = dae¥dy siy<O

tiene como solucion

R(z) = Apexp(—aiz) + Az exp(—asr)

donde a1 Yy as son las raices de ¥ (z) =0 (EM
- TPA (2003)).

Current: tomar MN~—(dy) con transformada de
Fourier racional.



