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1. Problema y modelo

Queremos calcular las siguientes probabilidades:

de que un precio alcance un determinado va-

lor

de que un puente se inunde

de que una compañia de seguros se arruine

de que una central telefónica se sature

· · ·



En todos los casos anteriores reconocemos:

Un escenario de incertidumbre, o imprevisi-

bilidad, que evoluciona temporalmente

Damos respuesta a estas preguntas en el marco

de la teoria de la probabilidad, que nos permite

cuantificar la incertidumbre, y cuando tenemos

una estructura temporal subyacente, utilizamos

los procesos estocásticos que nos permiten mo-

delar la evolución temporal de esta incertudum-

bre.

Para esto consideramos un espacio de medida

(Ω,F , P ) con P medida de probabilidad (posi-

tiva, finita, de masa total uno) y un conjunto

de funciones medibles Xt : Ω → R, donde t ∈ I,

con I un intervalo real (el “tiempo”, discreto o

continuo).



El problema de barrera consiste en calcular

P
(
máx
t∈T

Xt ≥ x
)

Es equivalente a

Calcular la distribución del máximo del pro-

ceso:

MT = máx
t∈T

Xt,

Calcular la probabilidad de ruina:

R(x) = P (∃t ∈ T : x+Xt < 0)

Hallar P (τ <∞) cuando

τ = inf{t ≥ 0: Xt ≥ x}

primer tiempo de llegada a un nivel dado.



2. La ruina del jugador

Consideramos una sucesión Yk de variables alea-

torias independientes, que toman dos valores

cada una, con probabilidades p y 1 − p (con

0 < p < 1), digamos

Yk =

1, con probabilidad p

−1, con probabilidad 1− p

El paseo al azar simple es el proceso estocástico

de tiempo discreto

X0 = 0, Xn = Y1 + · · ·+ Yn



Problema de barrera: calcular

f0b = P (∃n : Xn = b)

la probabilidad de alcanzar la barrera b > 0.

Para a < 0 sea

α(i) =

P (∃n : i+Xn = b;Xm > a,m = 0, . . . , n− 1).

la probabilidad de alcanzar la barrera de nivel b

antes que la de nivel a, (problema de dos barre-

ras), saliendo de i.



Es un juego de apuestas sucesivas, entre dos

jugadores A y B, llamado la ruina del jugador :

A tiene un capital −a; B, un tiene b. Si {Y1 = 1}
gana A, y recibe 1 de B (lo contrario si Y1 = −1);

El capital de A será Sn−a, el de B, b−Sn, luego

de la n–ésima apuesta.

El capital total, Sn − a+ b− Sn = b− a es cons-

tante.

La cantidad α(0) que queremos calcular, es la

probabilidad de que el jugador B pierda el juego,

y se arruine.



Aplicando la fórmula de la probabilidad total:

α(i) = pα(i+ 1) + qα(i− 1).

Entonces, la sucesión {α(i)} verifica, si a < i < b,

una ecuación en diferencias finitas. Como α(a) =

0, y α(b) = 1, si p 6= q

α(i) =
(q/p)i − (q/p)a

(q/p)b − (q/p)a
, i = a, a+ 1, . . . , b.

Podemos entonces, calcular f0b tomando ĺımite,

si a→ −∞. Si p < q

f0b = ĺım
a→−∞

1− (q/p)b

(q/p)b − (q/p)a
=

(
p

q

)b
.

Si p = q = 1/2,

α(i) =
i− a

b− a
i = a, a+ 1, . . . , b. (1)

Si p ≥ q, tomando ĺımite si a→ −∞

f0b = P0(∃n ≥ 0: Xn = b) = ĺım
a→−∞

α(0) = 1.



Conclusión:

Si p < q, tenemos f0b = (p/q)b

(probabilidades geométricas)

Si p ≥ q, tenemos f0b = 1

(siempre se alcanza la barrera).



3. Movimiento Browniano o Proceso de Wiener

El movimiento Browniano o Proceso de Wiener

es un proceso estocástico (Wt) que verfica:

La función Wt(ω) es continua para cada ω al

variar t

Para 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn, las variables aleatorias

Wt1,Wt2 −Wt1, . . . ,Wtn −Wtn−1

son independientes

sus incrementos son homogéneos y tienen

distribución gaussiana:

Wt −Ws ∼ N (0, t− s).



Recordar: X tiene distribución gaussiana; (X ∼
N (µ, σ2)) si su distribución es

P (X ≤ x) =
∫ x

−∞

1√
2πσ

e
−(u−µ)2

2σ2 du

Se puede construir (Wiener):

Dadas (Xn) v.a.i.i.d. normales (0,1)

Wt(ω) =
t
√
π

+
∑
n≥1

2n−1∑
k=2n−1

√
2

π

sin kt

t
Xk(ω)

Veremos dos generalizaciones básicas del movi-
miento browniano:

Las difusiones, que conservan la continui-
dad de las trayectorias, y no conservan las
propiedades de incrementos independientes
y homogéneos

Los procesos de Lévy, que conservan las pro-
piedades de los incrementos independien-
tes y estacionarios y tienen trayectorias
discontinuas



3. Difusiones

Una difusión (Xt) es la solución de una ecuación

diferencial estocástica, de la forma

Xt = X0 +
∫ t

0
a(Xs)ds+

∫ t

0
σ(Xs)dWs

donde∫ t

0
σ(Xs)dWs = P − ĺım

∑
i

σ(Xsi)[Wsi+1 −Wsi]

Obs:

E
∫ t

0
σ(Xs)dWs = 0

Hay teoremas de existencia y unicidad. Si a y σ

son constantes

Xt = at+ σWt,

es una difusión con tendencia.

(exp(at + σWt) es el modelo del precio de las

acciones en Black-Scholes)



Fórmula de Itô:

Para f de clase C2 es clave la siguiente “regla

de la cadena”:

f(Xt)− f(X0) =
∫ t

0
f ′(Xs)dXs

+
1

2

∫ t

0
f ′′(Xs)σ2(Xs)ds

que nos permite resolver el problema de barrera

para (Xt), con t ≥ 0.



Solucion del problema de barrera:

P (máx
t≥0

Xt ≥ x0) = B(0),

donde la función B(x) verifica

(LB)(x) =
1

2
σ2(x)B′′(x) + a(x)B′(x) = 0,

B(x0) = 1

Si a, σ son constantes:

B(x) = exp
(
−

2a

σ2
(x0 − x)

)
.

Recordar: La solución del problema de la ruina

es α(0) donde α(i) era solución de una ecuación

en diferencias.



Idea de la demostracion: Por Itô, aplicado en τ

el primer momento en que Xt llega a x0

B(Xτ)−B(0) =
∫ τ

0

[1
2
σ2B′′(Xs) + aB′(Xs)

]
ds

+
∫ τ

0
σB′(Xs)dWs.

Aqúı

EB(Xτ) = EB(Xτ)1(τ <∞)

+EB(Xτ)1(τ = ∞) = P (τ <∞)

E
∫ τ
0 σB

′(Xs)dWs = 0

Conclusión

P (máxXt ≥ x0) = P (τ <∞)

= B(0) = exp
(
−

2a

σ2
x0

)
.

Podemos decir que el máximo

M = sup
t≥0

Xt,

tiene distribuciń exponencial (antes era geométi-
ca).



4. Procesos de Lévy

Es un proceso (Xt) que verifica

X0 = 0,

Para 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn, las variables aleatorias

Xt1, Xt2 −Xt1, . . . , Xtn −Xtn−1

son independientes

sus incrementos son homogéneos

Xt+h −Xt ∼ Xh



Fórmula clave: (Lévy-Kinchine)

E(ezXt) = etψ(z),

donde

ψ(z) = az+
1

2
σ2z2+

∫
R
(ezy−1−zy1{|y|<1})Π(dy)

a, σ ≥ 0 son reales, Π es una medida positiva en

R− {0} tal que
∫
(1 ∧ y2)Π(dy) < +∞,

Ejemplo:

Si Xt = at+ σWt obtenemos

E(ezXt) = etψ(z),

con

ψ(z) = az +
1

2
σ2z2

Es decir, la fórmula de L-K con Π = 0. Obser-

vemos que la ráız de ψ(z) = 0 es −2a/σ2

Veamos más ejemplos con Π 6= 0.



Procesos de Poisson

Si T1, T2, . . . son v.a.i.i.d. con parámetro λ

Nt = inf{k : T1 + T2 + . . . Tk ≤ t}.

es un proceso de Poisson. Resulta que

ψ(z) = λ(ez − 1),

lo que corresponde a Π(dy) = δ1(dy).



Procesos de Poisson Compuestos

Consideramos el proceso

Xt =
Nt∑
k=1

Yk

donde (Nt) es un proceso de Poisson, e (Yk) son

v.a.i.i.d, con una distribución F . Resulta

ψ(z) = λ
∫

(ezy − 1)F (dy),

por lo que conclúımos que Π(dy) = λF (dy).

En matemática actuarial se utiliza el modelo

Xt = x+ at+
Nt∑
k=1

Yk,

y se pretende calcular

R(x) = P (∃t ≥ 0: Xt ≤ 0)



6. Probabilidad de Ruina para un P-L

En su forma más general, un proceso de Lévy es

una suma (que puede ser infinita) de procesos

como los anteriores. Por ejemplo, si (Wt), (Nt),

(Yk) son independientes el proceso

Xt = at+ σWt +
Nt∑
k=1

Yk

es un proceso de Lévy (llamado difusión con sal-

tos), con

ψ(z) = az +
1

2
σ2z2 + λ

∫
(ezy − 1)F (dy)



Problema: determinar clases para Π que permi-

tan calcular R(x) en forma exacta.

Una solución:

Π(dy) =

Π+(dy), arbitraria, si y > 0

Π−(dy) = λαeαydy si y < 0

tiene como solución

R(x) = A1 exp(−α1x) +A2 exp(−α2x)

donde α1 y α2 son las ráıces de ψ(z) = 0 (EM -

TPA (2003)).

Current: tomar Π−(dy) con transformada de Fou-

rier racional.

Problema abierto: dos barreras para procesos de

Lévy


