Reporte técnico sobre la estimacién del R diario
con el paquete EpiEstim del software R (5 de mayo
de 2020)]

Sumario. Se desarrolla la modelacién matemética correspondiente a la estima-
cion del Ry, el namero de reproduccion de la epidemia (es decir, la cantidad
de casos secundarios producidos por un infectado primario en cada dia t de la
epidemia) que brinda el paquete EpiEstim [I]. El analisis proviene del articulo
de Anne Cori, Neil M. Ferguson, Christophe Fraser y Simon Cauchemez [2] (del
Imperial College de Londres) y del respectivo apéndice técnico de soporte al
articulo [3].

Desarrollo

La epidemia comenzé en tiempo ¢t = 1, observamos la incidencia I de la
enfermedad, la cantidad de nuevos casos infectados el dia s, hasta hoy, que es
dia T. Un insumo del modelo es entonces el vector de datos I, ..., IT (que son
nameros enteros no negativos). En este caso se utilizan los datos del SINAE
(corregidos por proporcionalidad entre el 16 de marzo y el 11 de abril, dado que
se informaba tnicamente de test positivos).

La distribucion de la infectividad es constante a través del tiempo. Se denota
mediante w1, wa, ..., wr donde Zfil w; = 1 y ws representa la probabilidad de
que un infectado en el dia 1 infecte a un susceptible en el dia s + 1. Por eso
se toma en el caso paramétrico una infectividad gamma trasladada un dia, con
parametros que da el usuario. En particular, en la estimacién utilizamos una
media de po = 3,95 y un desvio estandar de og = 4,75 tomados de [4].

Se modela la transmision (el contagio) de un infectado mediante un proceso
de Poisson. La tasa mediante la que un infectado en ¢t — s infecta en tiempo ¢
es Riws, donde R; es el numero de reproduccion de la epidemia (donde vamos
“para atras” en el tiempo), y la cantidad de infectados correspondiente es una
distribucién de Poisson de parametro R,w,. Si agregamos todos los infectados
de todos los dias anteriores a t, resulta que la infectividad, definiendo

t—1
Ay = th—sws =L_jw +--+Lwey, t2>2

s=1

tiene distribuciéon de Poisson de parametro
RiA;.

Aqui se supone que cada individuo infecta en forma independiente a los demés,
utilizandose que la suma de variables de Poisson tiene distribucion de Pois-
son. La versomilitud de la incidencia hoy I; como funcién de las observaciones

1Preparado por E. Mordecki.



Ii,...,I;_1, el perfil de infectividad w = (w;) y el namero de reproduccion Ry
es entonces ;
P | Tr1,... L1, w, Ry) = e—RtAt(R‘}Lf)t. (1)
t-
Para generar una estimacién robusta de Ry, el nimero de reproduccién de la
epidemia en tiempo t se supone que la transmisibilidad que se estima hoy fué
constante en un intervalo de hace 7 dias hasta hoy, es decir, fué constante
en el intervalo [t — 7 4 1,t]. Se designa R, ; a ese nimero de reproducciéon. En
nuestras estimaciones usamos el parametro 7 = 7, que es el que viene por default
en el Epiestim. Un intervalo mayor produce estimaciones mas suaves, menos
sensibles a los cambios diarios. Bajo el supuesto anterior, la verosimilitud de la
observacién de los casos en el intervalo que es el vector I, ...[; dadas las
observaciones anteriores I ... I;_,, el perfil w y R; se calcula aplicando la regla
de la probabilidad condicional y la férmula . Tenemos

t
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= H e RsAs 71' . (2)
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Para obtener la estimaciéon de R; se utiliza un esquema Bayesiano con distribu-
ciéon a priori Gamma con parametros (a,b) para R; .. En particular, se toman
los parametros a = 1 y b = 5 para la distribucion a priori (que se toma constante
para la estimacion de cada dia), lo que da una media de 4 =5y o = 5. El valor
que da el algoritmo como estimacién de R; es la mediana de la distribuciéon a
posteriori de R;, y con la distribucion se construye el intervalo de confianza.
Recordemos que la densidad Gamma con esos parametros es

a—1

plele,b) = Frspze /" 3)

(T'(z) es la funcion Gamma.) Una variable gamma de parametro a = 1 es una
exponencial de parametro 1/b, y una gamma de pardmetro a = n es una suma
de n exponenciales de parametro 1/b, es decir una Erlang de parametros n y
1/b. La esperanza y la varianza de una gamma con parametros (a, b) viene dada
por

= ab, 0% = ab?,

y los parametros se obtienen mediante

Calculamos ahora la distribucion conjunta a posteriori de R; y los datos obser-



vados, utilizando el calculo y la densidad en :
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Ahora, bajo nuestro supuesto R;; = Ri—ry1 = Ri—ryo = -+ = Ry, la formula
anterior es
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donde la constante C' no depende de R; ;:

Obtenemos asi que la distribucién a posteriori de R; . tiene también distribucién
Gamma, con parametros
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En particular, la media y el coeficiente de variacion CV (la razén entre el desvio
y la media) a posteriori de Ry ; es
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Esto permite programar en forma independiente al paquete EpiEstim el calculo
de la media y el desvio de los R; diarios. Para ilustrar este procedimiento in-
cluimos la incidencia al dia de hoy, hasta el 3 de mayo y el célculo del R diario
producido por el paquete. Cabe aclara que el paquete da diversas opciones dis-
tintas a la utilizada, consistentes en tomar un intervalo de constancia més largo,
otra distribuciéon a priori para R (lo que implica la necesidad de implementar
un MCMC para estimar dado que no hay formulas explicitas), otra manera de
calcular la infectividad con datos de parejas de infectador-infectado y otras.
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ura 1: A la izquierda la incidencia reportada por el SINAE, a la derecha el

R diario estimado por el EpiEstim.
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