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Capitulo 1

Teoremas de calculo infinitesimal
en varias variables

1.1. Preliminares
Consideremos f: D C R" — R™

f@e,oxn) = (fi(@e, ooy @)ooy fn (@, -0y 20))s

donde f; : D C R™ — R son funciones a valores reales y se llaman funciones coordenadas
de la funcién f.

Definicién 1.1.1. f: D(C R") — R™ es continua en a sii a € D y dado By, existe
B, tal que f(B, N D) C By(y).

Equivalentemente Ve > o, 36 > o tal que f(B(a;8) N D) C B(f(a);¢)).
Esto equivale, para el caso en que a € D, a decir que

lim f(z) = f(a).

T—a
Decimos que f es continua en un conjunto S si f es continua en cada punto de S.

Proposicion 1.1.2. f: D(C R") — R™ es continua en a sii a € D y para toda sucesion
(z) C D, con zp, — a, se cumple f(zr) — f(a).

Proposicién 1.1.3. f: D(C R") - R™, f = (f, fa,..., fm), entonces f continua en a
sii f; continua en a para i =1,...,m.

Una funcién f: D(C R") — R es diferenciable en a en el interior de D si su incremento
fla+ h) — f(a) puede ser aproximado por una funcién df,(h) lineal en h.

Es decir

flath) = f(a) = dfalh) +7(h), lim m -
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Para el caso n = 2:

dfa(h) =V fla) - h = fyla)Az + fy(a)Ay, donde h = (Az, Ay)

Cuando decimos que df,(h) es una funcién (o transformacién) lineal en h nos referimos

a que df, es una transformacion lineal de R™ en R, es decir

L. dfa(Ah) = Ndfo(h),
2. dfa<h1 + hz) = dfa(hl) + dfa(hz)-
Esto nos dice que la funcién f: D C R®™ — R, que en general no es lineal, se aproxima

localmente (cerca de a) por una funcién lineal.

Extendamos este concepto para f con recorrido en R™.
Definicién 1.1.4. Sea f: D(C R") — R™, a interior a D. Entonces f es diferenciable

en a sii existe una transformacién lineal df, : R™ — R™ tal que
. r(h)
fla+h) = f(a)+dfy(h) +7(h), con Ilim —— =o0
h—o ||h|

Observemos h es un incremento en R™, y la funcién resto, r(h), va de R® a R™, y por

lo tanto el cero que aparece en la condicién del resto, es el cero de R™.

Teorema 1.1.5. Sea f: D(C R") = R™, a interior a D. Entonces

1. f es diferenciable en a sii f; es diferenciable en a, para todo i =1,...,m.
2. En las condiciones de 1), la transformacion df, es unica y tiene matriz asociada
o ofs af
D (a) D1, (a) ... D, (a)
Jyla) = : S
Ofm Ofm . Ofm
oz, (a) oz, (a) - oz, (a)

en las bases canonicas de R™ y R™.

Demostracion. 1. Si f es diferenciable en a,

fla+h) = f(a) + dfa(h) +r(h),  con df lineal y  lim T|%L|I)ZO

La igualdad anterior y el limite son sobre vectores de R™. Considerando la coorde-

nada i-ésima obtenemos:

filath) = fila) + (dfa(h); +rilh),  con (dfa), lineal y  lim =7 =
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que es la definicion de diferenciabilidad para f;, ya que la coordenada i-ésima de una
transformacién lineal es lineal también.
El reciproco es similar.

2. La ecuacién 1.3 nos dice de d(f;), (h) = (dfa),(h), coordenada i-ésima de df,(h).
Sabemos que d(f;) (h) = V(fi)(a) - hy que
of; af;
V() = (@) g @)

_Ofi

- 837j

Por lo tanto (Jf(a,))ij =d(fi),(ej) =V(fi)la) -e; (a).

O]

Definicién 1.1.6. La matriz mxn J¢(a) que tiene por filas a los gradientes V f, (a), ... V fiu(a),
se llama matriz Jacobiana de f en a. Para el caso particular m = n, la matriz J¢(a) es
cuadrada y le podemos calcular su determinante, det(Js(a)), que se llama Jacobiano de
f en a y se denota
I fas---sfn)
Oy, ..., xn)

Teorema 1.1.7 (Regla de la cadena). Sean g: Dy(C R¥) - R" y f: Dy(C R") — R™,
con g(Dg) C Dy. Si g es diferenciable ena € Dy y f es diferenciable en b = g(a). Entonces
fog:Dy(CRF) = R™ es diferenciable en a, y ademds

d(f Og)a = dfg(a] © dga7

0 equivalentemente Jpoq(a) = Jr(gla))Jy(a).

(a).

1.2. Extremos relativos y absolutos

Recordemos que una funcién de una variable tiene un maximo (minimo) relativo
en un punto si la funcién toma en él un valor mayor o igual (menor o igual) que en los
demds puntos de un entorno y tiene un méximo (minimo) absoluto en un punto si
toma en él un valor mayor o igual(menor o igual) que en cualquier otro punto del dominio.

De forma andloga se definen extremos para funciones en varias variables.

Definiciéon 1.2.1. Sea f: D(C R") - Ry a € D. Decimos que f tiene en a un

» maximo (minimo) relativo si 3B, C D : para todo v € B, f(v) < f(a) (f(v) >

fla)). .
» maximo (minimo) absoluto si para todo v € D f(v) < f(a) (f(v) > f(a)).

Proposiciéon 1.2.2 (Condicién necesaria de existencia de extremo relativo). Si f : D(C
R™) — R tiene extremo relativo y derivadas parciales en a, entonces

Vf(a)=(o,...,0)
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b)

Z=X2+_)/2

Figura 1.1: a) Méximo relativo en el origen, b) Minimo relativo en el origen

Demostracion. Sea a = (a,,...,an) y supongamos, por ejemplo, que f tiene un ma-
ximo relativo en a. Entonces existe B, tal que Yv € B, f(v) < f(a). Por lo tanto
V(z,as,...,an) € B, tenemos que f(z,as,...,a,) < f(ai,...,an), 0 sea que la funciéon
g(z) = f(x,as,...,a,) posee un méximo relativo en a,. La existencia de f;, en a asegura
la existencia de g’ en a,, ya que g’(a,) = fz, (a). Ademés al ser a interior, también lo es a,
en el dominio de g. Por el teorema correspondiente al que estamos demostrando pero para
funciones de una variable, tenemos que g’(a,) = o, por lo que f; (a) = 0. Andlogamente
fz;(a) =0, parai=2,...,n. O

Ejemplo 1.2.1 (Minimo relativo). Consideremos f(x,y) = z2 4+ y* definida en D =
{(x, y): 22+ y* < 1}. En este caso la funcién f tiene un minimo relativo, que ademés
es absoluto, en (0,0). En dicho punto Vf = (2, 2y) se anula. El médximo absoluto de f
ocurre en la frontera 0D de D, o sea en {(x, y): 2?4y = 1}, por lo que no es un maximo
relativo. Ademads alli V f no se anula. Ver figura 1.1 b).

Ejemplo 1.2.2 (Méximo relativo). Consideremos la funcién f(z,y) = 2 —2* —y>. La
superficie que define esta funcién es un paraboloide de revolucién que en las proximidades
del origen tiene la forma indicada en la figura 1.1 a). Consideremos el dominio D = {(x, y)
x?+y* < 2}. En este caso la funcién tiene un maximo relativo, que ademaés es absoluto,
en (0,0). En dicho punto Vf = (—2x, —2y) se anula. El minimo absoluto de f ocurre en
la frontera 0D de D, o sea en {(a:, y): 22 4y? = 2}, por lo que no es un minimo relativo.
Ademas alli Vf no se anula.

Definicién 1.2.3. a es punto critico de f sii f es diferenciable en a y Vf(a) = o.

Observacién 1.2.4. Observar que V f(a) puede existir, pero f no ser diferenciable en a.
0 sizy=o0

. , entonces el punto (0,0) no es un punto critico de
1 sizy#o

Por ejemplo, f(z,y) =
f.
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/ z=1-x7

X

Figura 1.2: Maximo relativo en el origen

Por la Proposicién 1.2.2, los extremos relativos se dan en puntos criticos cuando existe
V f. Sin embargo, no todos los puntos criticos son extremos relativos.

Ejemplo 1.2.3 (Paraboloide hiperbdlico o silla de montar).

flo,y) =2 —y°

El tnico punto critico de f es (0,0), ya que Vf = (2x,2y), pero no es un extremo. De
hecho, ¥n € N f(0,1/n) = —1/n*> < 0 < 1/n* = f(1/n,0) por lo que en toda bola de
centro (0,0) la funcién toma valores por encima y por debajo de f(0,0) = o.

Ejemplo 1.2.4 (Minimo relativo). Consideremos f(x,y) = z*y>. Esta superficie se parece
a un valle circundado por cuatro montanas. Existe un minimo relativo que también es
absoluto en el origen, ya que f(x,y) > f(o0,0) = o para todo (z,y). En este caso Vf =
(2xy?, 22y) y en particular se anula en (0, 0), por lo tanto el origen es un minimo relativo.

Ejemplo 1.2.5 (Maximo relativo). Sea f(x,y) = 1 — 2. En este caso la superficie esta
dada en la figura 1.2. Es evidente que existe un maximo relativo que también es absoluto
en el origen debido a que f(z,y) = 1 —2®> < f(0,0) = 1 para todo (z,y). Ademés
Vf = (—2x,0) que se anula en el origen.

Observacion 1.2.5. Como sabemos, ya en funciones de una variable la anulacién de f’ no
garantiza la existencia de un extremo. Para estudiar la existencia de extremos, en ese caso,
o se recurre a un estudio de crecimiento (signo de f’) o se estudia la derivada segunda. El
primer método no es trasladable a R™. El desarrollo de Taylor nos permitira extender el
segundo método.
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1.2.1. Reconocimiento de puntos criticos

Supongamos que a es un punto critico de f y que f tiene desarrollo de Taylor de orden
2. Tenemos df,(v) = o, entonces

flatv) = fla) = 2@ fu(w) + 7). con Jim 11—

v=o [|uf|2

Si consideramos, intuitivamente, que el resto r(v) es despreciable, entonces el signo de
d? f,(v) determina el signo de Af = f(a+v) — f(a).

Si d? f,(v) es positivo Vv #£ 0, Af > o y f tendrd un minimo en a. Naturalmente, esta
versién intuitiva debe ser hecha con rigor, pero nos da una idea de que es relevante saber
estudiar el signo de d?f, que es un polinomio homogéneo de grado dos, en los incrementos
Axy, ..., Ax, de las variables. (Az, Ay para el caso n = 2).

Un polinomio de grado dos en n variables, homogéneo, es llamado forma cuadrética
en R™ como se estudié en el curso de Algebra Lineal. Recordemos algunas definiciones y
estudiemos el signo de una forma cuadratica en el caso n = 2.

Hay cinco posibilidades para d= f:
1. d?f(v) > o para todo v # o, en este caso se dice que la forma es definida positiva.

2. d?f(v) > o para todo v, y existe v # o tal que d*f(v) = o, en este caso se dice que
la forma es semidefinida positiva.

3. d?>f(v) < o para todo v # 0, en este caso se dice que la forma es definida negativa.

4. d?f(v) < o para todo v, y existe v # o tal que d?>f(v) = o, en este caso se dice que
la forma es semidefinida negativa.

5. Existen v, y v, tales que d*f(v,) > 0y d*f(v,) < o, en este caso se dice que la
forma es indefinida.

Teorema 1.2.6. Si f tiene un punto critico en a, y admite desarrollo de Taylor de orden
2 en a, entonces:

1. Si d?f, es definida positiva, f tiene un minimo relativo en a.
2. Sid?f, es definida negativa, f tiene un mdzimo relativo en a.

3. Si d?f, es indefinida, f no tiene mdximo ni minimo en a (se dice en este caso que
f tiene un punto de silla en a).

(en el caso d? f, semidefinida, el criterio no permite decidir)

Demostracion. Por Taylor (y como df, = o),

r(v)

Fla+v) — fla) = édzfa(v) +7r(v), con },iE%R(U) =0, donde R(v) = W
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= f(a+v) —f(a) _ HUHQ <;d2fa(v) —|—R(’L))>

]|

= ol (2 fulu) + RW) (9

donde u = v/||v||, vector de médulo 1 (versor) colineal con v, pertenece a S = dB(0;1),
compacto de R™.
d? fa(v)

En (*) estamos asumiendo que ol
v

=d*f, (HU”2> Queda como ejercicio probar esta
v

igualdad.

1. Como d*f, : R™ — R es un polinomio, serd una funciéon continua, por lo tanto tiene
méaximo y minimo en S.
Definamos ¢ = d?f,,. Si ¢ es definida positiva, su minimo m debe ser positivo (pues
m = ¢(u,), para cierto u, € S), entonces ¢(u) > m > o Vu € S: Si volvemos a la
expresion (*), como 11}13[1) R(v) = o, podemos elegir By, una bola centrada en el origen
suficientemente pequenia tal que si v € B,, entonces |R(v)| < m/2. De lo que se
deduce que si v € B,, éqﬁ(u) + R(v) > ém — % =0, por lo tanto f(a+v)— f(a) >
|v]|?> - 0 = o. Por lo tanto, si B, tiene radio §, entonces para todo b € B,(J),
f(b) > f(a), de donde f tiene un minimo relativo en a.

2. Sid?f, es definida negativa, entonces d*(—f), = —d? f, es definida positiva, de donde
—f tiene un minimo relativo en a y f un maximo relativo alli.

3. Si d?f, es indefinida, entonces existen vy, v, tal que d?f,(v,) > 0 > d?f4(v,). Sea
g I € R — R definida por g,(t) = f(a + tv), entonces g/ (t) = dforw(v) y
G!(t) = @ fasro(v). Por lo tanto g,(0) = f(a), gi(0) = dfa(v) = o, g (0) > 0 y
gy (0) < 0. Por resultados de funciones de una variable, existe un ¢ > o,tal que si

t € B(0;0) —{o}, gv,(t) > gu,(0), 0 sea f(a+tv,) > fla) y gu,(t) < gu,(0), 0 sea
f(a+tvy) < f(a). De donde f no presenta ni méximo ni minimo en a.

O]

Consideremos f : D C R®™ — R con derivadas parciales segundas D;;f = 83?-28];-
10T

continuas en una bola B(a) de centro a. Nuevamente, la férmula de Taylor de orden 2 de
f nos dice que:

& fo(v) = é Y > Dijfla)viv; = évH(a)vt

=1 j=1

donde v = (vy,...,v,) € R™, v’ es el vector columna y
H(a) = (Dijf(a)),;

es la matriz Hessiana de f en a.
Observar que, como f tiene derivadas parciales segundas continuas, H es una matriz
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simétrica. Cuando n = 2 la matriz H en a es:

frz(a) fmy(a)
f:cy(a) fyy(a) ’

Recordemos un teorema de algebra lineal

Teorema 1.2.7. Sea A = (a;;) una matriz n X n simétrica, y consideremos la forma
cuadrdtica
n n
_ t _
Q) = vAV = E E a;jV;V;
=1 j=1
entonces:

1. Q definida positiva si y sélo si todos los valores propios de A son positivos.

2. @ semidefinida positiva si y sélo si un valor propio de A es nulo y todos los demds
son positivos.

3. Q definida negativa si y solo si todos los valores propios de A son negativos.

4. Q semidefinida negativa si y solo si un valor propio de A es nulo y todos los demds
son negativos.

5. Q indefinida si y sélo A tiene valores propios positivos y negativos.

Como corolario de los dos teoremas previos tenemos el siguiente criterio de clasificacion
de puntos criticos usando la matriz Hessiana.

Teorema 1.2.8. Sea f: D C R" — R con derivadas parciales seqgundas continuas en una
bola B(a), y H(a) la matriz Hessiana en un punto critico a. Entonces:

1. Si todos los valores propios de H(a) son positivos, f tiene un minimo relativo en a.
2. Si todos los valores propios de H(a) son negativos, [ tiene un mdzimo relativo en a.
3. Si H(a) tiene valores propios positivos y negativos, f tiene un punto silla en a.
Veremos a continuacion un método general para clasificar formas cuadraticas de R>.

Proposicion 1.2.9. Sea QQ una forma cuadrdtica en R* cuya matriz asociada es

i=(57)

Se tiene que:

1. SidetH >oy

a) a > o, entonces Q es definida positiva,
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b) a < o, entonces @ es defina negativa.
2. Sidet H < 0, entonces QQ es indefinida.

3. Sidet H = o, entonces QQ es semidefinida.

Demostracion. H simétrica, entonces es diagonalizable, por lo tanto existen A; y A, vap’s
de H. Consideremos el polinomio caracteristico de H, p(A) = A2 — (a + )\ + (ay — 52).

1. Si det H > o entonces A; y A, son no nulos y de igual signo. Ademas ay > §* > o.

a) Si « > o entonces v > o. Por lo tanto A\; + A, > 0. Lo cual termina de probar
que son positivos y por lo tanto () definida positiva.

b) Si a < o entonces v < 0. Por lo tanto A\; + A, < 0. Lo cual termina de probar
que son negativos y por lo tanto ) definida negativa.

2. Si det H < o0 entonces A\, y A\, son no nulos y de signos opuestos. Entonces @ es
indefinida.

3. Sidet H = o, entonces al menos un valor propio es nulo, entonces A\, = o y nos queda
un dnico vap que puede ser positivo o negativo. Entonces () es semidefinida.

Ejemplos 1.2.1. 1. Estudiar los puntos criticos de f(z,y) = 23 + y3 — gxy.
Primero veamos como queda el gradiente de f: f, = 32 — 9y, fy, = 3y°> — 9x.
Resolviendo Vf = o se obtienen los puntos criticos (0,0), (3,3). Para clasificarlos
hallemos la matriz H en cada caso.
[ 6z —9
-9 6y )’

_ fxx(a) fxy(a)
H= ( fmy(a) fyy(a)
_09 ) = det H < 0 = d*f(, ) indefinida = (0,0) es

(6]

En el punto (0,0), H = ( _9

punto silla.

—9 18
d?f(, ) es definida positiva y por lo tanto (3,3) es un minimo relativo.

En el punto (3,3), H = ( 18 =9 > = det H > 0, como o« = 18 > 0 entonces

2. Estudiar los puntos criticos de f(x,y) = 23 — 3xy>. Veamos como queda el gradiente

de f, fo = 32®> —3y°, fy = —6xy. Entonces (0, 0) es el inico punto critico. En (o0, 0)
, H = 2 g y d*f es semidefinida (es nula).

En este caso el criterio no identifica el tipo de punto. Sin embargo, un argumento
directo nos muestra que no es un extremo: f(x,0) = x3, por lo tanto f toma valores
positivos negativos en todo entorno de (0,0) y f(0,0) = o.
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3. Consideremos f(z,y) = 22 + y*(x + 1)3, su gradiente es Vf(z,y) = (fa. fy) =
(22 + y23(x + 1)2,2y(z + 1)3), que si es nulo entonces 2y(x +1)3 =0 = y =0 0
r=—1.Sly=0=2c=0=x=0.5z=—1= f,(—1,y) = —2 # o, por lo tanto
el inico punto critico es (o, 0).

Clasifiquémoslo:

[ 2+y*6(z+1) 6y(z+1)? = 2°

Por lo tanto (0, 0) es un minimo relativo, sin embargo no es absoluto ya que f(—2, \/5) <

f(o,0).

1.2.2. Extremos Absolutos

Ya se dio la definicién anteriormente (Definicién 1.2.1). Un caso particular en que
se puede asegurar la existencia de extremos (méximo y minimo) absolutos es cuando el
dominio D es compacto y la funcién es continua (teorema de Weierstrass). Supondremos,
en lo que sigue, f diferenciable. Como ya se dijo, un extremo absoluto que se da en un
punto interior es también relativo, y por lo tanto un punto critico. Si se quiere entonces
encontrar los extremos absolutos de una funcién diferenciable en un dominio D compacto,
basta entonces estudiar:

1. Los puntos criticos (que estardn en el interior de D).
2. La frontera de D.

Ejemplo 1.2.6. Consideremos la funcién f: D C R* — R dada por

fle,y) =2 +y*> —ay — o —y,

donde D = {(z,y): z >0,y > 0,z +y < 3}.

El dominio es el tridngulo de vértices O = (0,0), A =(3,0) y B = (0, 3).

Puntos criticos: f, =22z —y—1=o0y f, =2y — 2 — 1 entonces punto critico interior a
D: (1,1), ademés f(1,1) = —1.

Frontera: Hay que estudiar que pasa en cada lado del tridngulo.

= Lado OA70 <z S 3 Y =0, f($70) :xz_‘r7 f(w,O)/ = 2T — 1, f(0,0) = 0,

f(z,0) = —2 v f(3,0) = 6. Entonces
e El méaximo de f en OA se da en A y vale 6.
« El minimo de f en OA se da en () y vale ot

= Lado OB, es igual al caso anterior sustituyendo x por y. Entonces

e El maximo de f en OB se da en B y vale 6.

« El minimo de f en OB se da en (o0, 1) y vale -
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» Lado AB,o<z<3,y=3—ua, fr,3— ) =3(z> — 3z + 2). Su deivada es 6z — 9,

se anula en z = 2, f(0,3) =6, f(3,0) =6y f(3,2) =-3.

e El miximo de f en ABsedaen Ay By vale 6.

o El minimo de f en AB sedaen (2,2) y vale —3.

Se sabe que f tiene maximo y minimo absoluto en D. Luego debe ser alguno de los puntos
encontrados. Comparando, se obtiene que

e Maximo absoluto de f en D: 6 en los puntos A y B.

e Minimo absoluto de f en D: —1 en el punto (1,1).

1.3. Funcion inversa

Recordemos que dado un conjunto A, la funcién idg : A — A es la identidad en A
definida por id4(x) = z para todo x € A.

Definicién 1.3.1. Se dice que una funcién f : D(C R") — R™ es localmente invertible
en a interior a D, si existen entornos U y V de a y f(a) respectivamente, tales que
flu : U — V es biyectiva, o sea que existe f~*:V — U, con fof* =idyy f~tof =1idy.
Noétese que V = f(U).

Por ejemplo, f(z,y) = (sinx,siny) es localmente invertible en (o0, 0), pero g(z,y) =
(z2,y) no lo es, ya que g(—e,y) = g(e, y) por mas chico que sea e, por lo tanto g no puede
ser inyectiva en ningun entorno de (o0, 0).

Si tenemos una funcién f(z) de una variable, de clase C* con f'(z,) # 0, sabemos que
existe una funcién inversa x = f~*(y) definida en un entorno de y, = f(z,). Ademés, f~*

1
f'(xo) .

La condicién f'(x,) # o anterior equivale a pedir que f’(x,) tenga inverso o que df,
sea una transformacién lineal invertible.

es derivable en v, y (ffl),(yo) =

Si pensamos ahora en funciones f : R™ — R" parece natural exigir que J¢(a) sea una
matriz n X n invertible, lo que equivale a decir que df, es invertible.

En este sentido tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.3.2 (de la funcién inversa). Sea f: D(C R") — R" de clase C*, a interior a
D, J¢(a) invertible. Entonces f es localmente invertible y su inversa f~" es de clase Ck.
Ademds

Jp+ (fla)) = (Jp(a) ™"

Ejemplo 1.3.1 (Una inversa global). Consideremos la funcién f:R?* — R? dada por

flz,y) = (z,2° +y).
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En este caso podemos hallar la funcién inversa, ya que

u =
v = °+y

Entonces es facil despejar x e y para obtener:

xr = u
y = v—u?

Lo cual define a la funcién inversa f~*. En este contexto podemos decir que f posee una
inversa global en todo el plano. Observemos que el Jacobiano de f es

9u  Ju 1 0
det(‘gi g;ﬂ’)—det<2x 1)-1.
ox 0Oy

Lo cual es coherente con la existencia de una inversa diferenciable en todo punto. También
podemos verificar la relacién de las matrices Jacobianas.

e =( 2, )

Jpa(z,y) = ( —123: (1) )

Es inmediato verificar que Jy¢(z,y)J s (z,y) = I.

Ejemplo 1.3.2. Consideremos la funcién f : R* — R? dada por f(x,y) = (e” cosy, e” siny).
La matriz Jacobiana de f es

[ e*cosy —e¥siny
Jf(x’y)_<e”siny e® cosy )

La misma es invertible V(x,y) € R? ya que det J¢(z,y) = €** # o. Por lo tanto existe una
inversa local en un entorno de cualquier punto. Sin embargo, es evidente que no puede
existir una inversa global, porque el punto (zo, o) y €l punto (o, yo +27) tienen la misma
imagen por f.

En (o0,0) por ejemplo

f(o,0) =(1,0), Jy¢(o,0) = ( ; 0 >

1

Entonces existe f~* en un entorno de (1,0) de clase C*°, ya que f lo es, y Jp-:(1,0) =

(b) ()
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El problema que aparece en este ejemplo es realmente dificil. El teorema de la funcién
inversa garantiza que si det J;(Z;) # o, entonces existe una inversa local de clase Ck,
definida en cierta region que contiene a T,. Pero no dice gran cosa sobre el tamafo de esa
regién. Si no hay puntos donde el determinate se anule, como en este ejemplo, entonces el
teorema no permite deducir nada sobre el tamafio de la regiéon. Una posibilidad, en casos
como el de este ejemplo, es tratar de hecho de despejar x, y como funciones de u, v.

Ejercicio: Intentar ese trabajo en este ejemplo.

Observacion 1.3.3. 1. El reciproco no es cierto. Basta considerar la funcién f(z,y) =
(23,43) que es invertible, y por lo tanto, localmente invertible, en todo R?, pero cuyo
Jacobiano en (0, 0) es nulo.

2. En el caso de una variable, si f’(x) # o en un intervalo, por ejemplo, puede definirse
una inversa global en el recorrido. Uno puede intentar extender esto al caso de
R™. Sin embargo, aqui el resultado no es cierto: la funcién del ejemplo anterior,
considerada en todo R?, no admite inversa global porque no es inyectiva: f(x,y) =
flz,y + 2km), Vk € Z.

1.4. Funcién implicita

En muchos problemas se tiene dada una ecuacién f(x,y) = o verificada por dos va-
riables, y se quiere “despejar” y = ¢(z) (o x = ¥(y)). Esto quiere decir encontrar una
funcién ¢(x) tal que los puntos (z,y) cumplan f(x,y) = o sii y = p(x).

De un modo més geométrico, representar la curva f(z,y) = o como el gréfico de una fun-
cién. Esto no siempre es posible: la ecuacion gz®+4y* —1 = o, por ejemplo, no es el grafico
de ninguna funcién y = p(z) o x = v (y). Sin embargo, si nos interesa una solucién local,
es posible, en un entorno de un punto que verifica la ecuacién, identificar a la curva con
el grafico de alguna de las siguientes cuatro funciones , y = 21/1 — 922, y = —1/1 — 922,
T= T2 0a = —1\/i— 2.

Nos preguntamos si lo anterior es general: es decir, si toda ecuacién f(x,y) = o, con f
suficientemente regular, podra describirse localmente por una funcion y = p(x) o z = ¢ (y).

El siguiente ejemplo muestra que no: con f(z,y) = 2 — y?, f(x,y) = o representa el
par de rectas y = x, y = —z. En un entorno de O, no es el grafico de una funciéon. Hace
falta, entonces, dar alguna hipotesis para asegurarlo. Si miramos el problema en forma
geométrica, f(x,y) = o equivale a cortar el plano z = o0 con z = f(z,y).

En un punto a de la interseccién, supongamos que existe el plano tangente. Si este plano
no es horizontal, cortara al plano z = o en una recta, donde siempre puede despejarse y
en funcién de x o viceversa. Es natural que para la curva f(x,y) = o ocurra lo mismo.

Veremos a continuacion un teorema que asegura que si f es suficientemente regular, y
el plano tangente no es horizontal en cierto punto a, se puede escribir en la forma deseada.

Teorema 1.4.1 (Teorema de la funcién implicita). Sea f: D(C R?) — R de clase C* en
D tal que f(zo,y0) =0 con (zo,Y0) € D y fy(%o,Yo) # 0. Entonces: existe un rectdngulo
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Ip+e

Yo-€

v

Figura 1.3:

abierto I x J C D de centro (xo,Yo) y una funcion ¢ : 1 — J de clase C* tal que:
V(z,y) € I x J se cumple: f(x,y) =0& y=p(x).

O sea que f~*(o) NI x J es el grifico de una funcién ¢ : I — J.
En otras palabras, la ecuacion f(x,y) = o determina localmente a y en funcion de x,
alrededor de (zo,y,). Ademds se tiene

p'(z) = =T (1.2)

Demostracion. Supongamos, para fijar ideas, que fy(zo,yo) > 0. Como f, es continua,
existe una bola B C D de centro (zo,¥,) y radio r, tal que fy(z,y) > o ¥Y(z,y) € B.
Entonces, para cualquier o < & < r, si J = (yo — &,y0 + ¢), el segmento {z,} x J estard
incluido en B. Ademds la funcién F(y) = f(z,,y) serd estrictamente creciente en .J,
por lo tanto, como F(y,) = 0, tendremos f(zo,yo —¢) = F(yo —¢€) <0y f(z0,y0 +¢) =
F(yo+¢) > o. La continuidad de f nos permite tomar bolas B, y B, de centros (o, yo—¢)
¥ (%o, Yo + €) incluidas en B, donde la funcién serd negativa y positiva respectivamente,

ver Fig. 1.3. Ademss, si definimos d como el menor entre los radios de B, y B,, se cumplira
f(xyo—¢) <o y flz,yo+e)>0, Voel=(x,—01,+0) (1.3)

Resulta entonces que, para cada x € I, la funcién F'(y) = f(x,y) es estrictamente creciente
en J, y continua en él. De (1.3) sabemos que F(y, —¢) < 0y F(y, +¢) > o, de donde
se deduce, por Bolzano, que para cada x € I, la funcién F'(y), tiene una tnica raiz, que
llamaremos (z), en J. Es decir, para cada = € I, F(y) = 0 & y = ¢(x)p o sea para
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cada z € I, f(z,y) =0 & y = ¢(z). Como F(yo —¢) <oy F(y, +¢) > o, es claro que
plx)eJcCJ.

Hemos demostrado que existe una funcién ¢ : I — J tal que V(z,y) € I x J se tiene:
flz,y) =0 & y= o). (1.4)

Probemos a continuacién que ¢ es continua y derivable en I.

La continuidad es directa, ya que el € elegido era cualquiera menor que r, asi que,
repitiendo el razonamiento para (z, ¢(z)) en lugar de (xo,yo), para cualquier € > o, obte-
nemos un § > o tal que la funcién estd en J, es decir, a menos de € de ¢(x).

Para ver que ¢ es derivable, consideremos a = (z,¢(z)), y Ap = o(z+h) —p(x). Esta
claro, por la continuidad de ¢, que Ay — o cuando h — 0. Ahora, por la definicién de ¢
y la diferenciabilidad de f en a tenemos:

0 = flwth,ple+h)—f(a) = fula)htfy (@) Ap+R(h Ap) | (h, )|l con lim R(b) =o.

Como o < |[(1, Ap/R)|| < ||[(1,0)]] + ||(0, Ap/Rh)|| = 1 + |Ap/hl, entonces existe 6 € [o, 1]
tal que [|(1, Ap/h)|| = 6(1 + |Ap/hl) y tendremos que

[[(h, Ap)|

h =0,||(1, Ap/h)|| = 0.0(1 + |Ap/hl) = 0,0(1 + 0. A@/h) 04,0, €{—1,+1}

Sustituyendo en la ecuacién anterior tenemos

0= fz(a) + fy(a)% + R(h, Ap)o,0(1+ 0, Ap/h)

Observar que 0, o, y 0, son acotadas, aunque pueden variar en funcién de h. Despejando
Ayp/h obtenemos
Ap  —fula) — R(h,Ap)o,6

h fyla)+ R(h, Ap)o,00,

y tomando limites cuando h — o se ve que existe ¢'(z) y vale —fz(a)/ fy(a).
Finalmente como vale la ecuacién (1.2), entonces ¢’(z) es continua y ¢ € C* O

Observacion 1.4.2. 1. Si fy(%o,Yo) = 0 entonces no se puede afirmar nada.
Por ejemplo, podemos considerar f(z,y) = 2>+ y> — 1y el punto (z,yo) = (1,0).

Si fz(%o0,¥o) # 0 entonces la ecuacién f(z,y) = o determina localmente a z como
funcién de y. Podemos resumir los dos casos de la siguiente manera si V f(a) # o
entonces existe B, entorno de a = (zo,yo) y @ : (—¢,¢) — R? tal que: a(o) = a,
a(t) #oyVir,y) € By flz,y) =0& It e (—¢c,e): (2,9) = all).

Si (20, yo) es punto critico puede suceder que la ecuacién no determine funcién alguna
alrededor de (2o, yo).
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2. Sila funcién f dada es de clase C* entonces se concluye facilmente que ¢ también es
C*. En ese caso, para hallar las derivadas sucesivas de ¢ se pueden aplicar las reglas
de derivacion, y la regla de la cadena en la férmula (1.2).

3. El teorema anterior puede generalizarse para funciones de mas de dos variables.

Si f(xq,...,2pn,y) es una funcién de n+1 variables de clase C*, f(Z10, - -, Tno, Yo) =
0y fy(Tio,--- 1 TnosYo) 7# 0; entonces existe I x J, (I entorno de (@40, ...,Tno) €n
R™ J entorno de y,) v ¢ : I — J de clase C* tales que

V(@1 Zn,y) €L X T, f(@1,.. 20, y) =08 Yy =@(24,...,2p).
Ademads, como f(zy,...,Zn,©(Z1,...,2,)) = 0 en I, obtenemos por diferenciacién
que:

ox; fy(a) ’

donde a = (z1,...,Zn, p(T1,...,2n)).
A continuacién veremos la version general del teorema de la funcién implicita.

Teorema 1.4.3. (Teorema de la funcién implicita) Sea f : D(C R"™™™) — R™ de clase
C*, a = (X,,Y,) interior a D, f(a) =0y

Ofs ofy
Jy, 0 Oy
det : : #0
A fm Ofm
81/1 8ym

Entonces, existen W, C R", W, C R™, abiertos que contienen a X, y Y, respectivamente,
y o W, = W, de clase CF tal que V(X,Y) € W, x W,

[(X,Y)=0&Y =p(X).

1. Consideremos la circunferencia x® + y*> = 1 cerca del punto a =
—1 de clase C* que en a vale 0. Como

Ejemplos 1.4.1.
(\f \[) Tomemos la funcién f(x,y) = 22 +y>

fylz,y) = 2y, entonces fy,(a) =
1.4.1 y deducir la existencia una funcién ¢ : I — J para un entorno I de % tal que

ﬁ = 0, por lo tanto podemos aplicar el Teorema

x® + ¢*(z) = 1. La derivada de ¢ en %, sera
o (1) _ L) 25 _
V2 fy(T 7) Q(ﬁ)

ya que fg(z,y) = 2.
Se puede también proceder “derivando” la ecuacién z2+y? = 1 y obtener 2z+2yy’ =
o de donde y’ = —%. Siz=y= ﬁ, tenemos que y’ = —1. De forma similar podemos

obtener y” derivando x+vy’ = o tenemos 1+y'y’ +yy” = o0 de donde si x = y = ﬁ
y y' = —1 tenemos 1 + 1 + (ﬁ)y” =o0=y"=—2/2
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2 2

x
2. Dada la elipse — + % = 1 determinar la pendiente de la recta tangente en un punto
a
(Zo,Yo), con yo # 0. La pendiente es ¢’(x), donde ¢(z) es la funcién que se obtiene
2

despejando y en funcién de z, f, = %, fy= b—‘;y Por el Teorema 1.4.1
a

/ __f:v(anyo) __2%/(12 _ é 2&
4 () = fy<3707y0) B 2y/b2 B (a) yo'

3. Consideremos la ecuacion z3y? — 3zy + 2 = 0. Comprobemos que en un entorno del
punto (1, 2) se puede definir implicitamente la variable y como funcién de la variable
x. Para ello, consideremos la funcién f(z,y) = x3y? — 3xy + 2. Esta funcién tiene
derivadas parciales continuas en R* y es claro que f(1,2) = 0. Ademés fy(z,y) =
223y — 3w, en particular, f,(1,2) =1 # o. Por el Teorema 1.4.1 existen un intervalo
I centrado en el punto 1 y una unica funcién ¢ : I — R derivable con derivada
continua en [ tal que ¢(1) =2 e y = p(x) es solucién de la ecuacién f(z,y) = o, o
sea, x3p?(x) — 3xp(x) + 2 = 0 para cada x € I. Si derivamos en esta expresion con
respecto a la variable z obtenemos que

32°¢° (2) 4 223p(x) ' (2) — 3p(x) — 329’ (x) =0, zel

En particular, para x = 1, tenemos 3¢2(1) + 2¢(1)¢’(1) — 30(1) — 3¢’(1). Como
(1) = 2 se obtiene que (1) = —6.

4. Consideremos ahora la ecuaciéon z3z — z3yx = 0. Veamos que la variable z se puede
expresar como una funcién de las variables x e y alrededor del punto (1,1,1). Para
ello, consideremos la f(x,vy, z) = 23z — z3yx que tiene derivadas parciales continuas
en R3y f(1,1,1) = 0. Ademéds, f.(z,y,2) = 23 — 32%yx. En particular, f,(1,1,1) =
—2 # 0. Por el teorema de la funcién implicita en mas variables existen I x J centrado
en el punto (1, 1) y una tnica funcién ¢ : I x J — R con derivadas parciales continuas
en I x J que verifica que ¢(1,1) = 1 y es solucién de la ecuacion f(x,y, z) = 0. Ahora
calculamos las derivadas de ¢ respecto a x e y.

Op 1) -2

ox fo(1,1,1) —2
ya que fp(x,y,z) = 3232 — 23y, en particular f,(1,1,1) = 2.

890( )_ _fy(lvlal) _ 1 1
87y " B fz(lvlvl) __2 _2’

ya que fy(x,y,2) = —23z, en particular fy(1,1,1) = —1.

5. Consideremos las siguientes ecuaciones z? + y* + 2> = 1y 2> +y> —y = o, pro-
bemos que alrededor del punto (0,0, 1) la interseccién es una curva que tiene una
parametrizacion de la forma C(z) = (z,y(z), 2(z)) y calculemos la ecuacién de la
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recta tangente a dicha curva en este punto.
Consideremos la funciéon f:R3 — R? dada por

fle,y,2) = (® +y°+2° —1,2° +y° —y).
Tienen derivadas parciales continuas en todo R3, verifica que f(0,0,1) = (0,0) y

of,
87(07071) 5(07071) 0 )
det of, of. :det<_1 0)22750.
(0,0,1)

0z

Por el teorema de la funcién implicita existen un intervalo I C R centrado en el
punto o, un entorno B C R? centrado en (0,1) y una tnica funcién ¢ : I — B
derivable tal que ¢(0) = (0,1) ¥ f(z,y,2) =0 & (y,2) = p(x). Es decir y = ¢, (z)
Yy 2 = ¢2(z).

Si derivamos en las dos ecuaciones que verifican las funciones ¢, (z) y ¢.(x) con
respecto a la variable independiente x obtenemos que

27 + 2, (2) ) () + 202 (2) 0L (x) =0, 2z + 20, (x)¢; (z) — ) (z) = 0.

En particular, para x = o y teniendo en cuenta que ¢,(0) =0y ¢,(0) = 1, tenemos
que pl(0) = o0 e ¢!(0) = o. Es decir, un vector tangente a la curva es (1,0,0). De
esta forma la ecuacién paramétrica de la recta tangente es

(z,y,2) = (0,0,1) + A(1,0,0).

1.5. Extremos condicionados

Veamos a continuacién dos ejemplos de problemas de extremos condicionados.

Ejemplo 1.5.1. Dada una superficie S que no pase por el origen, determinar los puntos
de S mas proximos al origen.

Ejemplo 1.5.2. Si f(x,y, z) representa la temperatura en (z,y, z), determinar los valores
maximo y minimo de la temperatura en una curva dada € en del espacio.

Ambos ejemplos son casos particulares del siguiente problema general: Determinar los
valores extremos de una funcién f : D(C R™) — R cuando restringimos f a un subconjunto
dado de su dominio.

En el Ejemplo 1.5.1 la funcién cuyo minimo se desea es la funciéon distancia,

f(x7y7z): Vx2+y2+227

y el subconjunto restringido es la superficie dada S. En el Ejemplo 1.5.2 tal subconjunto
es la curva dada C.
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Con frecuencia los problemas de extremos condicionados son muy dificiles, no se conoce
un método general para resolverlos con toda generalidad. Se utilizan métodos particulares
cuando el subconjunto restringido tiene una estructura sencilla, por ejemplo, si es una
curva como en el Ejemplo 1, o una superficie como en el Ejemplo 2. Un método para
resolver estos problemas es el de los multiplicadores de Lagrange, que estudiaremos a
continuacién.

1.5.1. Multiplicadores de Lagrange

Si una funcién f(zy,...,2,) tiene un extremo relativo cuando estd sometida a m con-
diciones, por ejemplo

G1(z1, .oy xp) = 0,00, gm (21, .. ) =0 (1.5)
siendo m < n, existen entonces m escalares \,,..., A, tales que
Vi=MVg + 4+ AVgm (1.6)

en cada punto extremo.

Para determinar los puntos extremos en la practica consideramos el sistema de n + m

ecuaciones formado con las m ecuaciones de condicién (1.5) y las n ecuaciones escalares
determinadas por la relaciéon vectorial (1.6). Se resuelve el sistema (si ello es posible) res-
pecto a las n 4+ m incognitas ,,..., T, ¥ A, ... Am. Los puntos (x,,...,z,) en los que se
presentan los extremos relativos se encuentran entre las soluciones del sistema.
Los escalares Ay, ..., Ay, que se introdujeron para ayudarnos a resolver este tipo de proble-
ma se denominan multiplicadores de Lagrange. Se introduce un multiplicador por cada
condicién. La funciéon f y las funciones de condicién g; ..., g, se suponen diferenciables.
El método es valido si el nimero de condiciones, m, es menor que el niimero de variables,
n, y si no todos los determinantes jacobianos de las funciones de condicién con respecto a
m de las variables z,, ..., z, son nulos para los valores extremos que se consideran.

Solucién geométrica del ejemplo 1. Queremos determinar los puntos de una su-
perficie dada S que estdn més préximos al origen. Un punto (x,y, z) del espacio esté a
distancia r del origen si y sélo si esta en la esfera

>4+ y*+ 27 =r°

Esta esfera es una superficie de nivel de la funcién f(x,y,z) = /22 + y> + 22, que hay
que minimizar. Si empezamos con 7 = 0 y aumentamos r hasta que la correspondiente
superficie de nivel sea tangente a la superficie dada S, cada punto de contacto serd un
punto de S méas préximo al origen.

Para determinar los puntos de contacto supongamos que S esta definida por la ecuaciéon
g(x,y,z) = 0. Si S tiene plano tangente en un punto de contacto, dicho plano también debe
ser tangente a la superficie de nivel en el mismo punto. Por lo tanto el vector gradiente de
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—>OL'(Z‘1)

Figura 1.4:

la superficie g(z,y, z) = o debe ser paralelo al vector gradiente de la superficie de nivel de
contacto f(x,y,z) = r. Entonces existe una constante A tal que

Vflz,y,z) = AVgl(z,y,2)

en cada punto de contacto. Esa es la ecuacién vectorial (1.6) lograda con el método de
Lagrange cuando hay una sola condicién.

Solucién geométrica del ejemplo 2. Queremos obtener los valores extremos de una
funcién que da la temperatura f(z,y, z) sobre una curva dada €. Si consideramos la curva
€ como la interseccién de dos superficies,

91(3773172) =0 y g2(x7yaz) :07

tenemos un problema de extremos con dos condiciones. Los dos vectores gradientes Vg,
y Vg, son normales a esas superficies, luego también lo son a la curva € de interseccién.
(Ver figura 1.4 a)). Si el vector gradiente V f de la funcién temperatura también es normal
a C en cada extremo relativo sobre C. Ello implica que V f esté en el mismo plano que Vg,
y Vg, luego si Vg, y Vg, son independientes podemos expresar V f como combinacién
lineal de ellos, es decir

Vf=MAMVg + A Vg,

Esta es la ecuacién vectorial (1.6) obtenida con el método de Lagrange cuando existen dos
condiciones.

Para demostrar que Vf es normal a € en un punto extremo imaginemos que € esta
definida por una funcién vectorial «(t), variando ¢ en un intervalo [a, b]. Sobre la curva C
la temperatura se convierte en una funcién de ¢, es decir p(t) = f(a(t)). Si ¢ tiene un
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Figura 1.5:

extremo relativo en un punto interior ¢, de [a,b] tiene que verificarse ¢’(¢,) = o. Por otra
parte, la regla de la cadena nos dice que ¢’(t) viene dada por el producto escalar

©'(t) = Vf(at)-a'(t).

Este producto es nulo en ¢,, luego V f es perpendicular a o’(t,). Pero a’(t,) es tangente
a C, por lo que Vf(a(t,)) estd en el plano normal a €, como muestra la figura 1.4 b).
Los dos vectores gradientes Vg, y Vg, son independientes si y sélo si su producto vectorial
es no nulo. Este producto viene dado por
ik
dg, 0g, 0g, 9 9 o
Vo xVea=| 3x By 07 | = (gl,gz)iJr (gl,gz)j (91, 92)
A oy, z) 0z, ) d(z,y)

or Oy 0z
Por consiguiente, la independencia de Vg, y Vg, significa que no todos los determinantes

jacobianos del segundo miembro son cero. Como ya hemos observado, el método de La-
grange es aplicable siempre que esta condicién se satisfaga.

Si Vg, v Vg, son dependientes el método puede fallar. Por ejemplo, supongamos que
intentamos la aplicacién del método de Lagrange para encontrar los valores extremos de
flz,y,2) = 22 4+ y* en la curva de interseccién de las dos superficies g,(z,y,2) = o0y
g2(x,y,2) = o siendo g,(z,y,2) = 2 y g=(z,y,2) = 2> — (y — 1). Las dos superficies, un
plano y un cilindro, se cortan a lo largo de la recta e dibujada en la figura 1.5. El problema
tiene evidentemente una solucién, debido a que f(z,y, z) representa la distancia del punto
(z,y, 2) al eje z y esta distancia es un minimo sobre € cuando el punto es el (o, 1,0). Sin
embargo, en este punto los vectores gradientes son Vg, = k, Vg, =0y Vf = 2j, y esta
claro que no existen escalares A\, y A\, que satisfagan la ecuacién (1.6).

Ejemplo 1.5.3. Maximo y minimo absolutos de f(x,y) = zy en 22 + y? = 1.
Como f es continua y el conjunto € = {(x,y) : x* 4+ y> = 1} es compacto, se sabe que
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deben existir el maximo y el minimo absolutos (que son ademas relativos).

Buscamos entonces por el procedimiento de multiplicadores de Lagrange los candidatos
posibles, y comparando valores obtenemos méaximo y minimo.

La condicién estd dada por la funcién g(z,y) = 2* + y? — 1, entonces Vg = (2x, 2y), por
otro lado Vf = (y, z). Entonces el sistema a resolver es:

»?+y*—1 = o
y+A2zx = o
T+A2y = o

Despejando  de (3) y sustituyendo en (2) se obtiene y(1 —4A?) = o, de donde y =0 o
A = +1/2. Si ocurriera lo primero, entonces de (3) obtenemos z = o0, pero y = z = 0 no
verifica (1). Por lo tanto se cumple lo segundo A\ = +1/2.

Si A = 1/2, tenemos

2?+y? = 1 N P = @r?
rry =0 7, o (D0
Si A = —1/2, tenemos
{x2+y2 =1 P = %g)
rTTYy =0 Py = *§7*§)

Los puntos p;, p., p3 ¥ Py, son los "candidatos”” a extremo.
Calculamos los valores de f: f(p,) = f(p.) = =2 vy f(p3) = f(p,) = . Entonces —21
minimo absoluto, se da en p, y p. y ; maximo absoluto y se da en p; y p,.

Ejemplo 1.5.4. Hallar la minima distancia al origen de puntos de € = {(m,y) D (x—
1)3 —y? = 0}. Tomamos la funcién cuadrado de la distancia al origen f(z,y) =x*+y*y
la condicién dada por la funcién g(z,y) = (x — 1)3 — y2. Entonces, los multiplicadores de
Lagrange nos dicen que el sistema a resolver es

(z—1)3—y* = o
2+ A3(x—1)2 = o
2y — A2y = 0

De (2), se obtiene y =0 0o A = 1. Si y = 0 entonces, por (1), x = 1 pero no se cumple (3).
Si A = 1, sustituida en (2) nos da:

2r+3(zx—1)°’=0=32°—4x+3=o0.

La ecuacién 3x* — 42 + 3 = 0 no tiene raices en R, por lo tanto el sistema es incompatible.
No tenemos entonces, candidatos a extremo. Sin embargo, intuitivamente, el minimo debia
existir. Lo que ocurre es que no hemos verificado la condicién Vg = o, Vg = (3(x—1)?, —2y)
se anula en (1,0), que cumple g(1,0) = o. El punto (1,0) es entonces un candidato mas a
extremo, que serd el minimo buscado.



Capitulo 2

Curvas y Superficies

2.1. Curvas paramétricas

Sea « una funcién vectorial definida en un intervalo I C R. Cuando t va tomando los
valores de I, la funcién «(t) describe un conjunto de puntos en R"™ llamado traza de la
funcidn. Si « es continua en [ la traza se llama: curva, con mayor precision, es la curva
descrita por a. A la funcién « se la llama parametrizacién de la curva.

Notacién: C = «(I).
Observar que funciones distintas pueden originar el trazado de la misma curva en for-
mas distintas, por ejemplo, en direcciones distintas o con velocidades distintas. Al estudiar

las integrales de linea nos interesard no sélo el conjunto de puntos de una curva sino la
manera como tal curva ha sido originada, esto es, la funcién .

Definicion 2.1.1. Sea I = [a, b] un intervalo cerrado finito de R. Una funcién o : I — R"
continua en [ se llama camino continuo en R™. El camino se llama regular si existe la
derivada o/, /(t) # © Vt € I y o’ es continua en el intervalo abierto (a,b). El camino

z
A

-

) o= parametrizaciéon
7 [=curval imagen de o

Ry

e

I

Figura 2.1: Parametrizacién a y curva €

27
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se llama regular a trozos si el intervalo I = [a,b] puede descomponerse en un niimero
finito de subintervalos en cada uno de los cuales el camino es regular.

Definicién 2.1.2. 1. Decimos que una curva es simple si admite una parametrizacion
de clase C* e inyectiva.

2. Decimos que una curva es cerrada si admite una parametrizacién « : [a,b] — R™ de
clase C* tal que a(a) = a(b).

3. Decimos que una curva es cerrada simple si admite una parametrizacion « : [a, b] —
R™ de clase C* tal que a(a) = a(b) y es inyectiva en [a,b).

Ejemplo 2.1.1. 1. Recta en el espacio. Sea C la recta pasando por el punto (2o, Yo, 2o)
con direccién v = (a, b, c).

(x0,Y0,20)

Y a(t)= (Xo,Y0,20) +tv

"y

Una parametrizacion de la recta es

r=x,+at
a)d y=1uyo+bt .
z=2z,+ct

2. Circunferencia en el plano. Sea € la circunferencia de centro el origen y radio a
en el plano.
N

asen(t) a(t)

>
acos(t) X
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Sea a(t) = (acost,asent), t € [0, 27] una parametrizacién de €. Otra parametriza-
cién de la misma curva es 3(t) = (acos2t,asen2t), t € [o,7]. La diferencias entre
estas dos parametrizaciones es la velocidad con la cual recorren la curva.

Definicién 2.1.3. Sea « una curva paramétrica (es decir, una curva con parametrizacién
a) de clase C*, a(t) = (x(t),y(t), z(¢)). Definimos el vector velocidad de la curva en un
punto t como

o' (t) = (2'(t),y' (), 2" (1).
La velocidad de « en ¢ es el escalar

lo/ 0] = /(& (1) + (' (1)” + (2'(1))?

Observacion 2.1.4. Si existe el vector velocidad y es no nulo entonces es tangente a la
curva.

Ejemplo 2.1.2. Calcular el vector velocidad de la curva paramétrica a(t) = (r cos wt, r senwt),
t € [o,27] en t = 0. Derivando obtenemos que

a'(t) = (—rw senwt, rw cos wt)

ent=o0alo)=(r,0)y a’(o) = (0, 1w).

a’(0)

dah
NI

Definiciéon 2.1.5. Sea « una curva paramétrica. Definimos el versor tangente como el
versor tangente a la curva (si existe) con sentido que indica la orientacién de la curva. Si
existe a’(t) y es # o, entonces el versor tangente es

v

a'(t)
le ()|
Definicién 2.1.6. Sea « una curva paramétrica de clase C* con o'(t,) # o. La recta

tangente a « en a(t,) es
L(t) = ato) + (t —to)a’ (to)

a(t)
ol(to)

L(t)
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Ejemplo 2.1.3. Sea « la curva que pasa en ¢ = o por (3,6,5) con vector tangente
(1,—1,0). Calcular la recta tangente.

L(t) = (3,6,5) +t(1,—1,0)

Observacion 2.1.7. La tangente es la trayectoria que seguiria el punto si se “libera” de
la curva en el instante .

~t cosmt). Se va por la tangente

Ejemplo 2.1.4. Una particula sigue la curva «(t) = (e’, e
en el instante t = 1. Donde esté en el instante t = 37

1 1

a'(1) = (e,—e *,0) y a(1) = (e,e™*,—1), entonces

L(t) = (676_17_1) + (t - 1)(67_6_1a0)

—1

y en t = g la particula se encuentra en L(3) = (3¢,—e™*, —1).

2.1.1. Reparametrizaciones

Sabemos que dos funciones distintas pueden tener la misma traza. Nos planteamos
ahora bajo qué condiciones dos funciones a: I — R™ y 5 :J — R™ cumplen que «a(I) =
B(J). Es sencillo comprobar que, si esto se cumple, existe una aplicaciéon ¢ : J — I tal que
B = aop, es decir, B(s) = a(p(s)) para cada s € J. A priori la funcién ¢ no tiene por
qué ser diferenciable (por ejemplo, si a(l) = B(J) = {po} basta tomar como ¢ cualquier
funcién). En caso de ser ¢ diferenciable tenemos que

por la regla de la cadena. De esta relacion vemos que, aunque « fuese regular, podria
ocurrir que 3 no lo fuese si ¢’ se anula en algtin instante s € J. Para poder deducir que /3
es regular si lo es a necesitamos imponer que ¢’(s) # o para cada s € .J, lo que equivale
a que ¢ :J — (J) sea un difeomorfismo entre intervalos de R.

Definiciéon 2.1.8. Sea € una curva con parametrizaciéon « : I — R3. Llamaremos re-
parametrizacion de « a cada § : J — R3 dada por § = awo ¢, donde ¢ : J — [ es
un difeomorfismo entre intervalos de R que llamaremos cambio de parametros. Dire-
mos que la reparametrizacion es creciente o positiva (respectivamente decreciente o
negativa) si ¢’(s) > o (respectivamente ¢’(s) < 0), para cada s € J.

En estas condiciones se tiene que (5 es regular si y sélo si « es regular. Ademas, se
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cumple que 8(J) = a(I).

PE=a(e(s))

Observacion 2.1.9. Si pensamos en las curvas como conjuntos de puntos € C R3 en-
tonces trabajaremos con aquellas que son trazas de funciones regulares. Esto garantiza la
existencia de rectas tangentes, cuya evolucién sobre la curva nos ayudara a estudiar como
la curva se dobla. Ademads, cualquier parametrizacion regular de € serda una herramienta
util para realizar este estudio (cdlculo de rectas tangentes y normales, curvaturas,etc).
Puede ocurrir que una curva € C R3 sea a la vez la imagen de dos parametrizaciones, siendo
una de ellas regular y la otra no. Por ejemplo, la parabola plana € := {(:L‘, y) eR?: y = xz}
puede parametrizarse por medio de las funciones a, 8 : R — R? con «(t) := (¢, t?) (regular)
y B(t) .= (t3,t6) (no regular). Esto significa que 8 no es una parametrizacién adecuada
de € (no se puede emplear [ para calcular la recta tangente en el origen). Fisicamente
estamos recorriendo € de dos maneras distintas: en una de ellas la velocidad nunca se
anula y en la otra si.

Observacion 2.1.10. Si la reparametrizacién es creciente entonces [ preserva la orien-
tacion de la curva € dada por a.

A4

Si la reparametrizacion es decreciente entonces 3 revierte la orientaciéon de la curva € dada
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por a.

A4

Ejemplo 2.1.5. Sea a : R — R3 dada por a(t) = p+tvy ¢ : R = R el difeomorfismo
©(s) = 2s. Entonces 8 := a o ¢ es una reparametrizacién positiva de a. Se tiene que
B(s) = p + (2s)v, para cada s € R. Notar que o’(t) = v para cada t € R, mientras que
B'(s) = 2v para cada s € R.

Ejemplo 2.1.6 (Cambio de sentido). . Sea « : (a,b) — R3 una curva. Definimos su cambio
de sentido oy @ (—b,—a) — R3 por agp(s) = a(—s). Es obvio que a,, = a o ¢, donde
¢ (a,b) = (—=b,—a) es el difeomorfismo decreciente ¢(s) := —s. En particular, «,), es una
reparametrizacién decreciente de «, por lo que agp((—b,—a)) = a((a,b)). El efecto que
esta reparametrizacion tiene es el de recorrer la misma trayectoria en sentido contrario.

Notar ademas que a;,(s) = —a’(—s), por lo que el médulo de la velocidad se conserva.

Definicién 2.1.11. Sea C una curva parametrizable. Decimos que dos parametrizaciones
a 'y B de € son equivalentes si una es reparametrizacién de la otra.

De esta forma, dos parametrizaciones equivalentes o bien preservan la orientacién o
bien la invierten, pero no puede darse un caso intermedio. La definicién anterior nos lleva
naturalmente a preguntarnos lo siguiente:

(1) ¢ Son todas las parametrizaciones de una misma curva necesariamente equivalentes?

(2) En caso afirmativo, jexiste alguna parametrizacion més “natural” que las otras?

La respuesta a (1) es en general no, como lo muestra la siguiente curva y las dos
parametrizaciones cuyas orientaciones no son comparables (respecto a la orientacién no
podemos decir ni que se preserva ni que se invierte). Sin embargo, se tiene el siguiente
resultado.

Proposicion 2.1.12. Sea C una curva simple y reqular. Si C no es cerrada, entonces
todas sus parametrizaciones regulares son inyectivas y equivalentes. Cuando € es una curva
cerrada, se tiene que todas sus parametrizaciones inyectivas en el interior de su dominio
son equivalentes.
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Figura 2.2: Parametrizaciones no equivalentes para la misma curva C.

En esta situacién, una parametrizacién regular ¢ separa en dos al conjunto de para-
metrizaciones regulares:

» Las que tienen la misma orientacion que ¢ (que llamaremos orientacidn positiva), y

» Las que tienen la orientacién opuesta (que se llamara orientacion negativa)

Evidentemente las nociones de orientacién positiva y negativa quedan determinadas
por la parametrizacion inicial que sirve de referencia. Existe sin embargo una convencion
en el caso de curvas planas cerradas y simples, esta es el escoger la orientaciéon positiva
como aquella obtenida al recorrer la curva en sentido antihorario (es decir contrario a las
agujas del reloj), tal como se muestra en la siguiente figura.

2.1.2. Longitud de arco

En esta seccion estudiaremos un primer invariante geométrico para curvas. Sea o : I —
R3 una curva paramétrica y [a,b] C I. Queremos medir el arco de la traza de « compren-
dido entre a(a) y «(b), es decir, nos interesa calcular la longitud de «(la,b]). Para ello
seguiremos un proceso similar al que conduce a la nocién de area encerrada por el grafico
de una funcién continua. Geométricamente, parece claro que si consideramos poligonales
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ot)

afa)= oty
a(b)=0ty)

Figura 2.3: Una poligonal inscrita en la curva

que se apoyan sobre puntos de «([a,b])entonces la longitud de estas poligonales es una
aproximacién de la longitud de «([a, b]) que serd mds precisa cuantos mas puntos tenga la
poligonal.

Sean p, ¢ € R3. Se llama segmento determinado por p y q al conjunto:
p,ql == {(1—t)p+tq: te [0,1]} = {p—l—t(q—p) i te [0,1]}.

Si p = ¢ entonces [p, q] = {p}. Si p # ¢, los puntos de [p, g] son los de la recta p+ \(qg — p).
Es natural definir la longitud del segmento [p, q] como el nimero

L(lp,q)) =d(p.q) =g — pl.

Sea « : [a, b] — R3 una curva paramétrica continua y P una particién de [a, b], es decir, una
familia finita {a =t <t < - <t, = b}. Los puntos a(tg) con k =o,...,n determinan
una poligonal U~} [a(tx), a(tk1,)], que se apoya en la traza de «, y cuya longitud estd
dada por:

n—i n—i
L(a.P) = Y Llfalt),alt)]) = Y Jalten) — aft)]
k=o k=o
Llamaremos didmetro de una particién P a |P| = méx{tk —tpy s k=1,..., n}

Nétese que L(«, P) es una aproximacion, en general muy inexacta, de la longitud de
a([a, b]). Obviamente L(a, P) > o. Ademads, aplicando la desigualdad triangular tenemos
que si P, y P, son dos particiones de [a,b] con P, C P,, entonces L(a, P,) < L(c, P,).
Parece intuitivo que cuantos més puntos tenga P, més cercano al valor deseado estara
L(a, P). Esto es justamente lo que dice el siguiente resultado:

Proposiciéon 2.1.13. Si a: I — R™ es una curva paramétrica de clase C* y [a,b] C I,
entonces:

b
lim L’(a, P) :J | o/(t) || dt (2.1)

|P|—o0 a
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Después de la proposicién anterior podemos definir la longitud de un arco de curva del
siguiente modo

Definiciéon 2.1.14. Dada una curva paramétrica de clase C* regular o : I — R” y un
intervalo [a, b] C I definimos la longitud del arco de curva «(la,b]) como

b _ b /
Lo(a) = | ||a’(t)]|dt.

a

Para curvas en R3, si notamos a la curva a(t) = (z(t),y(t), z(t)), la férmula es

b

Lte) = | O] + O] + [='(0)]

a

y para curvas en R?, a(t) = (z(t),y(t)), la formula es

b

LY (a) = J \/[:c/(t)]2 + [y'(t)]7dt.

a

Ejemplos 2.1.1. 1. Dados p € R3 y v € R3 con v # o0, definimos « : R — R3 por
a(t) := p + tv para cada t € R. Observar que, dados a,b € R con a # b, se tiene que
a(la,b]) = [a(a), a(b)]. Como cabria esperar se cumple que:

b
Lt (a) =j | /() || de = lo]l(b— a) = [la(b) — ala)]| = L(la(a), a(b)).

a

2. Sean p, € R* y R # o. Definimos o : R — R? como «(t) := p, + R(cost,sint).
Sabemos que a(R) = S*(po,|R|). Notar que en [o,27] la curva a da una vuelta
completa a S* (po, |R|) comenzando en p,+R(1,0). Entonces, la longitud de S* (po, |Rl)
se puede calcular

L2 (a) = J o/ (t)||dt = J IR| = 2r|R|.

(0] o

Observemos que en [0, 47] la curva a da dos vueltas completas a S*(po, |R|). Es por
ello que Li™(a) = 4m|R|. Esto muestra que dos curvas pueden tener la misma traza
y diferente longitud.

3. Sea [a,b] C Ry ¢ de clase C*° en R. Definimos o : R — R? como a(t) = (¢, ¢(t)),
que parametriza el griafico G(¢). Entonces, se tiene que:

b b

o' (Blat = | 1+ 07

a

Lbfe) = |

a

que es la expresiéon conocida para la longitud de un gréfico.
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Ejemplo 2.1.7. Hallar la longitud de arco de la hélice definida por p : [o,47] — R3,
p(t) = (cos2t, sen2t, \/5t).
El vector velocidad es p’(t) = (—2sen2t, 2 cos 2t, \/5) que tiene médulo

o' @) = \/4(sen2t)2 + 4(cos2t)? +5=1/9 = 3.

Entonces la longitud de arco de p es

4 4T
L (p) = J ! (8)||dt = J 3dt = 12m.

o

Lema 2.1.15. Sea C una curva con parametrizacion o : I — R™ y consideremos 3 :J —
R"™ una reparametrizacion, entonces

Ly(a) = LI(B),
para [a,b] C I y [e,d] = ¢ *([a,bl) con ¢:J — I difeomorfismo tal que 8 = o .

Demostracion. Como 8 = « o ¢ entonces '(s) = a’(¢(s))¢’(s). Por lo tanto

d b

la' (p(s)) ¢’ (s)lds :J o' (1) dt.

a

d d
L4(8) =J 18/(s)ds = j ||a’(90(s))90’(s)||d8=J

C C
Donde el utimo igual es una consecuencia del teorema de cambio de variable, donde ¢ =
o(s). O
Este resultado nos permite realizar la siguiente definicién.
Definicién 2.1.16. Sea € una curva parametrizable y « : [a, b] — R"™ una paramétrizacion
inyectiva de clase C* regular. La longitud de arco de € esta definida como

b
L(€) = I2(a) :J o' (1) dt.

a

2.1.3. Curvas parametrizadas por longitud de arco

En Geometria Diferencial es ttil disponer de curvas que, ademéas de ser regulares,
cumplan una propiedad de normalizacién que serd practica para probar que ciertos vectores
sobre la curva son unitarios o que ciertas funciones sobre la curva se anulan.

Observacién 2.1.17. Observar que si |a’(t)|| = 1 para todo t € I, entonces L! (o) = t—a,
es decir la longitud del arco coincide con la del segmento [a, t], y reciprocamente, si ocurre
esto tiltimo, entonces ||a’(t)|| = 1. Adem4s si a = o, entonces L!(a) = t.

Definicién 2.1.18 (Curva parametrizada por longitud de arco). Sea a : I — R3 una
curva parametrizada regular. Diremos que dicha curva estd parametrizada por longitud
de arco si ||a/(t)|| = 1 para todo t € I.
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Proposicion 2.1.19. Toda curva o : I — R3 parametrizada reqular se puede parametrizar
por longitud de arco.

Demostracion. Dado t, € I, podemos definir la funcién L : I — R como

t

Lit) = L) = | fa’()]ds,
to

la funcién ||a’(s)|| es, en general, continua, luego la funcién L es derivable con L'(t) =
la’(¢)||, pero al ser « regular tenemos que L es de clase C* y creciente, por tanto, si
J=L(I), L: 1 — J es una biyeccién y su inversa g : J — I, es de clase C*, es decir, se
trata de un difeomorfismo, con lo cual 5 := a0 ¢ es una representacion de a.

Veamos que (3 es una parametrizaciéon por la longitud del arco. En efecto, observemos
que g(L(t)) =t, entonces si derivamos

1 1

g'(LM)L'(t) =1,y por tanto g'(L(t)) = L)~ [’

Por lo tanto

a’(g(s))
ler’ (g ()]l
de donde se deduce que [|5'(s)] = 1. O

B'(s) =a'(g(s))g'(s) =

La funcién L(t) se llama funcién de longitud de arco.

Ejemplo 2.1.8. Consideremos la hélice a(t) = (acost,a sint,bt). Hallar la parametriza-
cién por longitud de arco de esta curva.

a'(t) = (—asint,acost,b) = |a’(t)]| = Va2 + b2

Entonces

¢
—J Va2 +b2dr =vVa® + b2t = g(s) =

La parametrizaciéon de la hélice por longitud de arco es

~v(s) = (a cos (S) ,a sin (S) ,bs> ,
c c c
donde ¢ = v/a? + b2.

Realizaremos a continuacién un estudio desde el punto de vista geométrico de las curva.
Queremos definir parametros locales que describan propiedades geométricas de las curvas.
Para realizar este estudio trabajaremos con curvas parametrizadas por longitud de arco.

S

Ejercicio: Sean «, §: I — R3 funciones diferenciables, y ||a/(s)|| # o. Probar

L (a, )" = (a/, B) + (e, B')
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2. (@AB) =’ AB+aAp
3. lall” = (a,a’) /|||

Lema 2.1.20. Sea 3 :1 — R3 de clase C* tal que ||3(s)|| = ¢ para todo s € I. Entonces
B'(s) L B(s) para todo s € I.

Demostracion. ||8(s)|| = ¢ = (B(s), B(s)) = ¢*. Derivando obtenemos que

(B'(s), B(s)) + (B(s),8'(s)) =0 = (B'(s),B(s)) =0 = B'(s) LB(s)VseEL
O

Definicién 2.1.21. Sea o parametrizacién por longitud de arco de clase C* de una curva.
Definimos la curvatura de « en s como el escalar

k(s) = [It'(s)l| = [la"(5)]

Observaciéon 2.1.22. Veamos que k(s) nos da una idea de la rapidez con que la curva
cambia su direccién. Sean so,s € I y (s) el angulo que forman t(s) y t(s,). Como

|t(s)]| = [|t(s0)]| = 1 tenemos que ||t(s) —t(so)| = 2sen (‘p(s)).

2

Si tomamos el limite cuando s — s, tenemos que ¢(s) — oy |[t(s) — t(so)| ~ ¢(s) =
©(s) — p(s,). Entonces

Ht(S) _t(SO)H — lim SO(S) _SO(SO) — /(50)‘

o (s0)]| = lim
5—So S — Sg 580 S — 8o
Entonces k(s,) = ¢’(so) mide la rapidez con que cambia el dngulo de la tangente en el
punto sq.

Observacioén 2.1.23. La funcién curvatura k : I — R es continua. Si k(s) > o para todo
s € I, entonces t’(s) no se anula nunca.

Teorema 2.1.24. Sea B : I — R3 de clase C? tal que ||f'(s)|| = 1 para todo s € I.
Entonces
k(s) =0 enl & B(I) estd contenida en una recta.

Demostracién. (=) a”(s) = o en I entonces integrando a’(s) = cte = v en I = a(s) =
vs + u, con u,v constantes. Las ecuaciones a(s) = vs + u, s € R definen una recta en el
espacio.
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(&) a(l) contenido en una recta, puedo escoger dos versores u, v perpendiculares a la
recta y entre si. Se cumple

(a(s) — also),0) = o

0. Entonces a/(s) L u, a’(s) Lv =

Derivando, obtenemos que {(a/(s),u) = o, {(a'(s),v)
a’(s) es colineal con u A v
a'(s) =A(s)(uAv), A eR.

Como |l&/(s)|| = |A(s)| = 1 entonces A(s) = £1 para todo s € I. Como A(s) es continua
sblo se puede tomar uno de los dos valores, entonces A(s) es constante. Por lo tanto
N (s) = o para todo s € I. Entonces

a"(s) =N (s)(uAv) =0=k(s) =o.
]

Ejemplo 2.1.9. Sea v(t) = (Rcost, R sint) la circunferencia de centro (o,0) y radio R.
La parametrizacién por longitud de arco es

als) = <Rcos (;) , R sin (;))
a’(s) = —% (cos (;) ,sin (;)) = k(s) = %

Cuanto mayor es el radio de la circunferencia mas lentamente se curva y menor es la

Entonces

curvatura.

Definiciéon 2.1.25. Sea o parametrizaciéon por longitud de arco de clase C?, k(s) # o. El

/ 1 .
numero p(s) = —— se llama radio de curvatura.

k(s)
Definicién 2.1.26. Sea o parametrizacién de clase C?, a”(s) # o. Definimos el vector
normal unitario (versor normal) a la curva a en «(s) como

_ t'ls) _ a(s)
IS e ()

n(s)

Observacion 2.1.27. Observar que n : I — R3 es continua, y ortogonal a t en cada s € I:
Como t(s) tiene médulo constante deducimos que t(s) L t(s)’. Entonces t(s) L n(s). El
vector tangente a la curva y el normal son ortogonales.

Ejemplo 2.1.10. Consideremos la curva «(s) = (Rcos (%), R sin (4)). Entonces

a(s) = —% <cos <;) , sin (;)) ,

entonces k(s) = % y n(s) = — (cos (5) , sin (%))
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Definicién 2.1.28. El plano que pasa por «(s) determinado por los vectores t(s) y n(s) se
llama plano osculador. Al punto Q(s) = a(s)+p(s)n(s) se llama centro de curvatura.

La circunferencia en plano osculador de centro )(s) y radio p(s) se llama circunfe-
rencia osculatriz.

. dsculatriz

p de curvatura

Definicién 2.1.29. Dada una curva € parametrizada por a de clase C*? tal que a”(s) # o
definimos el versor binormal y lo notamos b, como

(s) N a(s)

b(s) = t(s) An(s) = = POl

2.1.4. Triedro de Frenet

Sea € una curva con parametrizaciéon o : J C R — R3, vector tangente t(s), vector
normal n(s) y vector binormal b(s) en cada punto de la curva P = «(s).

Definiciéon 2.1.30. El conjunto {t(s),n(s),b(s)} se lo llama triedro de Frenet de la
curva en s y en cada punto P = a(s) de la curva € forma un sistema de referencia de R3
(una base ortonormal del mismo).

Definiciéon 2.1.31. El plano por a(s) con vectores b(s) y n(s) se llama plano normal
a la curva y el plano por a(s) con vectores t(s) y b(s) se llama plano rectificante.

Proposiciéon 2.1.32. Sea « de clase C3 tal que o'(s) # o y a”(s) # o para todo s.
Entonces el vector b’(s) es colineal con n(s).

Demostracion. Como |b(s)|| = 1 tenemos que b’ L b. Ademés b = t /A n, entonces
b’=t'An+tAn’=tAn’ por lo tanto b’ L t. De estas dos propiedades concluimos
que b’ es colineal con n. m

Definicién 2.1.33. Como b’(s) es colineal con n(s) existe 7(s) escalar tal que
b’(s) = —7(s)n(s),
7(s) se llama torsién de « en s.

Observar que la variacién de b con s corresponde a la variacién del plano osculador
(perpendicular a b). Por lo tanto 7(s) mide la rapidez con la cual la curva a(s) “se sale”
de un plano.
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Teorema 2.1.34. Sea a: I — R3 de clase C3 tal que ||o/(s)|| = 1, k(s) # o para todo s.
Entonces
7(s) =0 en I & a(l) estd contenida en un plano.

Demostracién. (=) 7 = o entonces b’(s) = o entonces b(s) = b, constante. Consideremos
(as) -bo) =a'(s) by + als) - by =a'(s) by =t-b, =o0.

Entonces a(s) - by = d (constante), de lo cual deducimos que «a(s) - by — a(s,) - by = 0 =
(a(s) — a(so)) - bo = 0 para todo s € I. Entonces «(s) estd en el plano ortogonal a b,
pasando por «(sg).

(&) Supongamos «(s) pertenece a un plano w para todo s € I. Sea u un versor normal
al plano 7. Entonces a(s) — a(s,) L u para todo s € I. Por lo tanto (a(s) —a(so)) -u = o,
para todo s € I.
Derivando esta igualdad obtenemos que a/(s)-u =0 = t(s)-u = o (t L u). Derivando
nuevamente obtenemos que n-u = o por lo cual n L u. De estas dos condiciones deducimos
que u es colineal con b(s) para todo s € I. Entonces b(s) = u para todo s € I. Como b(s)
es continua tenemos que b(s) es constante y por lo tanto b’(s) = o, de lo cual deducimos
que 7(s) = o para todo s € I. O

Foérmulas de Frenet

Queremos saber como varia el triedro de Frenet a lo largo de la curva, para esto
estudiaremos las derivadas t’(s), n’(s) y b’(s).

Proposicion 2.1.35. Sea o : I — R3 una curva parametrizada por longitud de arco tal
que k(s) # o para todo s € 1. Entonces se cumple que

(a) b'(s) estd en la direccién de n(s) para cada s € I. Mds aun, b'(s) = —7(s)n(s).
(b) 7(s) = (b(s),n’(s)) = —(b’(s),n(s)).
(c) k(s) = (n'(s),t(s)) = —(t(s),n'(s)).
(d) n'(s) = —k(s)t(s) + 7(s)b(s).
Demostracién.

(a) Es justamente la Proposicién 2.1.33.

(b) (b’(s),n(s)) = (—=7(s)n(s),n(s)) = —7(s)(n(s), n(s)) = —7(s).

s
Para la otra igualdad derivemos (b(s),n(s)) =o
(b/(s),n(s)) + (b(s),n’(s)) = o,

por lo tanto 7(s) = (b(s),n’(s)).
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(¢) Ya sabemos que t’(s) = k(s)n(s), entonces multiplicando escalarmente por n(s) obte-
nemos que k(s) = (t'(s),n(s)). Por otro lado, como (t(s),n(s)) = o, derivando obtenemos

(t'(s),n(s)) + (t(s),n(s)) = 0
de lo cual se deduce que k(s) = —(t(s),n’(s)).
(d) Finalmente, para obtener la tiltima ecuacién derivamos la igualdad n(s) = b(s) At(s),
n’(s) = b’(s) At(s) + b(s) At'(s) = —7(s) (n(s) At(s)) + b(s) A (k(s)n(s))

=7(s)(t(s) An(s)) —k(s)(n(s) Ab(s)) =7(s)b(s) — k(s)t(s).
J

Ecuaciones de Frenet: Sia: I — R3 es una curva parametrizada por longitud de arco
de clase C3 con a”(s) # o para todo s € I, entonces

t'(s) = k(s)n(s
n'(s) = —k(s)
b'(s) = (S)H(S)

Corolario 2.1.36. Sea a: I — R3 es una curva parametrizada por longitud de arco de
clase C3 con o' (s) # o para todo s € I. Entonces

Demostracion. Recordar que (u,v,w) = (u/\v) - w
Para probar esto usaremos la segunda féormula de Frenet:

B s a//(s) o/”(s) s 7],”,/(8)

- (o @g(ﬂ)) (/I;c((s)) ' ”<k,gs()§>> "
, a’(s a’'(s ’ a’(s " S

= (v ’%Ss)> TONER i) @O ()

- (“/(S)Ai(S» ak(S):k(ZP(a/(S)/\a”(S)) o)

E k(;)g(a’(s),a”(s),a”’(s))

Ejemplo 2.1.11. Consideremos la hélice parametrizada por longitud de arco

als) = (acos (Z) , @ sen (i) ,bz) ,
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donde ¢ = Va2 + b2.

Entonces

En este ejemplo tanto la torsién como la curvatura son constantes.

Calculo del triedro de Frenet, curvatura y torsién

Sea «v: I — R3 una curva cualquiera de clase C3 regular tal que Hv”(t)” #o0,Vtel
Un camino para hallar t, n, b, k, 7 seria reparametrizar la curva por longitud de arco. Otra
opcidn es ver las férmulas explicitas sin hacer el cambio de parametrizacién.

P L
= T n— T = n
I I
k: H,Y//\,YIIH o (7/77//77,//)
o4/l Iy AP

Veamos como deducir la férmula para la curvatura. Para esto consideremos « : J — R3
reparametrizacion por longitud de arco. El siguiente diagrama serd de suma importancia
para lo que haremos de aqui en més teniendo en cuenta que la funcién L = L(t) es la
funcién longitud de arco y ¢ = ¢(s) la funcién inversa de L.

ava

a b

\g(s) o
L(t)

@ d

C
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Sabemos que y(t) = a(L(t)) por lo tanto, usando la regla de la cadena, obtenemos:
V() = (L()L'(t) y v"(t) = " (L) (L' (1))* + o' (L(t))L"(t)
Luego si hacemos el producto vectorial entre v’ y 4" obtenemos:
Y A" = (L)L (8) A" (L) (L'()* = (L'(1)3(a"(L(t)) A a”(L(1)))
Esto ultimo implica que
v Ayl =1L ()] (L() A a"(L(#)

Y por otro lado:
[7[| = 1L @)« (L) = IL'(#)]

Entonces sustituyendo las dos tltimas expresiones se obtiene:

//\ "
W = o/ (L{) A" (L) = o' (LE)]|[la" (L ()| sin(0(L))
donde (L) es el dngulo que forman a'(L(t)) y o”(L(t)). Dado que o'(L(t)) y a”(L(t))
son perpendiculares y que |la’[|= 1 se obtiene que
Ay
o =l (@)
Iv'II?

La cual justamente coincide con la curvatura y por lo tanto concluye la prueba.
Para deducir la férmula de 7 hay que calcular (y/,7”,~4”') en funcién de (o', a”,a’). La
cuenta es andloga y queda como ejercicio para el lector.

2.2. Integrales de linea

En esta seccidon estudiaremos las integrales de campos escalares y vectoriales sobre
curvas. Primero introduciremos los conceptos de campo escalar y campo vectorial.

Una integral de linea o curvilinea es aquella integral cuya funcion es evaluada sobre
una curva. Las integrales de linea son muy importantes en matemética pura y aplicada, y
también en fisica: se presentan al estudiar el trabajo, la energia potencial, el flujo de calor,
el cambio en la entropia, la circulacién de un fluido, y otras cuestiones que involucran el
comportamiento de un campo escalar o vectorial a lo largo de una curva.

Definiciéon 2.2.1. Un campo escalar es una funcién
frACR® 5 R.
Un campo vectorial es una funciéon vectorial

F:ACR™ —-R™ m> 1.



2.2. INTEGRALES DE LINEA 45

Ejemplo 2.2.1. (1) Campos escalares:

(a)
(b)
()

los campos que proporcionan la densidad,
los campos que proporcionan la temperatura,

los campos que proporcionan la altura.

(2) Campos vectoriales:

(a)

Campos de fuerzas: La fuerza de atraccion gravitatoria entre dos objetos de
masas M y m actia a lo largo de la recta (imaginaria) que los une y estéd dada

en médulo por

M
IF|| = G2

7«2

donde r es la distancia entre los objetos, y G = 6,67 x 107" Nm?/kg? es la
llamada constante de gravitacién, de acuerdo a la ley de gravitacién universal
de Newton.

Supongamos que el objeto de masa M estd ubicado en el origen y el objeto
de masa m estd en el punto (z,vy, z). La distancia entre ellos es entonces r =
Vx? 4+ y? + 22 y la recta de accién estd determinada por el vector (unitario)
r = \/ﬁ(:ﬁ,y,z). Podemos escribir el campo de fuerza gravitatoria que
sufre la masa m debido a la masa M, en términos de sus funciones componentes

COmao:
1

(1,‘2 + yz + 22)3/2

F(x,y,z) =—GMm (z,y,2).
donde el signo — indica que la fuerza es atractiva (hacia el origen, que es donde
estd M). Este campo de fuerzas se representa graficamente mediante flechas
en direccion radial apuntando hacia el origen de coordenadas, de longitud cada
vez menor a medida que el objeto m se ubica m’as alejado del objeto M.
Otro ejemplo es la fuerza peso (fuerza de atracciéon gravitatoria que sufre una
masa m muy cerca de la superficie terrestre), que da lugar a un campo vectorial
constante:

Fy(z,y,2) = —mgk

La fuerza eléctrica entre dos cargas puntuales @ (ubicada en el origen) y ¢
ubicada en el punto (z,y, z) puede ser atractiva (cuando ambas cargas tienen
signos opuestos) o repulsiva (cuando tienen el mismo signo). Segtn la ley de
Coulomb, la fuerza que sufre la carga ¢ debido a la carga Q es el campo vectorial

1

(.%‘2 + y2 + 22)

F.(x,y,2) = E@r =eQq (2,9, 2)
r2 3/2

donde ¢ es una constante.

Campos de velocidades: Cuando se pretende describir un fluido es conve-
niente indicar la velocidad con que pasa un elemento de fluido por un punto del
espacio dado. En el caso de flujo estacionario (no depende del tiempo), se usa



46 CAPITULO 2. CURVAS Y SUPERFICIES

un campo vectorial de velocidades v(x,y, z). Una linea de flujo de un campo
de velocidades marca la trayectoria seguida por una particula del fluido mo-
viéndose en dicho campo, de forma que los vectores que representan el campo
de velocidades son tangentes a las lineas de flujo. La representacién por medio
de lineas de flujo es usada, por ejemplo, para mostrar el movimiento de un
fluido alrededor de un objeto (como el ala de un avién), las corrientes ocednicas
también se representan mediante lineas de flujo, asi como las térmicas que son
columnas de aire ascendente que son utilizadas por las aves para planear, y
también para vuelos en aladeltas, parapentes y planeadores sin motor.

(¢) Campos de flujos: La conduccién térmica estd determinada por la ley de
Fourier, que establece que el flujo de transferencia de calor por conduccién
en un medio isétropo es proporcional y de sentido contrario al gradiente de
temperatura en esa direccion. De forma vectorial:

q=—kVT

donde:

q: es el vector de flujo de calor por unidad de superficie,

k: es una constante de proporcionalidad, llamada conductividad térmica, y
VT: es el gradiente del campo de temperatura en el interior del material.

2.2.1. Integrales de linea de campos escalares

Definiciéon 2.2.2. Sea f: U C R3 — R un campo escalar continuo, « : [a,b] — U una
curva paramétrica de clase C* inyectiva en [a,b) y sea € = I'm(a) la curva descrita por a.
La integral de linea de f a lo largo de C se define por

b
de.S:J Fla(®) o) de.
¢

a
Si la curva es cerrada representamos la integral sobre esta curva como jE fds.
(]
Observacion 2.2.3. » Siaft) = (x(t),y(t),2(t)) cable y f(z,y,z) densidad de masa
en (z,y,2) = fe fds es la masa total del cable.
» Siat) = (x(t),y(t), 2(t)) cable y f(z,y,2) temperatura en (x,y,z) = La tempera-

tura promedio del cable « es
1

L(€) L Jds.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos el campo escalar f(z,y,z) = 22+ y> + 2 definido en todo

R3 y la hélice dada por v(t) = (cost,sent,t) con o < t < 2m. Hallar J fds.
¢

f(y(t)) =cos®t +sen’t +1*> =1+ ¢*
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v'(t) = (—sent, cost, 1) = ||7(t)| = Vsen?t + cos? t + 1 = /2.

Por lo tanto

L fds = JM V2(1+t%)dt = ﬁj

(o) ()

27 o7

13
1+t2dt:\/§<t+3> :2\/57r<1+§7r2>.

o

Interpretacién geométrica

Si f(x,y) > o sobre los puntos de la curva G, entonces la integral se puede interpretar
como el area lateral de la porcién de superficie que tiene como base en z =0 la curva C y
como altura z = f(z,y) para los (z,y) € €, como se muestra en la figura.

z

A

Jx®).y®)

y

X \_ a@=a0.1)

Propiedades

1. Linealidad: Para cualesquiera escalares A, u,
J (Af + pg)ds = AJ fds +MJ gds.
(¢ (¢ (¢

2. Aditividad: Si C,, €, forman la curva €, entonces

L fds :J fds+J fds

Esto es, € es la imagen de una funcién « definida en un intervalo [a, b], y las curvas
C, y @, son las representaciones de «(t) al variar ¢t en los sub intervalos [a, c] y [c, D]
respectiva, para un ¢ que cumple a < ¢ < b.

3. Independencia de la parametrizacioén: Sean (o, [a,b]) y (8, [c,d]) dos parame-
trizaciones equivalentes de la misma curva Cy f: U — R campo escalar continuo,

entonces d

b
| rtatonlarolae = | sy s

a c
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Ejemplo 2.2.3. Sea f:U C R3 — R definido por

2 2 2
floyy,z) =212 TV +2

3_‘7;2_y2_22

donde U es la bola de centro (0,0,0) y radio /3 y € la curva parametrizada por a(t) =
(cost,/2sent, cost), t € [0,+/2]. Entonces

f(alt) = ;Ltj =6, |[a'(t)]] = |(—sent,/2cost,—sent)| = /2

y

Vs V5
JedeZJ f(a(t))||a’(t)]|dt:J 6z = 12.

o

2.2.2. Integrales de linea de campos vectoriales

Un concepto muy utilizado en fisica es el de trabajo de una fuerza al mover un
objeto de un punto a otro del espacio. Sabemos que, en el caso particular en que la fuerza
F es contante y el movimiento es en linea recta con un desplazamiento d, el trabajo se
calcula como el producto escalar F - d. En esta seccién veremos como se define y calcula
el trabajo en el caso general de un campo de fuerzas variable, cuando el objeto se mueve
siguiendo una trayectoria arbitraria. Para ello, introduciremos la nocién de integral de
linea de un campo vectorial a lo largo de una curva.

Ejemplo 2.2.4. La fuerza gravitacional de la Tierra sobre un objeto de masa m es un
ejemplo de campo vectorial

mMG
)||3 (x7y7 Z)‘

F(xayaz) = —W

Donde M es la masa de la Tierra y G la constante de gravitaciéon universal.

Definicion 2.2.4. Sea X : U — R3 un campo vectorial continuo en un conjunto U C R3
y € una curva de clase C* en U (con parametrizacion « : [a,b] — U, inyectiva en [a,b)).
Definimos la integral de linea de X a lo largo de € como

b
J X  ds= J X (aft)) - a'(t)dt.
(¢ a
Ejemplo 2.2.5. Consideremos el campo vectorial en R3 definido por X(z,y, z) = (z,y, 2)
y la hélice a(t) = (cost, sent,t) con t € [o0,47].
Entonces que X (a(t)) - o/(t) = (cost,sent, t) - (—sent,cost, 1) = ¢t. Por lo cual

4T 1
JX-ds:J tdt = —t?
¢

o 2

4T
= 87°.

[0}
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Interpretacién fisica: Si X es un campo de fuerzas y (x, y, z) representa una particula
que se desplaza a lo largo de la curva € entonces

J X -ds es el trabajo de la fuerza a lo largo de la curva.
¢

Notacion clasica: Sea X = (P,Q, R) un campo vectorial en el espacio continuo sobre
una curva de clase C*, €, parametrizada por «(t) = (z(¢),y(t), 2(t)) con ¢ € [a, ). Se tiene
por definicién:

b
LXd&J[Hﬂmmmamfm+Qmmmmamym+R@Mwm¢mv%nw

a

lo que explica que frecuentemente se use la notacién:
J X ds= J P(z,y,z)dx+ Q(z,y,z)dy + R(x,y, z)dz = J Pdx + Qdy + Rdz.
(¢ C C

Las expresiones w = Pdx+Qdy+ Rdz se denominan 1-formas diferenciales o formas
diferenciales de grado 1.

Ejemplo 2.2.6. Consideremos la integral de linea J x?dx + xydy + dz donde € tiene la
C
siguiente parametrizacién, «(t) = (¢,t2,1), t € [0, 1]. Entonces X (z,y,z) = (22,2y,1) y

1 1 2 11

1
J 22dx + zydy + dz = J £ 1 otddt = 243 + Zof5 il
e 0 3 5 lo 3 5 15

Proposicion 2.2.5. Sean (a, [a,bl) y (8, lc,d]) parametrizaciones equivalentes de C que
preservan orientacion y X : U — R3 campo vectorial continuo, entonces

b d
J X (a(t)) - o' (t)dt :J X (B(t) - B'(t)dt.
Demostracion. Como « y 8 preservan orientacién g : [¢, d] — [a, b] biyectiva creciente de
clase C* tal que (t) = a(p(t)), entonces

Entonces J

d
jxwm»WMﬁzjxmwm»«MﬂWWMﬁ

c

Haciendo el cambio de variable u = ¢(t) (du = ¢’(t)dt) tenemos que
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Cambio de orientacion:

I

donde €,, es la misma curva pero recorrida en sentido contrario.

X-ds:—J X - ds,
¢

op

Consideremos « : [a,b] — R3 parametrizacién de €, y aqp : [=b, —a] — R3 como
Qop(t) = a(—t).

Observar que «,, es una reparametrizacion de C que revierte la orientacién, donde la
funcién ¢ es ¢(t) = —t. Entonces o), es una parametrizacién de C,p.

L X -ds = J_GX(ozop(t)) (ol (1)) dt = —J_GX(a(—t)) o (—t)dt

op —b —b

haciendo el cambio de variable © = —t.

Propiedades

Sea € la curva en R3 y « definida sobre [a, b] una parametrizacién de clase C*. Consi-
deremos X, Y campos vectoriales definidos y acotados sobre €. Entonces:

(i) (Linealidad respecto del integrando) Para cualquier par de escalares A, p,

J()\XJqu)-ds:)\J X-deruJ X -ds.
¢ ¢ (¢

(ii) (Aditividad respecto al camino de integracién) Si C,, C, son tales que C =
C, UC, (si aft) parametrizacién de C' entonces al variar ¢ en [a,c] tenemos una
parametrizacién de €, y al variar ¢ en [c, b] tenemos una parametrizacién de C,, con
a < ¢ < b), entonces

JX-ds:J X-ds—i—J X -ds
e

1 2

(iii) (Continuidad) ’ J X -ds

(¢
la longitud de arco de la curva C.

JX-ds
e

b b
< J IX (el (0)]de < J M|ja/(t)]dt = ML(C).

a

< ML(C). Donde M = sup{HX(p)H ip € G} y L(C) es

b b
J X(a(t)) o' (t)dt gJ | X (a(t)) - o' (t)|dt

a
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Ejemplo 2.2.7. Consideremos el campo vectorial X (z,y) = (\/y,23 +y), (z,y) € R,
y > o. Calcular la integral de linea de X desde (0, 0) hasta (1, 1) a lo largo de las siguientes
curvas:

(a) Larecta z(t) =t, y(t) =t cono <t < 1.
Parametrizacion a(t) = (t,t) = o/(t) = (1,1) y X (a(t))-a'(t) = (Vt,t3+1) - (1,1) =
V/t + t3 4 t. Entonces

1 . 17

o 12

J X-ds:J Vi3t tdt = 21307 4 T g g
e 0 3 4 2

(b) El camino z(t) =2, y(t) =13, 0 <t < 1.
Parametrizacion a(t) = (£2,13) = o/(t) = (2t,3t?) y X (a(t)) -a’(t) = (t3/2,15 +13) -
(2t, 3t2) = 2t5/2 4 3t® + 3t5. Entonces

' 59
J X -ds :J 2t5/2 + gt® + 3t5dt = 22,
e 0 42

2.3. Campos de gradientes

Continuaremos estudiando las integrales de linea, concentrandonos en la siguiente pre-
gunta: ;bajo qué circunstancias la integral de linea de un campo vectorial no depende
tanto del camino a lo largo del que se integra, sino solo de los puntos inicial y final de su
trayectoria?

Comenzaremos con un resultado que generaliza el teorema fundamental del calculo y
que también es muy 1util para calcular las integrales de linea de campos vectoriales que
son gradientes de campos escalares; en este caso la integral del campo vectorial gradiente
dependerd solamente del valor del campo escalar correspondiente en los extremos del
camino.

Definiciéon 2.3.1. Sea f : U C R3 — R un campo escalar de clase C* definido en un
abierto U C R3. El gradiente de f en p € U es el vector

01 (1), 9 ), 1 (p)) .

vpf:<ax aaiy a&

Vf:U — R3 definido por (Vf)(p) =V, f es un campo vectorial.
Ejemplo 2.3.1. 1. Sea f:R3 — R dado por f(x,y,z) = x>+ y> + 2°. Entonces
Vf(z,y,z) = (2z,2y,22).
2. Sea f:R3 — R dada por f(x,y,2) = xsen(y)ed*. Entonces

V(f) = (sen(y)ed*, z cos(y)ed*, zsen(y)5e5?).
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Definiciéon 2.3.2. Un campo vectorial X : U C R3 — R3 continuo es un campo de
gradientes si existe f : U — R de clase C* tal que X = V f en U. Se dice que f es un
potencial escalar de X.

En muchos resultados los conjuntos con los cuales se trabaja tienen propiedades adi-
cionales, una de estas propiedades es la que caracteriza a los conjuntos conexos. Intui-
tivamente, un conjunto conexo es aquel formado por una sola “pieza”, que no se puede
“dividir”.

Un conjunto U C R” se llama conexo si no se puede escribir como unién disjunta de dos
conjuntos abiertos no vacios. Equivalentemente, U es conexo si dados dos puntos cuales-
quiera del mismo existe una curva que los conecta contenida en el subconjunto.

Observacion 2.3.3. Si U es conexo entonces dos potenciales de un campo de gradientes
difieren en una constante:

X =VfyX =VgenU entonces V(f —g) =0 en U, entonces f — g = cte y por lo tanto
f =g+ cte.

Ejemplo 2.3.2 (Campo eléctrico de una carga puntual). El campo eléctrico generado por
una carga puntual en el origen esta dado por
q

E(x,y,z) =k
(x> +y2 + z2)3/2

(z,y, 2).

De forma sencilla se deduce que la funcién

f(xvyaz):_k 1

(z2 +y2> + 22)1/2

verifica que Vf = F de donde resulta que F es de gradientes.
El potencial eléctrico es la funcién V' que verifica E = VV y V(c0) = 0, con lo cual

q

Viz,y,z) =—k —=-
(1.2 +y2_|_22) /

2.3.1. Integral de linea de un campo de gradientes

El siguiente resultado puede entenderse como una versién de la Regla de Barrow para
integrales de linea, o como una versiéon “vectorial” de dicha regla.

Teorema 2.3.4 (Regla de Barrow para integrales de linea). Sea f : U C R3 — R un
potencial escalar de un campo X de clase C* definido en un abierto U C R3 y C una curva
contenida en U de origen A y extremo B. Entonces:

LX -ds = f(B) — f(A).

En particular, si el camino C es cerrado, se tendrd:

§X~ds:o.
C
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Demostracion. Sea a(t) = (x(t),y(t), 2(t)), t € [a,b] una parametrizacién de C. La integral
de linea de X entre a y b a lo largo de « viene dada por

b

LX cds = Je Vf-ds= Jb Vi(at)) - (t)dt = J (f(a(t)) dt

a a

= F(a()], = Flalv) ~ f(ala) = F(B) - f(A)

FEn particular, si € es cerrada concluimos que

iX-ds:f(B)—f(A) —o.

Teorema 2.3.5. Sea X : U C R3 — R3 campo continuo en U. Son equivalentes

1. Existe f : U — R de clase C* tal que Vf = X. (X es de gradientes y [ es el
potencial escalar de X ).

2. ﬁ; X -ds =0 para toda curva cerrada simple C* en U.
C

3. J X -ds :J X -ds para todo par de curvas C, y C, con el mismo origen y el

mismo extremo. (X es conservativo).

Demostracion. (1) = (2) Sea « : [a,b] — U una parametrizacién de €. Como X es de
gradientes tenemos que

#@X ~ds = f(a(b)) — f(ala)) = o.

(2) = (3) Sean €, y G, dos curvas con el mismo origen y el mismo extremo. Entonces
consideremos la curva cerrada € = €, — C,, y por la afirmacién (2) tenemos que

0:§;X-ds:J' X-ds—J X-ds:>J X'dS:J X -ds.
e 1 2 1 2

(3) = (1) Sea p, € D fijo, donde D es una componente conexa de U . Definimos el campo
escalar f: D — R como
f(xaywz) :J X 'd87
(¢
donde € es una curva cualquiera simple con origen p, y extremo p = (x,y, z) contenida en
D. (Dicha curva existe porque D es abierto y conexo).
Tenemos que probar que V f = X de lo cual deducimos en particular que f es C* en D.



54 CAPITULO 2. CURVAS Y SUPERFICIES

Sea ¢ = (x + h,y,z), con h suficientemente pequeno para garantizar que el segmento
pq € D.

Tomemos la curva €’ con parametrizacion a(t) = (z + th,y, z), si X = (P,Q, R) se tiene
que

flathy,2) — fley,2) =J

cue’

X -ds = Jl X (a(t) -a'(t)dt

o

X-ds—J

X‘ds:J
e

!/

= hJ P(x +th,y,z)dt = hP(x + 6h,y,z), paraalgin 6 € (o,1).

[¢]
El valor 6 existe por el teorema de valor medio para integrales.

Entonces lim fle+hy 2)— flz,y,2)

= P(z,y,2). De donde se deduce que gf —Pen
x

h—o h
D.
0 0
De forma analoga se prueba que —f =Qvy —f =Ren D.
y 0z
Trabajando de modo andlogo en cada componente conexa de U se obtiene el resultado.

O]

Observacion 2.3.6. Si fﬁ X -ds # o0 para alguna curva cerrada, entonces X no es de
e
gradientes.

Por otra parte, no es suficiente que jg X -ds = o para infinitas curvas para concluir
e

que el campo es de gradientes como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.3. Sea X (z,y) = (x,2y) y G, la circunferencia de centro (0,0) y radio r

parametrizada por «,(t) = (rcost,rsent), t € [0, 27]. Entonces

2T

27
% X-ds = J (rcost,r®sent cost)(—rsent,rcost)dt = J (—r? costsent+r3sent cos® t)dt
Cr

o o

27 2 o7 3 o7

27 r T
=r? J costsentdt + r3 J sent cos® tdt = —— cos’t| — —cos3t| =o.
o o 2 o 3 o
. oxy ox L . .
Sin embargo e y#£o= 90 que es una condicién necesaria para que sea de gradientes
x Yy

(como veremos en el siguiente teorema).

Teorema 2.3.7. Sea U C R3 un abierto y X = (P,Q, R) un campo vectorial de clase C*
en U. Si X es de gradientes en U entonces

on_o0q oP_oq 0P _oR
oy 0z 0y Oz’ 0z Oz’
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Demostracién. Como X = (P, Q, R), campo vectorial de clase C*, es de gradientes existe
f:U — R de clase C? tal que Vf = X. Entonces

I

P = = .
ox’ oy’ 0z

Q

De lo cual se deduce que

OrR _00f ©of 0f 00f 04
Oy 0Oydz Oydz 020y 0z0y Oz’

Para garantizar que las derivadas segundas cruzadas de f coinciden estamos usando que
f es de clase C? y el teorema de Schwartz. De igual forma se deducen las otras dos
igualdades. O

El siguiente ejemplo muestra que las condiciones del teorema previo no siempre son
suficientes para que un campo vectorial sea de gradientes.

Ejemplo 2.3.4. Sea S =R? — {(0, 0)} y X : 5 — R? el campo vectorial dado por

E
Xtaw) = (5 03 )

Veamos que las derivadas cruzadas coinciden pero sin embargo X no es de gradientes.

—y orP —x*+y?

Plz,y) = 5 —=—">=

ly) =y y2 "0y (22 +4y?)

B T oQ =ty

Q('r?y) - $2+y2 ax - (l_2+y2)2

oP 0
Entonces — = —Q para todo (z,y) € S.

oy  Ox

Para ver que X no es de gradientes en S calculemos la integral de linea de X a lo largo
de la circunferencia unidad dada por a(t) = (cost,sent), ¢ € [o, 27].

27T 27

(—sent, cost)-(—sent, cost)dt = J (sen’t+cos® t)dt = 2w # o.

o

jge Xods = rw X (a(t))-a'(t)dt = J

(o) (0]

Entonces X no es de gradientes.

2.4. Rotor y campos irrotacionales

2.4.1. Rotor

El rotacional o rotor es un operador vectorial sobre campos vectoriales definidos en un
abierto de R3 que muestra la tendencia de un campo vectorial a inducir rotacién alrededor
de un punto.
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Definicion 2.4.1. Sea X : U C R3 — R3 un campo vectorial de clase C*. Definimos el
rotor de X como el campo vectorial rot X : U — R3 dado por

e = (2190 9P _om 0g_ory
- \9dy 0z 0z 0z Ox Oy

si X = (P,Q,R).

Para recordar la féormula usaremos la notacién de “operador”. Simbolo nabla: V =

(6%, a%, %). Utilizando este operador podemos considerar el siguiente producto vectorial

que coincide con el rotor de X

i j k
VAX=|09/0x 0/0y 0/0z
P Q R

Entonces rot X =V N\ X.

Ejemplo 2.4.1. Sea X(z,y,z2) = (zz,y, z) definido en todo el espacio. Entonces
rot X = (0, z,0).

Observacion 2.4.2. Si X : U C R? — R?, lo podemos pensar como un campo en R3 con
tercer componente nula, es decir, X = (P, Q,0). Ahora le podemos calcular su rotor

rot X = (0,0,Q; — Py).

Observacion 2.4.3 (Interpretacion fisica del rotor).

Z
L,
B
—> Y
0 T3
Q

X

Consideremos un rigido B que gira alrededor del eje z. La rotacién se puede describir
mediante un vector @ a lo largo del eje de rotacion, la direccién se escoge de manera que
el cuerpo gire alrededor de @ como en la figura, con longitud w = |||, velocidad angular
del cuerpo B, esto es, la velocidad tangencial de cualquier punto en B dividida entre su
distancia al eje z de rotacién. Sea ) cualquier punto en B y sea [ la distancia de Q) a z

=7 sin6,
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donde 7' es el vector cuyo punto inicial es el origen y cuyo punto final es Q. La velocidad
tangencial 7 de Q se dirige en sentido antihorario, a lo largo de la tangente a un circulo
paralelo al plano xy con radio [, con magnitud

HF’H sinf = wl = wH?’H sinf = HWHH?H sin 0
=T =UWAT.
Debido a la seleccién de ejes, podemos escribir W = w?, 7= CL‘? + y7 + z?, de modo

que . .
TzﬁA?:—wyi +wzx j
y méas aun .
rot v = 2wk = 21.

Por lo tanto, para la rotacién de un cuerpo rigido, el rotacional del campo vectorial de
velocidad es un campo vectorial dirigido paralelo al eje de rotacién con magnitud igual al
doble de la velocidad angular.

Si un campo vectorial X representa el flujo de un fluido, entonces rot X = O en P
significa fisicamente que el fluido no tiene rotaciones o es irrotacional en P; esto es, no
tiene remolinos.

2.4.2. Campos irrotacionales

Definiciéon 2.4.4. Un campo vectorial X es irrotacional si rot X = O.
Ejemplo 2.4.2. Los siguientes campos son irrotacionales.

1. X :R3 — R3 dado por X (z,y,z2) = (z,y, 2).

2. X :R3 — R3 dado por X (z,y,2) = (y,z,0).

3. X :R3 — R3 dado por X (z,y,2) = (z, 2,y).

Propiedades

1. rot(aX +bY) =arot X +brotY, a,b € R.
2. rot(fX) = frot X + Vf A X, f campo escalar.
3. rot(Vf) =osi f es de clase C2.

Demostracion. 1. rot(aX +bY) = VA(aX+bY) = aVAX+OVAY = arot X +brotY.

0 o o o o o
2. 1ot(fX) = VA (fX) = (Y8 — 49 4r o[k ofo _ 9r)

= (f B+ 58— 1P — 92 LP+ [9F — R~ [3E, [.Q + [52 — f,P — 197

= (fyR—£.Q. f.P = R f2Q— f,P) + f (55— 52,58 — 58,52 - 9
=VfAX+ frot X.
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0 0 0 0 0 0
3. rot (Vf) = <8y6{z - Bzafy’ 828fx - Bxafz’ 8:chy - 8y8fz) = (O’O’O) porque f es de clase

C>.

O
Corolario 2.4.5. 57 X es un campo C* de gradientes entonces es irrotacional.

El reciproco en general no se cumple, basta considerar el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.4.3. Sea X(z,y,z2) = (ﬁ, ﬁ,o), y rot X = (0,0,Q; — Py) = 0 porque
Q. = P,. Entonces X es irrotacional. Sin embargo este campo no es de gradientes, basta
considerar € la circunferencia de centro el origen y radio 1 en el plano zy y calcular la
circulacion de X a lo largo de C.

27 27

(—sent,cost) - (—sent,cost)dt = J dt = 2w # o.

o

%@X ds = FWX(OC(t)) Lo (H)dt :J

(0] o

Entonces X no es conservativo y por lo tanto no es de gradientes.

Definicién 2.4.6. Una curva C cerrada (parametrizada por « : [a,b] — U) contenida en
U es homotépica a un punto P en U si existe H : [0,1] X [a,b] — U continua tal que
H(s,a) = H(s,b) para todo s € [0,1], H(0,t) = a(t) : [a,b] - U y H(1,t) = P para todo
t € la,bl.

Intuitivamente, esto quiere decir que € puede deformarse en U de forma continua a un
punto P.

Ejemplo 2.4.4. 1. Si consideramos «(t) = (cost,sint) la circunferencia de centro
(0,0) y radio 1, veamos que es homotoépica a (0, 0). Definimos H : [0, 1] X [0, 2] — R?
como H(s,t) = ((1 — s)cost, (1 — s)sint), fijando s tenemos que H(s,0) = ((1 —
s),0) = H(s,2m), ademés H(o,t) = (cost,sint) = a(t) y H(1,t) = (0,0). Entonces
H es una homotopia entre la cfa. unidad y el origen del plano.

1

2. Consideremos R3 — (0,0, 1) y sea a(t) = (cost,sint, 1) curva que rodea a la singula-
ridad. definimos H : [0, 1] X [0,27] — R3 — (0,0,1) por H(s,t) = ((1 — s) cost, (1 —
s)sint,1 — s), es una funcién continua y verifica que H(s,0) = (1 — s,0,1 —s) =
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H(s,2m), H(o,t) = «(t) y H(1,t) = (0,0,0). entonces H es una homotopia entre la
circunferencia y el origen del espacio.

‘ (0,0,0)

Definiciéon 2.4.7. Un conjunto U es simplemente conexo si es abierto, conexo y toda
curva cerrada contenida U es homotépica a un punto en U.

Ejemplo 2.4.5. 1. R? es simplemente conexo. Basta generalizar la construccién que
vimos en el ejemplo anterior, para probar que toda curva cerrada del plano se puede
contraer a un punto.

2. R? —{P} no es simplemente conexo. Si tomamos una curva cerrada que encierre al
punto P no vamos a poder construir una homotopia que la lleve a un punto ya que
la singularidad nos obstruye el proceso.

3. R3 —{P} es simplemente conexo. Al tener una dimensién mas podemos evitar la sin-
gularidad y contraer cualquier curva cerrada a un punto, repitiendo el razonamiento
visto en el ejemplo anterior.

4. R3— {Pl, cees Pk} es simplemente conexo. Vale igual argumento que el caso anterior.

El siguiente teorema lo veremos para los casos n =2 y n = 3.

Teorema 2.4.8. 5i X : U C R" — R"™ es un campo C* irrotacional y U es simplemente
conexo, entonces X es un campo de gradientes.

La demostracién la veremos mas adelante.

Corolario 2.4.9. 5i X : R3 — {Pl, e Pk} — R3 es un campo C* irrotacional, entonces
X es un campo de gradientes (conservativo).

Ejemplo 2.4.6. Consideremos el campo vectorial F' : R3 — R3 dado por F(z,y,z) =
(y, zcos(yz) + x,y cos(yz)).

1. Veamos que F' es de gradientes. Basta probar que es irrotacional ya que R3 es
simplemente conexo.

rot F' = (cos(yz) — zysin(yz) — cos(yz) + yzsin(yz),0,1 — 1) = (0,0, 0).



60 CAPITULO 2. CURVAS Y SUPERFICIES

2. Hallemos un potencial escalar f, es decir Vf = F.

0
78,}” =y = f(z,y,2) =2y + hly, 2),
X

por otro lado

g‘f =zcos(yz)+ o =x+ gh = zcos(yz) +x = h(y, z) = sin(yz) + (2)
Yy Y

finalmente

g‘i =y cos(yz) = ycos(yz) +1'(z) = ycos(yz).

Por lo tanto, podemos tomar f(x,y, z) = xy + sin(yz).

2.5. Divergencia y campos solenoidales

2.5.1. Divergencia

La divergencia de un campo vectorial mide la diferencia entre el flujo entrante y el
flujo saliente en una superficie que encierra un fluido.

Si el volumen elegido solamente contiene fuentes o sumideros su divergencia es siempre
distinta de cero.

La divergencia de un campo vectorial en un punto es un campo escalar, que se puede
definir como el flujo del campo vectorial por unidad de volumen conforme el volumen
alrededor del punto tiende a cero.

Definiciéon 2.5.1. Sea X : U C R3 — R3 un campo vectorial de clase C*. Definimos la
divergencia de X como el campo escalar divX : U — R dado por

oP  9Q OR
wx o 9P 0@  OR
div 97 + dy + 95
siendo X = (P,Q, R).

Notacion: divX =V - X.

Propiedades
1. div(aX 4+ bY) =adivX +bdivY, a,b € R.
2. div(fX) = fdivX + Vf-X, f campo escalar de clase C*.

3. div(rot X) = 0 si X es de clase C2.

Demostracion. 1. div(@aX +bY) =V (aX +bY) =aV-X+bV-Y =adivX +bdivY.
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2. div(fX) = Z(fP) + & (fQ) + & (JR) = foP + [IE + [,Q + 52 + LR+ [ =
(faP + fyQ + f:R) +f(%—’j+%+%ﬁ) =Vf X+ fdivX.

3. div(rot X) =V - VAX = £ (38— 9Q) + 2 (9291} 2 (52 _ oP)
+

)
_ O°R 92Q o*P 0’R

2p
= bz0y — 9zo: T oyoz — ogor T os0r — =0, porque X es de clase C>.

20y

Q)

O]

Ejemplo 2.5.1. Sea el campo vectorial X (z,y,z) = (e*siny, e” cosy, z), hallar su diver-
gencia.

divX = g (c"siny) + (e cosy) + 7 (2)
e’siny —e¥siny + 1
= 1.

Interpretaciéon fisica de la divergencia: Si X representa el campo de velocidades
de un fluido en movimiento entonces la divergencia de X en un punto P de coordenadas
(z,y, z) dice que:

1. El fluido tiende a alejarse del punto P si: div X (z,y, z) > o.

2. El fluido tiende a acumularse alrededor del punto P si: div X (z,y, 2) < o.

2.5.2. Campos solenoidales

Definiciéon 2.5.2. Un campo vectorial X : U C R3 — R3 de clase C"* es solenoidal si
divX =o.

Ejemplo 2.5.2. Probar que cualquier campo vectorial definido por

F(x,y,2) = (fly, 2),9(x,2), h(z,y))

es solenoidal.

div F(z,y,z) = aax(f(y,z)) + aay(g(:c,z)) + ;Z(h(x,y)) =o0.

Al estudiar el gradiente de un campo escalar vimos criterios que permiten determinar
si un campo vectorial es o no un gradientes. Consideramos ahora la pregunta andloga
relativa al rotor de un campo vectorial. Dado un campo vectorial Y, ;hay un campo X
tal que rot X = Y7
Supongamos que Y = (P,Q,R) y X = (L, M, N). Para resolver la ecuacién rot X =Y
tenemos que resolver el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

ON oM _ 9L ON _ OM 9L

T A T T T T (2.2)
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en las que P, (Q y R son conocidas y L, M, N son las funciones incégnitas.

No siempre es posible resolver tal sistema. Por ejemplo, demostramos anteriormente
que la divergencia de un rotor es siempre cero. Por tanto, para que el sistema (2.2) tenga
solucién en un cierto conjunto abierto S es necesario que

orP 0 OR

or Oy 0z

en todo S. Esta condicién es también suficiente si restringimos convenientemente el con-
junto S en el que se verifica (2.3).

Definiciéon 2.5.3. Sea Y : U C R3 — R3 un campo vectorial, decimos que X : U C R3 —
R3 es un potencial vectorial de Y si:

rot X =Y.

Teorema 2.5.4. SiY : R3 — R3 es un campo de clase C*, entonces existe un campo
vectorial X tal que rot X =Y si y solo si Y es solenoidal (es decir si divY = o en todo
R3).

Demostracion. La necesidad de la condicién divY = o ha sido ya establecida, puesto que
la divergencia de un rotor siempre es cero. Para probar la suficiencia tenemos que encontrar
tres funciones L, M y N que satisfagan las tres ecuaciones (2.2). Intentemos resolver el
problema tomando L = o. Entonces la segunda y tercera ecuaciones 2.2 se transforman en

ON oM
w9 g TR
Entonces "
N(‘T’yvz) :_J Q(tayaz)dt+f(y)z)
y

T

Mlz,y,2) = J Rit,y,2)dt + g(y, )

To
donde cada integracién se efectiia a lo largo de un segmento rectilineo y las “constantes
de integracién” f(y, z) v g(y, z) son independientes de x.
Para hallar una solucién supongamos f(y, z) = 0. La primera ecuacién de (2.2) exige

ON oM
— — —=P 2.4
oy 0z (24)
Segin la eleccion de M y N tenemos
ON OM a (¢ a (* dg
—_— = - — - = 2.

Intercambiando los operaciones de derivacién parcial e integracién tenemos que

8J Q(t,y,z)dt=J 9 Qtt,y, )t
0y )., 2o OY
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o (* T 0
P LO R(t,y, z)dt = JIO %R(t, y, z)dt

Con ello la ecuacién se convierte en

ON oM

TP B dg
e — 20t — ZR(t dt — =2,
oy 0 L { 8yQ( 'Y, 2) GzR( Y, 2) 3,

Como la divergencia es cero, tenemos que

ON OM v dg Jg
— = —P(t dt——==P —P - .
oy 0: L 5p L by, 2)dt — =% = P(@,y,2) — P(xo,y,2) — 5~
. . R g )
Por consiguiente, 2.4 se verifica si elegimos g de modo que e —P(zg,y, 2z). Asi, por
z
ejemplo, podemos tomar
z
9(3/7 Z) = _J’ P(lioa Y, u)du
Zo
Este razonamiento nos lleva a considerar el campo vectorial X = (L,M,N), donde

L(z,y,z) =0y

xT

M(z,y,2) = r R(t,y, z)dt — r P(xo,y,u)du, N(z,y,z)= —J Q(t,y, z)dt

Zo Zo To

2.6. Superficies paramétricas

La primera idea intuitiva de la nocién de superficie es la de ser una deformacion de
una determinada regién del plano. Diremos entonces que una superficie es la imagen en el
espacio R3 de una aplicacién continua definida en una regién del plano. Las coordenadas
de los puntos de la superficie vienen dadas por las componentes de dicha aplicacion, cada
una de las cuales es una funcién de dos parametros.

Definiciéon 2.6.1. Una superficie parametrizada en R3 es la imagen de una funcién
continua @ definida en una regién D C R? que toma valores en R3, esto es,

P : (u,v) € D CR® = &(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) € R3.

Las variables independientes de la funcién @ se llaman parametros de la superficie y
la propia funcién @ recibe el nombre de parametrizacién de la superficie. La imagen
por @ de la frontera de la regiéon D se llama borde o contorno de la superficie. Si @ es
inyectiva, lo que significa que no hay puntos dobles, entonces se dice que la superficie es
simple. A la imagen de & la notaremos por S.
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() curva v=constante

v u= constante

/ f_\ curva u=constante
v= constante

( (u,y

D u y

>

Figura 2.4: Superficie parametrizada

Graficas de funciones

Son superficies definidas por una ecuacién explicita de la forma z = f(x,y), donde f
es una funcién que toma valores reales continua definida en una regién plana D C R>. En
ese caso, los parametros de la superficie son = e y y la parametrizacién viene dada por
P: (x,y) € D CR? = P(x,y) = (z,y, flz,y)) € R3.

Ejemplo 2.6.1. Entre las superficies que son graficas de funciones podemos mencionar
los planos de la forma ax + by + cz = d, siempre que ¢ # 0. Basta considerar @ : R* — R3
dada por

1
@(x’ y) = <J}, Y, E(d —ar — by)) )
claramente es continua y justamente Im @ es el plano deseado.

Ejemplo 2.6.2. El paraboloide hiperbdlico z = x® — y* es otra superficie definifa por el
grafico de una funciéon. Consideremos @ : R*> — R3 dada por

@(x7y) = (l’,y,l‘z 7y2) .

Es claro que esta funcion es continua y su imagen es la superficie deseada.

Superficie de revolucién

Consideremos una curva € contenida en el plano x = 0. Si hacemos girar esta curva
alrededor del eje Oz obtenemos una superficie conocida como superficie de revolucion.

Vamos a obtener una parametrizacion de dicha superficie. Para ello partimos de una
parametrizacién de la curva € dada por la funcién a(t) = (o, y(t), 2(t)) con t € I. Fijado
un punto «(t) de dicha curva, si lo giramos alrededor del eje Oz un angulo 6 € |o, 27],
obtenemos un punto (¢, 0) := (y(t) cos 0, y(t) sin b, z(t)).
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De esta forma obtenemos la parametrizacion de la superficie de revoluciéon S dada por
P (t,0) € I x [o,27] = D(t,0) = (y(t) cos 0, y(t) sin b, z(t)) € R3.

Ejemplo 2.6.3 (Esfera). Si consideramos la semicircunferencia en el plano « = o, centrada
en el origen y de radio r > o, parametrizada mediante la funciéon a(u) = (o, r cosu, r sinu),
T

donde u € [—5, 5], y la hacemos girar alrededor del eje Oz obtenemos la siguiente para-

metrizacion de la esfera
b (u,0) e [—F,F} X [0,2m] C R* = @(u,0) = (rcosucosf,rcosusing, rsinu) € R3
2’ 2

Es interesante observar que con esta parametrizacién se obtienen dos puntos que no son
simples. Concretamente el polo sur y el polo norte de la esfera son puntos multiples. Esta
situacion se presenta siempre que tengamos una superficie de revolucién obtenida a partir
de una curva en el plano x = o que corte al eje Oz.

z

A

(0,0,-r)

Ejemplo 2.6.4 (Cilindro). Consideremos el cilindro de ecuacién 2 + y? = r2, con —1 <
z < 1. En este caso hacemos girar el segmento contenido en el plano z =0, cony =ry
z € [—1,1]. Obtenemos la parametrizaciéon @ : (z,0) € [—1,1] X [0,27] C R® — &(2,0) =
(rcosf,rsin@, z) € R3.
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Ejemplo 2.6.5 (Cono). Consideremos el cono de ecuaciénz®+y? = z>. En este caso hace-
mos girar la recta de ecuacién i 'z parametrizada por «(t) = (o, t,t). Obteniendo

la parametrizacién

@:(t,0) €eR x [0,2w] CR?* — &(t,0) = (tcosh,tsinb, t) € R3

(0,0,0) ZJ

X

Ejemplo 2.6.6 (Toro). El toro de revolucién es la superficie que se obtiene al girar una
determinada circunferencia, contenida en un plano que contiene al eje Oz, alrededor del
eje Oz. Concretamente, si fijamos dos nimeros 0o < b < a y consideremos la circunferencia
en el plano x = o centrada en el punto (0,a,0) y de radio b, entonces llamaremos toro
a la superficie que se obtiene al girar dicha circunferencia alrededor del eje Oz. Teniendo
en cuenta que una parametrizacién de la circunferencia es «(u) = (0,a + bcosu, bsinu),
cuando el pardmetro u € [0, 27], obtenemos que una parametrizacién del toro es

P : (u,) € lo,27]x 0, 2m] C R* — &(u,0) = ((a+bcosu) cos b, (a+bcosu)sinf, bsinu) € R3

zZ

Observacion 2.6.2. De forma andloga a como se ha realizado aqui se pueden obtener
superficies de revolucién con otros ejes de giro. En concreto, consideremos una curva C
contenida en un plano que contiene al eje sobre el que se gira. Si hacemos girar € sobre
este eje, se obtiene una superficie de revolucion.

2.6.1. Plano Tangente

Si s6lo nos conformamos con exigir que la parametrizacion @ sea continua, entonces la
superficie .S puede degenerar en un punto o en una curva. Evitaremos estos casos exigiendo
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que la parametrizacin @ cumpla ciertas condiciones que, esencialmente, significan que, en
cada uno de sus puntos, la superficie admite un plano tangente.

Consideremos una superficie S que estd parametrizada por una funcién
P: (u,v) € D CR* = Pu,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)) € R3.
Sea (u(t),v(t)), con t en un intervalo I C R, una curva regular contenida en D. Entonces
a:tel CR— at) =Q(u(t),v(t) = (x(ult),v(t), y(ult), v(t), z(u(t),v(t) € R3
es una curva contenida en S que se llama curva parametrizada sobre la superficie.

@ z @ (wt),v(t))=oyt)

D

(w(),v(t))
..
& a
X
[ ——

t

s

<v

En particular, se pueden considerar sobre S las curvas que se obtienen al hacer u constante
y v = t, o bien v constante y u = t. Estas curvas se llaman lineas coordenadas sobre
la superficie. La red de lineas coordenadas sobre la superficie corresponde a la red de
lineas rectas paralelas a los ejes en el plano de los pardmetros.

zZ

@ linea
S~ ’,'
v u=cte. /\ /

,,,,,, v=cte. )
‘ linea coord.
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Consideremos un punto A = (ug,vo) = (u(te),v(ts)) de la curva en la regién D y sea
P = «aft,). Si la funcién & es diferenciable, entonces, por la regla de la cadena, tenemos
oP 0P

Oé/(to) = %(onvo)ul(to) + %(UO,UO)Ul(tO) = u/(t())@u(A) + ’Ul(to)@v(A). (26)
Definicion 2.6.3. Sea @ : D C R®* — R3 parametrizaciéon de una superficie S diferenciable
en A = (uo,v,) € R2. Decimos que v es un vector tangente a la superficie en el punto
P = ®(uq,v,) si es vector tangente en dicho punto a una curva sobre la superficie. Es
decir, existe una curva € contenida en la superficie parametrizada por a(t) = @ (u(t), v(t))
tal que a(t,) = Py o'(ty) = v.

v =0(%)

e
to

Entonces la igualdad (2.6) prueba que el conjunto de todos los vectores tangentes a
una superficie en P estd generado por los siguientes dos vectores

{Pu(A),2,(A)}

siempre que estos sean linealmente independientes. Estos vectores &,(A) y @,(A) son
tangentes a las lineas coordenadas @(t,v,) v @(uo,t).

Proposicién 2.6.4. Todos los vectores tangentes a S por ®(uq,v,) son combinacidn lineal

de Dy (A) y y(A).

Observacion 2.6.5. La idea intuitiva que tenemos de lo que es una superficie exige
que en cada punto de la misma exista un plano de vectores tangentes. En consecuencia,
tenemos que imponer que, en cada punto, los vectores @,(A) y @,(A) sean linealmente
independientes, lo que ocurre si, y sélo si, su producto vectorial @, (A) AP, (A) es distinto
de cero, o equivalentemente ||@,(A) A @,(A)| # o. En este caso, este producto vectorial
es un vector perpendicular a toda curva regular contenida en la superficie que pasa por el
punto correspondiente. Decimos en este caso que el punto P = $(A) es un punto regular
de la superficie.
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Proposicién 2.6.6. Sean @ : D C R?* — R3 parametrizacion de S, A = (uq,v,) € D
y P = &(A) punto reqular de la superficie. Entonces, el espacio de vectores tangentes a

la superficie es un plano. Mds aun, es el plano que pasa por el punto P generado por los
vectores O, (A) y P, (A).

A este plano lo notamos como TpS y se llama plano tangente a la superficie S
por el punto P.

Demostracion. Por lo que vimos en la proposiciéon anterior todo vector tangente por el
punto P = ®(ue,v,) es CL de @,(A) y @y(A). Ademds, como P es un punto regular
tenemos que {@u(A),@U(A)} es LI, por lo tanto, el espacio que generan es un plano.
Todavia mas, es el plano por P = &(A) generado por los vectores @, (A) v &, (A). O

Por lo probado anteriormente:
TpS: (X —P)- (D2, (A) NPy (A)) =o.
Donde X = (z,y,2), P=®(A) y A = (uo, vo).

Ejemplo 2.6.7. Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie de ecuacién implicita
z =22 —y? en el punto P = (—1,1,0).

Consideremos la parametrizacién de la superficie dada por @(u,v) = (u,v,u? — v?),
por lo tanto @, (u,v) = (1,0,2u) y @y(u,v) = (0,1, —2v), entonces

Dy N\ Dy = (—2u, 20, 1).
Si consideramos ahora el punto P = (—1,1,0) = &(—1, 1) tenemos que
Dy (A) N Dy(A) = (2,2,1).

Entonces
TPS: ((QU;I%Z) - (_17 170)> : (2727 1) =0,

simplificando, concluimos que TpS : 2x +2y + z = o0.

Ejemplo 2.6.8 (Semiesfera). Consideremos la semiesfera superior de radio r y con centro
en el origen: x® + y*> 4 2°> = r?, z > 0 y tomemos las siguiente parametrizacion:

& :fo,2m] x [o,7/2) — R3
(u,v) +— (rcosusinv,rsinusinv,rcosv)

Dy (u,v) = (—rsinusinv, rcosusinv,o0) y @y(u,v) = (rcosucosv,rsinucosv, —rsinv).
Entonces
Dy (u, v) A\ Dy(u,v) = —r®sinv(cos usin v, sin usin v, cos v).

Dy (u, v) A By(u,v) =0 & v=o.
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Calculemos el versor normal a la esfera en un punto interior arbitrario:
|Po (1, v) A Py (1, v)|| = r? sinv. Entonces

W _ @u(uﬂ)) /\@U(u, U)
[Pu 1, v) N Py (u,v)

i = —(cosusinv, sinusin v, cosv).

Es un vector radial que apunta al centro de la esfera.

z

A

Calculemos el plano tangente a la superficie en el punto P = (1,1,/2), para u =v = 7/4
yr=2.

— _ -1
En este caso tenemos que n' = 7(1, 1, \/5), entonces

TpS : ((z,y,2) — (1,1,V2)) - 7(1, 1,v/2) =0

TpS:x+y+ 2z =4.

Ejemplo 2.6.9. Si la superficie es la grafica de una funcién z = f(z,y), definida en
el conjunto D C R?, hemos visto que se pueden considerar las variables = e y como
pardmetros y obtener asi la parametrizacién

P: (x,y) € D CR* = P(z,y) = (2,9, flz,y)) €R3

en este caso
@x(x,y) = (1’0, f:t:(x,y))7 Q5y(93,y) = (07 17fy(x,y))

por lo que el vector normal viene dado por @, (z,y) APy (z,y) = (—fz(x,y), —fy(z,y),1) ¥,
por tanto, el producto vectorial nunca es cero y todos los puntos son regulares. Por tanto,
el plano tangente a S en el punto (2o, Yo, (%o, Yo)) tiene la forma

_fx(xmyo)(x - 550) - fy(xmyo)(yayo) + (Z - f(xmyo)) =0

es decir z = f(zo, yo) + fx(xmyo)(m - 1:0) + fy(fvmyo)(y - yo)‘

Ejemplo 2.6.10. Para una superficie de revolucién parametrizada por

D(t,0) = (y(t) cosb,y(t)sinb, z(t)),
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donde (¢,0) € I x [0, 27] se obtiene, que
Dy(t,0) = (y'(t) cos0,y'(t)sinb,2'(t)) y Pp(t,0) = (—y(t)sinb,y(t) cosh,o)
De esta forma su producto vectorial es
Dy(t,0) A Pol(t,0) = (—y(t)2'(t) cos 0, —y(t)2'(t) sin 6, y' (t)y(t)).

En particular, obtenemos que [|@:(t,0) APy(t,0)|> = y(¢)2(y'(¢)> +2'(t)?). De esta forma,
el punto &(t,0) es regular si y sélo si, y(t) # o (esto es, la curva € que genera la superficie
de revolucién no toca al eje de revolucién) y el punto (o0, y(t), z(t)) es un punto regular
de la curva €. En particular, si todos los puntos de la curva C tienen primera coordenada
positiva y son puntos regulares entonces todos los puntos de la superficie obtenida son
regulares. Esto es lo que sucede, por ejemplo, con el toro de revolucién. En este caso el
producto vectorial es

Dy (u, 0)\Py(u,0) = (—(a+bcosu)bcosucosd, —(a+bcosu)bcosusin §, —(a+bcos u)bsen u)

y, por tanto, obtenemos que ||®,(u,0) N\ Pg(u,0)]|> = b*(a + becosu)® # o puesto que
a > b > o. Entonces, si se verifica que y(t,) # o, el plano tangente en el punto ®(t,,6,) =
(w0, Yo, %) es

—2'(to) €08 O (x — o) — 2/ (to) sin 0o (y — yo) +y'(to) (2 — 20) = 0.
Por ejemplo, si consideramos el toro parametrizado por
D(u,0) = ((2+ cosu) cos b, (2 + cosu) sin 6, sin ),
donde (u,0) € [o0,27] x [0,27]. En el punto & (%,Z) = (0,2, 1) el plano tangente es z = 1
ya que, en este caso, z(u) =sinuy z' () = cos (§) =o.
2.6.2. Area de superficies parametrizadas

De los temas de geometria, podrian estar familiarizados con las areas de algunas su-
perficies especificas. Por ejemplo, el drea de una esfera con radio r es 4mr?.

Pero jqué pasa si alguien nos da una superficie arbitraria, definida mediante alguna
funciéon paramétrica? ; Como encontrar su area?

La respuesta es utilizar una cierta integral, o més bien cierta integral doble. Esto es
analogo a la forma en la que encontramos la longitud de arco de una curva arbitraria
utilizando una integral de linea.

Definiciéon 2.6.7. Sea @ : D C R?®* — R3 parametrizaciéon inyectiva regular de una
superficie S. Definimos el 4rea de S como:

A(S) = JJD|]@u(u, v) A\ Dy (u,v)||dudv.
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Veamos la justificacién de esta definicién.

A
()
) /\
A
U
| Au
" () Ry [[av
UO
>
U, u, U, U

A(P(Ryj)) = ||Auy N\ Av®y, (ui, vj) || = || Pu A Py (s, v5) || Audv

A(P(Rij)) = ||Pu N Py (ui, vf) || Audv

A@®(D)) = lim S A(®(Ry)) :JJDH@U/\@UHdudv.

Rij—m i,j
Ejemplo 2.6.11 (Esfera). Consideremos la parametrizacion de la esfera dada por

@ :lo,2n] x [o,7] — R3
(u,v) +— (rcosusinv,rsinusinv,rcosv)

Entonces @, = (—r sin u sin v, r cos u sin v, 0) y @, = (r COS U COS vV, T sin u cos v, —r sin v).
||d5u /\Q5U|| =r?sinv.
Entonces, A(S?) = [ [p||@u A Py||dudv =2 [77 du [ sinvdv = 47r2.
A(S?) = 47>,

Ejemplo 2.6.12 (Toro). Consideremos la parametrizaciéon @(u, v) = ((a+bcosu) cosv, (a+
beosu) sinv, bsinu), u,v € [o, 27].
@, = (—bsinucosv, —bsinusinv, bcosu), P, = (—(a+bcosu) sinv, (a+bcosu) cosv,0).
Entonces
| B0 A\ Dy|| = b(a+ beosu).

A(Tz):rJ va (a+ bcosu)du = 4abm>.

o o
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Ejemplo 2.6.13 (Cono). Consideremos la parametrizacién
D(r,0) = (rcosf,rsinf,r),

donde (r,0) € [o, 1] X [o, 27].

Entonces ||®,(r,0) A\ Py(r,0)|| = v/r> 4+ r2cos® 0 + r2sen? 0 = y/2r. De lo que conclui-
mos que:

A(Cono) = rﬂ

o

J Vardrdd = 27r\5J rdr = +/27.

Ejemplo 2.6.14 (Helicoide). El helicoide se genera por una recta que se mueve apoyan-
dose en una hélice y en el eje del cilindro que la contiene, con el cual forma constantemente
un mismo angulo. Consideremos la parametrizaciéon dada como

@ :(r,0) € o,1] x [0,27] C R* — &(r,0) := (rcosb,rsinb, )

Haciendo cuentas obtenemos que ||®,(r,6) A\ ®y(r,0)|| = v/r> + cos? § + sen®§ = /12 + 1.
Por lo tanto

A(Helicoide) = J J Vr2 + 1drdf = 27TJ V2 +1dr = w(y/2 + log(1 + v2)).

o o [e]
A continuacién veremos familias de superficies que admiten férmulas particulares para
hallar su area.
Area de grafica de funciones

Consideremos S una superficie definida por la ecuacién z = f(x,y), donde f es una
funcién diferenciable. Como vimos anteriormente una parametrizacién de la superficie es
P: (x,y) € D CR? - P(z,y) = (x,y, f(x,y)) € R3. Entonces

Qﬁx(%y) = (1707 fr(xay))7 ¢y($>y) = (07 17fy($,y))

Por lo tanto

| @2 (2, 9) A By (@, )| = /1 + 2l y) + f2le,y)

De lo cual deducimos que

AS) = || Vit e+ filep)dady.

Ejemplo 2.6.15. Sea S la superficie dada por z = 22 + y2, 2 4+ y? < 1. Entonces

A(S) = ” \/dedyzj J I TErdrdd = (55— 1)
D

o o

[«
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Area de superficies de revolucion

Sea S la superficie que se obtiene al girar el grafico de y = f(x).

= Si giramos el grifico alrededor del eje x. La superficie que obtenemos se puede pa-
rametrizar por:

P : (u,0) € la,b] x [o,27] C R® = &(u,0) = (u, f(u)cosb, f(u)sinh) € R3
Entonces
Dy (u,0) = (1, f'(u) cosO, f'(u)sing) y Pp(u,0) = (0,—f(u)sinb, f(u)cosh).

Luego
Dy (u, ) A Py(u,0) = (f(u)f'(u),—f(u) cos O, —f(u) sin )

Tomando médulo obtenemos que

as) =" [ e+ st = n [ 15y 5
= Si ahora giramos el grafico alrededor del eje y. La superficie que obtenemos se puede
parametrizar por:
P : (u,0) € la,b] x [o,21] C R* = P(u,0) = (ucosb,usinb, f(u)) € R3
Entonces
Dy (u,0) = (cosf,sinb, f'(u)) vy Pg(u,0) = (—usinb,ucosb,o).

Luego
Dy (u,0) N\ Pg(u,0) = (—uf'(u) cosb, —uf'(u)sin b, u)
Tomando médulo obtenemos que

as) = [ me_ - ﬁ’,u,mdu.

(e] a

2.6.3. Orientacion de superficies parametrizadas

Una orientacién de una superficie S es, por definicién, una funcién continua N : S —
R3 tal que, para cada p € S, N(p) es un vector unitario normal a la superficie S en el
punto p. Cuando existe una tal orientacion, decimos que la superficie S es orientable.

Toda superficie dada como el grafico de una funcién de clase C* es orientable. En efecto,
si una superficie S viene dada como gréafica de una funcién h de clase C'* en un dominio D,
sabemos que una parametrizacién de la misma es la funcién @(z,y) = (z,y, h(z,y)) para
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cada (z,y) € D, por lo tato el vector no nulo @, (x, y) \Py(z,y) = (—fa(z,y), —fy(2,y), 1)
es normal a la superficie en el punto (z,y,h(z,y)) y su norma es

1B, ) APy ()l = /1 + fula,y)? + fy ()2,

Basta entonces definir

1

V1t Fal@y)? + fylo,y)2

N(x7y7z) = (_fw(x7y)7_fy(xay)71)

para todo punto (z,y, 2) = (z,y, h(z,y)) € S, para obtener una orientacién de la superficie

S.

Toda superficie en forma implicita es orientable. Si consideremos la superficie S dada
como

S = {(xayaz) € Q:g(:nayaz) :0}7

donde {2 es un subconjunto abierto de R3 y ¢ es una funcién de clase C* en {2 que se
anula en algiin punto de {2 y cuyo gradiente no se anula en ningin punto de S. Sabemos
entonces que, para cada punto (x,y,z) € S, el vector Vg(x,y, z) es normal a la superficie
S en dicho punto, por lo tanto para obtener una orientacion de la superficie basta definir

_ Vylz,y,2)
IVg(z,y,2)|

Ejemplo 2.6.16. Para obtener una orientacion de la esfera

N(z,y, 2)

Sz{(a:,y,z) €R33(w—a)2+(y—b)2+(z_c)2:r2}

basta definir .
N(:anaz) = 7(x_aay_baz_c)a
T

para todo (z,y,z) € S.

X

Figura 2.5: Orientacién de la esfera de centro el origen y radio r
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Pasando finalmente el caso general de una superficie paramétrica, supongamos que
@ : D C R? - R3 es una parametrizaciéon de la superficie S = @(D), tal que la funcién &
es inyectiva en todo D y verifica que &, A\ &, # o para todo (u,v) € D. En particular &
es una parametrizacién simple y regular. Cada punto (x,y,z) € S tiene la forma @(u,v)
para un tnico punto (u,v) € D. Se puede demostrar que " es una funcién continua de
S en D y obtenemos entonces una orientacién de la superficie S definienda por

VAN S

N = —ulv

(2" (2,y,2)) V(z,y,2) €S.

Como ocurre en los ejemplos anteriores, una superficie orientable ha de ser regular en
todos sus puntos, para que dispongamos de vectores normales en todos ellos. El ejemplo
més conocido de una superficie simple, que es regular en todos sus puntos pero no es
orientable, es la llamada banda de Md&bius.

Figura 2.6: Banda de M&bius

Es natural preguntarse cuantas orientaciones admite una superficie orientable. De en-
trada al menos dos, puesto que si N es una orientacién, -IN es otra. Las superficies que
admiten una parametrizacién simple y regular, no pueden tener mas de dos orientaciones.
Esto es consecuencia del siguiente resultado.

Proposiciéon 2.6.8. Sea N una orientacion de la superficie S = ®(U), donde @ es una
parametrizacion simple y reqular, definida en U C R2. Entonces, se verifica que

By Ny = o N(B(u,v)) [P A Dy (2.7)

para todo (u,v) € U donde o es constante, pudiendo valer 1 0 —1. Cuando o = 1 decimos
que la parametrizacion ® preserva la orientacion N mientras que cuando o = —1
decimos que D revierte la orientacion N.

Demostracion. Observamos en primer lugar que basta probar la igualdad (2.7) para (u,v) €
D donde D es el interior del dominio U. Esto es porque los dos miembros de dicha igualdad
son funciones continuas en el dominio U entonces, si coinciden en D también lo habran en
la clausura, que es U.

Para (u,v) € D, por ser la parametrizacién @ regular, tenemos que la funcién @, N\ &,
toma un valor no nulo en el punto (u,v), que es un vector normal a la superficie S en el
punto @(u, v). Por definicién de orientacién, lo mismo le ocurre al vector N(®(u,v)), que
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también es normal a la superficie en el punto @(u,v), entonces estos vectores deberan ser
uno multiplo del otro. Por lo tanto

B, AP,

——————— = +N(P(u,v)).
@ A~ )
Consideremos entonces la funcién A : D — R definida por
b, NP
AMu,v) = HH —N(P(u,v)
@A) )

tenemos que A sélo toma los valores 0 y 2. Pero A es una funcién continua en el dominio
D, con lo que no puede tomar ambos valores. Por tanto, o bien A es nula en D, y se
cumple (2.7) con o = 1, 0 bien \ es constantemente igual a 2 en D, y se cumple (2.7) con
o=—1. O

Veamos ahora por que una superficie orientable que admite una parametrizacion simple
y regular admite exactamente dos orientaciones.

Corolario 2.6.9. Sea S superficie orientable, con orientacion N, que admite una para-
metrizacion simple y reqular. Supongamos que N1 es otra orientacion de la superficie.
Entonces N7 =N o0 N7 = —N.

Demostracion. En efecto, la orientacién Ny también verificard (2.7), es decir
Dy N\ Dy = 0,N1(D(u,v))||Py N Dy,
para todo (u,v) € U, con o, = +1. Por lo tanto
N1 (D(u, ) || Py N\ By|| = oN(P(u,0))||Py A Dy||  V(u,v) € U.
Usando que &, /\ &, no se anula en D deducimos que
N1 (P(u,v)) = TN1(P(u,v)) VY(u,v) € D,

donde también 7 = +1. Finalmente, usando que U es la clausura de D, concluimos que la
igualdad anterior se verifica en todo el dominio U, lo que equivale a decir que N1 = 7N,
como queriamos. ]

Intuitivamente, las dos orientaciones de una superficie se corresponden con sus dos
“caras”, de forma que una orientacién N correspondera a la cara de la superficie en la que
debemos situarnos (se entiende con los pies en la superficie) de forma que, en cada punto
p, el vector normal unitario N(p) apunte hacia arriba. En términos igualmente intuitivos,
una superficie es orientable cuando tiene dos caras. En la practica suele ser facil distinguir
las dos orientaciones de una superficie, como veremos en los ejemplos.

Para una superficie dada como el grafico de una funién el vector normal N(z,y, z) se
caracteriza en tener la tercer coordenada siempre positiva, podriamos decir que el vector
normal apunta siempre hacia arriba. Intuitivamente esta orientacion corresponde a la “cara
superior” de la superficie.
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Orientacion borde

Si S es una superficie orientada con borde 05, la orientacién del borde coherente
con la orientacion de la superficie se puede caracterizar informalmente como aquella en la
que: “Al andar sobre el borde con el vector normal a la superficie apuntando a la cabeza,
la superficie queda a la izquierda”.

0S=C

Si®@:V C R* — R3 parametrizacién y S es una superficie paramétrica dada por
@(U) = S donde U C V, definimos la frontera de S como 95 = ®(9U). Si a: [a,b] — R?
dada por «(t) = (u(t),v(t)) es una parametrizacién de OU recorrida en sentido positivo
(dejando la regiéon U a la izquierda), 0S es la curva cerrada simple regular (o regular a
trozos) orientada que es la imagen de la funcién 7 : [a,b] — R3 dada por la composicion
n(t) = @(a(t)), con la orinatacién inducida por la de n. Si S es orientada y & preserva la
orientacion, entonces, la orientacion de 0S inducida por 7 es coherente con la de

S.
@ ZA
/\ I
2

v U
<
& [
g7
o
X
—
a b

Figura 2.7: Orientacién del borde 95 coherente con la orientaciéon de S

Observacion 2.6.10. Se puede comprobar que si @ : U — R3 y ¥ : V — R3 son para-
metrizaciones de S que definen la misma orientacion sobre ella, también definen la misma
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orientacion en 95, y si definen orientaciones opuestas en .S, también definen orientaciones
opuestas en el borde.

También se puede escoger una orientacién de una superficie decidiendo el sentido de
recorrido que debe tener el borde de la superficie. Geométricamente, la relaciéon entre la
orientacion del vector normal y la orientacién del borde de una superficie se rige por la
“regla del sacacorchos”: el sentido del vector normal es el de avance de un tornillo cuya
cabeza fuese la superficie y girase en el sentido indicado en el borde de S.

2.7. Integrales de superficie

Podemos considerar esta nueva integral como el equivalente bidimensional de la integral
de linea, siendo la regién de integraciéon una superficie en vez de una curva.
Definimos las integrales de linea mediante una representacion paramétrica de la curva.
Ahora haremos lo propio con las integrales de superficie. Demostraremos luego que, bajo
ciertas condiciones generales, el valor de la integral es independiente de la representacién.

2.7.1. Integrales de campos escalares

Definiciéon 2.7.1. Sea S una superficie con parametrizacion @ : U C R* — R3 de clase
C'ysea f: S8 CR3 — R un campo escalar continuo. Definimos la integral de f sobre
S como

[ sas= [ seotu.enieuin e Aot

Las interpretaciones fisicas de estas integrales son variadas. Por ejemplo, un campo
escalar f: .S C R3 — R puede representar la densidad de masa por unidad de superficie de
un material de grosor despreciable que estd distribuido sobre una superficie S, y entonces

” fdS seria la masa total de dicho material.
S

Estudiemos ahora la independencia de la parametrizacién escogida de estas integrales.

Lema 2.7.2. Sean ®:U CR* - SCR3 y¥:V CR*> - S C R3 dos parametrizaciones
de clase C* de una misma superficie S, y sea h : V. — U el difeomorfismo de clase C*
definido por h = @~* o W. Denotemos h(x,y) = (hi(z,y), ho(x,y)). Entonces

I(hy, hs)

Wz /\Wy - (@u/\@v)m,

donde 20l2) genotq el jacobiano de h.
A(z,y)

Demostracion. Por la regla de la cadena tenemos

_87@_87415(%1 +8£8h2
 9xr  Ou Ox ov Ox

L2
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y también
_ OV 0P 0Oh, 0P Oh,

= = + )
YO0y  ouody  Ov oy

Multiplicando vectorialmente los miembros de la derecha de ambas igualdades, y utilizando

las propiedades del producto vectorial tenemos que

(0D 0d\ (ki hy)
710 = (5 ) e

ou’ v
que es lo que queriamos. O

Teorema 2.7.3. Sean®:U CR2 > SCR3 y¥:V C R® = S C R3 dos parametrizacio-
nes de clase C* de una misma superficie S, y sea f: S — R un campo escalar continuo.
Entonces

|| £@u oot o) A o)duds = || r@tea)|12ela) Ay o) dady.
Es decir, la integral ” fdS no depende de la parametrizacin escogida.

S

Demostracion. Denotemos h = (hy,h,) donde h = &' o W. Se tiene que ¥ = P o h, y
aplicando el teorema del cambio de variable junto con el lema anterior obtenemos

Jn [ (D(u,v))||Pu(u, v) A Dy(u,v)|dudv =
Ju

”V F(@(hlz,9)) [@u (e, y)) Ao (Al y))]] |6@(’€LZZT)

v f(!p(l’, y)) H!px(xa y) N pr(x, y)dedy

dxdy =

Propiedades de las integrales de superficie de campos escalares

1. Sea S una superficie paramétrica, f, g dos campos escalares continuos en S, y o, 3 €
R. Se verifica entonces que

o s = ] g s

2. Si para todo (z,y) € S se verifica que f(z,y) < g(z,y), siendo S una superficie
paramétrica y f y g campos escalares continuos en S entonces

o s
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3. 51§ =5,US, disjuntas salvo quizas puntos del borde, entonces

s s s

4. Sean S una superficie paramétricay f : S — R un campo escalar continuo. Tomemos
una constante M > o de forma que |f(z,y, z)| < M para todo punto (z,y,z) € S.
Entonces

UL de‘ < MArea(S).

Ejemplo 2.7.1. Sea f(x,y,z) = /22> + y> + 1 un campo escalar y

S = {(m,y,z) ER3:x=rcosb,y=rsenf,z=0: 0 € o,2n], r € o, 1]}.

Hallar ” fds.
S

Consideremos la parametrizaciéon @ : [0, 27] x [0, 1] — R3 dada por
D(r,0) = (rcosf,rsend, o).
Entonces
D, (r,0) = (cosb, senb,o0), Py(r,0) = (—rsenb,rcosb,1)
= &, NPy = (sen6,—cos0,r) y || N Py|| = V1 + 12
Por otro lado f(®(r,0)) = /1 + 2. Entonces

”S Jd5 = ”U F(@(r, 0))||@r N\ o||drdb = r“ Jl(l +r?)drdf = 2w <r + 7;)

o o

(+5)=3
=2m(1+ — | = —m.
3 3

Ejemplo 2.7.2. Sea S la esfera unidad z* + y* + 2 = 1. Hallar

|] zas.

d:lo,27] x [o,7] — R3
(u,v) +— (cosusenwv,senusenv,rcosuv)

1

o

Consideremos la parametrizacién

Para esta parametrizacion sabemos que
|©0 A Py = sen o,
y f(@(u,v)) = cos®v. Entonces
w o

” 22dS = J J cos® vsenvdudv = QWJ cos® vsenvdv = —.
S

o Jo (6} 3
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Observacién 2.7.4. Si S es una superficie dada por la gréifica de z = g(z,y) con g de
clase C* definida en D y f funcién continua sobre S entonces:

Hs fds = ”D f(x,y,9(z,v)) \/mdxdy.

Ejemplo 2.7.3. Sea S la superficie dada por z = 22 + y en [0,1] X [—1,1], encontrar

|| aas.

” xdS = ﬂ 1+gx+g dxdy:J Jm 1+ (2x)% + 12dzdy
S 1Jo
= J J T2 + 422 d:z:dy-zJ V2 + 4x2dx
—1J0O
= QJ fdu—\[ f

Observacién 2.7.5. Si S tiene densidad de masa m(x,y, 2) en (z,y, z). Entonces su masa
total es:

M(S) = ”S m(x,y,z)dS.

Ejemplo 2.7.4. Sea S el helicoide con parametrizacion ®(u,v) = (ucosv,usenv,v) en
[0, 1] X [0, 27] con densidad de masa en (x, v, z) igual al doble de la distancia al eje. Hallar
la masa total de S.

m(z,y,2) = 2¢/22 + y? y || Py A\ Pu| = /1 + u. Entonces
M(S) = ” 2udS = J J 2u/1 + u2dudy = 27TJ 2uy/1 + urdu = gw(g\/i— 1).
S o) o

(o)

2.7.2. Integrales de campos vectoriales

Definicion 2.7.6. Sea @ : D C R®* — R3 una paramatrizacion regular de Sy X : § — R3
un campo vectorial continuo. Definimos la integral de X sobre ¢ como

JLX 45 = ”DX (B(u, v)) - (Puu, v) A Py(u,v))dud.

Ejemplo 2.7.5. Sea S = &(D) superficie con D = [o,27]| x [o,7], donde ®(6,¢) =

(cos B seng, senf seng, cos ¢). Calcular H r-dSconr = (x,y,z2).
@

JL rodS = ﬂD r(8(6,0)) - (@9 A By) oo,

cosfsenp senflseng coso
r(P(0,9)) - (Pg NDy) =| —senfseng cosf seng 0 = —sena.
cosfcos¢ senfcos¢ —seng

Entonces H r-dsS = —J J sengdfd¢ = 27 cos ¢\§= -
&

o Jo
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Teorema 2.7.7. Sean S una superficie orientada, ® : D C R* - R3 y ¥ :V C R* —
R3 dos parametrizaciones requlares de S que preservan orientacion. Si X es un campo

vectorial continuo entonces
“ X.dS:” X -dS.
o) v

Demostracion. Como las dos parametrizaciones preservan la orientacién tenemos que

PuNDy WA,
[Pu A Py | [ @ Ay |
” X -dS = X (D(u,v)) - (Py(u,v) A Dy(u,v))dudv
3 ‘)ﬁJnU

= X (D(u,v)) - N||@y(u, v) A Dy (u,v) | dudv
U

e

= U(X N)(D(u,v))||Pu(u, v) A\ Dy(u,v)||dudv

= V(X N) (@ (2, y) [|¥a (2, y) A Ey(z,y)||dody

~

e

~

e

= X(W(z,y)) - (Tulz,y) N¥y(x,y))dzdy

R pV

= X -dS.
JJI

O]

Teorema 2.7.8. Sea S una superficie orientada, ® : U C R* — S una parametrizacion
reqular que preserva orientacion y ¥ : V. C R®* — S una parametrizacion reqular que
revierte orientacion. Si X es un campo vectorial continuo entonces

[ x-as=—] x-as

Los resultados previos nos permiten realizar la siguiente definicion.

Definiciéon 2.7.9. Sea S una superficie orientada y @ : U C R®> — S una parametriza-
cién regular que preserva orientacion. Si X un campo vectorial continuo definido sobre S
definimos el flujo de X sobre S como:

JLX-dS:”@XdS.

Proposicion 2.7.10. Si S es una superficie orientada y X es un campo continuo definido

sobre S entonces
” X-dS:” X - NdS.
S S
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Demostracion. Sea @ una parametrizacién que preserva orientacion.

JJX~dS = MX-dS
S We
= X (D(u,v)) - (Pulu, v) A\ Py(u,v))dudv
Ju
_ [ ((pu(uav) /\@U(u7v))
- U:NUX@(%U)) . [Bule. 0) AGo(w.0)] |Pu(w, v) A\ Dy (u, v)||dudv
= (X - N)(D(u,0))||Pu(u, v) A\ Dy(u,v)||dudv
= J[4X - Nds.

Propiedades de las integrales de superficie de campos vectoriales

1. Sea S una superficie paramétrica orientada, X, Y dos campos vectoriales continuos
en Sy «a,f € R. Se verifica entonces que

”S(aX+5Y) -dSa”SX-dSJrBH Y - dS.

S

2. Si S =5,U.S, disjuntas salvo quizas puntos del borde, entonces

”SX-dS:ﬂlX-dS—i—UQX.dS.

3. Sean S una superficie paramétrica orientada y X un campo vectorial continuo en S.
Sea K tal que || X(z,y,z)|| < K para todo (z,y,z) € S, usando la desigualdad de
Cauchy-Schwartz se comprueba que

ULX : dSl < KArea(S).

La integral de un campo vectorial sobre una superficie S suele interpretarse como el flujo
de un fluido que pasa a través de S. Puede imaginarse que S es una membrana porosa
y que el campo vectorial X (z,y,z) = p(z,y, 2)V(z,y, z), donde V(z,y, 2) es la velocidad
del fluido y p(x,y, z) es su densidad de masa, es el vector que nos dice cudnta masa de
fluido pasa por el punto (z,¥, z) en la direccién en que se mueve el fluido, por unidad de
area y de tiempo. Entonces el producto escalar X - N representa la componente del vector
densidad de flujo en la direccién de N, y la masa de fluido que pasa a través de toda S

por unidad de tiempo estard determinada por H X -NdS = H X -dS.
S S
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Ejemplo 2.7.6 (Aplicacion fisica: flujo de calor). Sea T'(z,y,z) la temperatura en un
punto (x,y,z) € S C R3, S una superficie. Si T es C* entonces

o= (21,2001
Oz’ Oy’ 0z
es el gradiente de temperatura, y el calor fluye segtin el campo vectorial X = —kVT donde

k es una constante positiva llamada conductividad. Notar que el flujo de calor, como
cabe esperar, se produce de las zonas calientes hacia las frias, pues —VT apunta en la
direccién donde T' decrece.

La tasa total de flujo o flujo de calor a través de la superficie S viene dada por

mX@.

Consideremos la siguiente funcién de temperatura, T (z,y,z) = 2 + y* + 2°. Sea S la
esfera unidad x* + y* + 2* = 1, orientada segin la normal exterior. Hallar el flujo de calor
a través de S suponiendo que k = 1.

Se tiene que X (z,y,2) = —VT(z,y,2z) = —2(z,y,2). Como N =r = (z,y, 2) se sigue
que X - N = —2(22 + y? + 22) = —2. Entonces

[ Ry -

El flujo de calor es negativo, entonces la temperatura fluye en sentido contrario a la
normal N, por lo tanto X apunta en promedio hacia adentro, es decir el centro se calienta,
hay ganancia de temperatura.

Ejemplo 2.7.7 (Aplicacién fisica: Ley de Gauss). El flujo del campo eléctrico sobre
cualquier superficie cerrada (con normal saliente) es igual a la carga neta encerrada en esa
superficie dividida por la permitividad del vacio.

|| Bras=2

Consideremos el campo eléctrico E(r) = k‘%r a través de la esfera de centro @), radio
ro con la normal N saliente.

r=(X,y,z)

00
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En este caso

E-N:@

7”‘O
:}” E-dS:kQ” dS:@yrrf):zper:Q.
s rs Js S €o

Definicién 2.7.11. Sea S una superficie que es unién finita de superficies paramétricas,
Si,...,5, dos a dos disjuntas o tales que su interseccién es union finita de curvas regulares.
Entonces, si X : S — R3 es un campo vectorial continuo definimos el flujo de X sobre

S como:
” X‘dS:” X-dS‘—i-JJ' X‘dS+~-+‘U X -dS.
S 1 2 n

Ejemplo 2.7.8. Sea S el cilindro con tapas, como se muestra en la siguiente figura,
orientado con la normal saliente.

>y

Esta superficie se obtiene como la unién de tres superficies paramétricas, S = S, US, U
S, donde

Sl :{(x7y7z) € R3 z* +y2 < ,,,272 = CL}’

So ={(z,y,2) €ER3 2 +y> <r® z=0}y

Sy ={(z,y,2) eR3:2° +y*=r*,0< 2z < a}

Veamos como parametrizar a S de forma que las parametrizaciones sean compati-
bles con al orientacién de la superficie. Sean ©,¥ : [o,27) X (0,7] — R3 dadas por
O(u,v) = (vsinu,vcosu,a), ¥(u,v) = (vcosu,vsinu,0) y @ : [o,27) X [0,a] — R3
dada por @(u,v) = (rcosu,rsinu,v), parametrizaciones de S;, S, y S respectivamente.
Veamos que los vectores normales son salientes.

(vcosu, —vsinu, 0) A (sinu, cos u, 0) (0,0,0)
no(uw) = - - = = (O7 o, 1).
’ | (v cos u, —vsinu, 0) A (sinu, cosu,o)|| v
(—vsinu, v cosu, 0) A (cosu,sin u, o) (0,0,—v)

")~ (o poosuo) A (oo~ o
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(—rsinu, 7 cosu,0) A (0,0, 1) (r cosu, rsinu, o) ( ) )
n _ = = (cosu, sin :
P(u) | (=rsinu,rcosu,0) A (0,0,1)|| T SR, 0

Por lo tanto estas son parametrizaciones que preservan la orientaciéon de S, con normal
exterior.

z

e
A n@

Consideremos el campo X : R3 — R3 dado por X (z,¥,2) = (0,0, 2z). Hallar H X -dS.

ol vl

3

Como X 1 ng tenemos que ” X -dS =o.
53

Por otro lado, si calculamos X (¥ (u,v)) = (0, 0,0), entonces ” X - dS = o. Por lo tanto

2

[ xas = [ xeas— | xuas = [ ads—am

2.8. Teorema de Green

El teorema de Green relaciona la integral de linea de un campo vectorial sobre una
curva plana con una integral doble sobre el recinto que encierra la curva. Este tipo de
teoremas resulta muy util porque, dados un campo vectorial y una curva cerrada simple
sobre la cual hay que integrarlo, podemos elegir la posibilidad mas simple entre integrar el
campo directamente sobre la curva o bien integrar la diferencia de sus derivadas parciales
cruzadas sobre en recinto que delimita la curva. Por otro lado, la relacién asi establecida
entre la integral de linea sobre una curva y la integral doble sobre la regién interior a esta
permite a veces obtener informacién sobre una funcién o su integral en un recinto a partir
del comportamiento de la funcién sobre la frontera de dicho recinto.

Antes de enunciar el teorema de Green vamos a precisar qué entendemos por una curva
cerrada simple orientada positivamente. Sabemos ya que toda curva simple tiene dos
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posibles orientaciones, y que éstas son invariantes por reparametrizaciones cuyas funciones
de cambio de variables tienen derivada positiva. Ahora bien, jcémo distinguir entre una
y otra orientacién? ;Qué hacer para privilegiar y reconocer una de las dos? Hay varios
procedimientos para conseguir esto.

Para distinguir el sentido de recorrido de la curva cerrada € en un dibujo hacen falta

tres puntos: indicando el orden por el que se debe pasar por tres puntos. Esto determina
univocamente la orientacion de la curva.
Cuando se trata de curvas planas, hay ademds otros criterios clasicos: se puede decidir si
la curva debe recorrerse en sentido horario o en sentido anti-horario. Por convencion se
suele considerar que el sentido anti-horario es el sentido positivo, y el sentido horario es
el negativo. Y como este criterio es dificil de distinguir si la curva es muy grande, o muy
complicada, también se puede decidir indicando si la regién acotada por la curva debe
quedar a la izquierda segin se recorre la curva (sentido positivo) o a la derecha (sentido
negativo).

Teorema 2.8.1 (Teorema de Green). Sea C una curva cerrada simple reqular a trozos,
positivamente orientada, en R? y sea D la union de la region interior a C con la curva C.
Sea X = (P,Q) : U C R? = R? un campo vectorial de clase C* definido en un abierto que
contenga a D. Entonces

f#c X -ds = ﬂD (Qu — P,)dxdy. (2.8)

(ot 0

Probar (2.8) es equivalente a probar las dos siguientes igualdades

Demostracion.

v

ﬂgc Pdz = —”D g];dxdy. (2.9)
igcgdy::.”;)i:gd$dy. (2.10)

En efecto, si estas férmulas son validas, obtenemos (2.8) suméndolas. Reciprocamente,
si (2.8) es cierta podemos obtener (2.9) tomando Q = o en (2.8), y de forma andloga
obtenemos (2.10), tomando P = o0 en (2.8).

Veamos (2.9) para una clase especial de regiones D

D={(z,y) eR*:a<x<b, fla)<y<gx)}
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donde f y g son funciones reales de clase C* a trozos.

A

v

Esta region D esta limitada por una curva cerrada simple C = 3D regular a trozos que
puede expresarse como concatenacién de cuatro caminos:

C=C,+C,—Cy—C,,

(como es costumbre, los signos negativos que preceden a un camino denotan que se recorre
el camino en sentido opuesto al especificado); aqui, C; estd parametrizado por v,(t) =
(t, f(t), a <t < b; C, lo estd por 7,(t) = (b,t), con f(b) <t < g(b); Cy es v4(t) =
(t,g(t)), a <t < b;y C, viene dado por ~,(t) = (a,t), f(a) <t < g(a). Nétese que, a
lo largo de C, y de C,, x = x(t) es constante, luego do = o sobre estos caminos, y las
correspondientes integrales de linea se anularan, mientras que sobre los restantes caminos
es dr = 1. Entonces se tiene que

fj; Pdsz Pd:n—i—J Pdm—J Pdm—J Pdx =
oD \ . Cy c,

J Pd:c—J
1 03

y por otra parte, aplicando el teorema de Fubini y el teorema fundamental del cdlculo,

—”D g]yjda:dy = —J: Ug(w) (y)dyl dx = Jb [P(z,g9(x)) — P(, f(x))]
b

flz) OY a
b
~ [ Pesunar— [ peegna

a

b b
HM:JP@j@Wﬁ—JP@mﬂML

a a

Combinando estas igualdades se obtiene (2.9).

Ahora probaremos (2.10) para otra clase especial de regién D, limitada por las gréficas
de dos funciones x = p(y), x = ¥ (y), cony < 1. Es decir, ahora tenemos que

D={(z,y) eR*:c<y<d,oly) <z <y},

A

d

y(y)

v
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con ¢, 1 funciones reales de clase C*. Como antes, D esta limitado por una curva cerrada
simple C' = 0D C*" a trozos que puede expresarse como concatenacion de cuatro caminos
regulares a trozos:

C=—C,+CotCy—C,,

donde C, estd parametrizado por 7,(t) = (¢(t),t), ¢ < t < d; Cy es () = (t,¢),
con p(c) <t < (c); Cy es v3(t) = (Y(t),t), ¢ <t < d;jy Cy es v,(t) = (t,d), con
p(d) <t <(d). Alolargo de C, y de C,, y = y(t) es constante, luego dy = o sobre estos
caminos, y las correspondientes integrales de linea son cero; para C, y Cj se tiene dy = 1.
Entonces,

iDQdy:_JlederJsz“J Qdy—J Qdy =

Cy c,
d

Q(so(t),t)dtJrJ Qe(b), ) dt,

Cc

. d
—J‘ Qdy +

Cy

Q@Z—J

c

y por otro lado,

”D @dwdy = Jd _Jw(y) an:n] dy = Jd QW (y),y) — Qle(y),y)] dy

81' c | o(y) 89@ c

d

d
=j Q(w(t),t)dt—J Qo(t), )d;

C &

luego, juntando estas igualdades, obtenemos (2.10).

Con lo probado en los pasos 1 y 2, la formula de Green es valida para toda region D
que sea a la vez de tipo I y de tipo II. Todos los circulos, los rectangulos y los triangulos
constituyen ejemplos de regiones que son de tipo I y I1 simultdneamente.

Para dar la demostracién del teorema en una regién R se efectiia la descomposicién
de R en un numero finito de regiones de tipo I y II, se aplica el teorema a cada una
y se suman los resultados miembro a miembro. Las integrales a lo largo de las fronteras
interiores de las distintas subregiones se cancelan dos a dos (pues se recorren dos veces
en sentidos opuestos), y la suma de las integrales a lo largo de las fronteras exteriores de
dichas subregiones proporciona la integral de linea a lo largo de €. Por tanto, el teorema de
Green es valido para todos estos tipos de curvas. Por otra parte, la suma de las integrales
dobles sobre cada una de las subregiones proporciona la integral doble extendida a todo
R. Esto terminaria de demostrar el teorema. O

Ejemplo 2.8.1 (Ejercicio 1). Integrar el campo F(z,y) = (x,zy) sobre la circunferencia
z® + y® = 1 recorrida en sentido positivo.

Ejemplo 2.8.2 (Ejercicio 2). Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerzas
F(x,y) = (y + 3z,2y — x) al mover una particula a lo largo de la elipse 422 + y? = 4.

Ejemplo 2.8.3 (Ejercicio 3). Hallar el valor de la integral
J (5 — 2y — y°)dx — (2zy — 2°)dy,
e

donde € es el borde del cuadrado [o,1] x [0, 1].
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Figura 2.8: Region limitada por curvas de Jordan

Una aplicacién muy importante del teorema de Green es el calculo de areas de recintos
delimitados por curvas cerradas simples mediante una integral de linea sobre el borde de
dichas curvas.

Corolario 2.8.2 (Calculo de Areas). Si X = (P,Q) tales que Q, — P, = 1 entonces
” (Qz — Py)dady = ” dxdy = A(D) y por lo tanto (aplicando Green)
D D

A(D) = iDX . ds.

Podemos considerar cualquiera de los siguientes campos para hallar el area de D.
(i) X(z,y) = (0,z) para todo (z,y) € R2.
(i) X(z,y) = (-
(iii) X(z,y) = %(—y,z) para todo (z,y) € R2.

y,0) para todo (z,y) € R2.

Entonces

A(D) :J xdy = —J ydx = 1J xdy — ydzx.
oD oD 2 Jap

2 2
Ejemplo 2.8.4. Hallar el drea de la elipse D = {(x,y) e R?: x—z + g;—z = 1}, con a,b > o.
a
Consideremos la siguiente parametrizacion «(t) = (acost,bsent), o <t < 2.

27 27

abcos®t + absen®tdt = ; J abdt = mwab.

[0}

A(D)zlﬂ a:dyydx:;J
D

2 o

Definiciéon 2.8.3. Una curva es de Jordan si es plana, cerrada, simple y C'* a trozos.

Teorema 2.8.4 (Teorema de Green generalizado). Sean C,,...,C, n curvas de Jordan,
satisfaciendo:

(i) Dos curvas cualesquiera no se cortan.
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Figura 2.9: Curva C' en para n = 2

(i) Todas las curvas Cs,,...,C, estin en el interior de C,.
(7ii) Cada C; estd en el exterior de Cj (i # j,i,j =2,...,n).

Sea R la unién de C, con la porcion interior a C, que no estd dentro de ninguna Cj
(j =2,...,n), ver Figura 2.8. St X = (P, Q) es de clase C* en un abierto S que contiene

a R, se verifica:
n

ﬂR(Qx — P,))dady = %Cl X - ds — Z§ X -ds,

j=2 Cj

donde las curvas se consideran con orientacion antihoraria.

Demostracion. Se introducen cortes que transformen R en una reunion finita de regiones
simplemente conexas limitadas por curvas de Jordan, se aplica a cada una el teorema de
Green, y se suman miembro a miembro los resultados. Este procedimiento puede justifi-
carse facilmente para n = 2; el caso general sigue por induccién. Sea C' la curva dada por
a, + o, +ag+a, y R, laregion limitada por C, ver Figura 2.9. Como R, es simplemente
conexa podemos aplicar el teorema de Green y obtenemos

f{; X -ds= ” (Qz — Py)dxdy
C 1
La integral del lado izquierdo se descompone en cuatro integrales, usando al parametriza-
cion de C":
%X-ds:J X-ds—i—J X-ds+J X~d5—|—J X - ds.
C o, o7 Qg

Qg
Sea C' la curva dad por 3, —a, + 8, — @, y R, la regién limitada por ella. Nuevamente,
aplicando Green tenemos que

§, % ds =] (@ R)deay

La integral del lado izquierdo se descompone en cuatro integrales, usando al parametriza-

cién de C':
1; X-ds:J X-ds—J X-ds—i—J X~ds—J X -ds.
! 1 Qy 2 Qo
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Figura 2.10: Regién R del Teorema 2.8.5

Sumando ambas igualdades obtenemos que:
J X-ds—l—J X‘ds—l—‘[ X'ds—l—J' X~d3:JJ (Qx—Py)da:dy—i—“ (Qu — Py)dady
aq 1 Qg 2 1 RE

Entonces

i‘l _§ . Xods = ”R(Qx — P,)dxdy.

Teorema 2.8.5. Sea X = (P, Q) de clase C* en un abierto conexo S C R?, y supongamos
que Qz — Py =o0en S.
Sean C; y Cy dos curvas de Jordan contenidas en S, satisfaciendo:

O

(i) C, estd en el interior de C,.
(ii) Los puntos interiores a C, que son exteriores a C, estdn en S.

Si ambas curvas se recorren en el mismo sentido, entonces

ﬁ; X'ds:§ X -ds.

Demostracion. Basta aplicar el teorema de Green generalizado con n = 2 a la regiéon R
constituida por los puntos situados entre C; y C, junto con las propias curvas, ver Figura

2.10:
% 1 % 2 X - ds = ”R(Qw — Py)dzdy = ”R odxdy =0

% X'ds:§ X -ds.
1 C12

Entonces

O]

Este resultado se puede expresar diciendo que si OP/0y = 0Q/0x en S entonces el
valor de una integral de linea a lo largo de una curva de Jordan contenida en S no varia
cuando ésta se deforma en otra curva de Jordan en S de manera que todas las curvas
intermedias permanezcan dentro de S.
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Ejemplo 2.8.5. Sean P, ) dos campos escalares de clase C* que satisfacen 0P/0y =
0Q/0x en todo el plano excepto en tres puntos. Sean C,, C,, C; las tres circunferencias
centradas en dichos puntos y C la curva que rodea a C, y (5 que se muestran en la
siguiente figura, y sea I = §Ck Pdx+ Qdy (k = 1,2,3). Supongamos que I, = 12, I, = 10

eIy =15.

C C

(i) Hallar jE Pdz + Qdy.
C

(ii) Dibujar una curva cerrada I" a lo largo de la cual % Pdx + Qdy = 1.
r

(i) Si I, = 12, I, = 9 e I; = 15, ;puede existir alguna curva cerrada I" tal que

% Pdz + Qdy = 17
r

(1)% Pd$+Qdy:F£ Pd:ﬂ—i—Qdy—% Pdr+ Qdy =1, —I; =12 —15 = —3.
C C

1 3

(ii) Basta considerar I' como se muestra en la siguiente figura

# Pdrx+Qdy=1,+1;—1, —I, =10+15—12—12 = 1.
r
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(iii) Si existe tal curva entonces deben existir a,b,c € 7Z tales que al, + bl, + cl; =
12a + 9b+ 15¢ = 1, entonces 4a + 30+ 5¢ = é, donde el primer término estd en Z y
el segundo en Q —Z lo cual no admite solucion. Entonces no existe una curva I" con

esa propiedad.

2.9. Teorema de Stokes

El teorema de Stokes es una generalizacion del teorema de Green en cuanto que re-
laciona la integral de un campo vectorial sobre una curva cerrada que es borde de una
superficie global con la integral de su rotor en dicha superficie.

Teorema 2.9.1 (de Stokes). Sea S wuna superficie en R3, regular, orientada segin el
vector normal unitario n, con borde una curva reqular o regular a trozos, cerrada, simple,
orientada coherentemente con la orientacion de S. Si X es un campo vectorial C* en algun
abierto que contiene a S U OS. Entonces

” rotX-dS:J X -ds.
S oS

Teorema 2.9.2 (de Stokes para superficies parametrizadas). Sea C' es una curva plana,
reqular a trozos, cerrada, simple, orientada en sentido antihorario y designamos por U
a la componente conexa acotada de R®> — C'. Supongamos que @ : V C R*> — R3 es una
parametrizacion en algun abierto V que contiene a U U C y sea S = ®(U). S es una
superficie paramétrica y 0S = ®(C), el borde de S, una curva reqular a trozos, simple,
cerrada. La orientacion de 3OS queda determinada por la de C = OU wvia & y S estd
orintada con vector normal dado por @. Si X es un campo vectorial C* en algin abierto
que contiene a S UOS. Entonces

” rotX-dS:J X -ds.
S oS

Demostracidn. Sea « la parametrizaciéon de C' dada por a(t) = (u(t),v(t)) (¢ € la,b]). Si
X = (P,Q, R) entonces

_ _(9R_9Q 9P OR 3Q_3P>
rOtX_V/\X_<8y 0z 0z 0Oz’ 0x Oy)

Por otra parte, si @(u,v) = (X (u,v),Y (u,v), Z(u,v)) ((u,v) € U) entonces

oA <a(Y, Z) 8(Z,X) d(X, Y))

O(u,v)’ O(u,v)’ Ou,v)

Necesitamos probar

” s ” <6R_8Q oP  OR aQ_aP) ‘ (8(Y,Z) 0(Z,X) 9(X,Y)
S g \oy  0z70z ox’ox Oy O(u,v)’ d(u,v) " Ou,v)

= J Pdzx + Qdy + Rdz.
oS

) dudv
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y para esto basta demostrar las tres igualdades siguientes

OPO(Z,X) OPO(X,Y) 0
ij[az ou,0) 0y u,v) | T | T
JQAX,Y) 0QoY.Z)] . . [

”U oxr O(u,v) 0z I(u,v) | ducv = Jas Oy
ORO(Y.Z) OROZX)] . . [
”U Dy Owv) Oz Ou,0) ) T, B

Probaremos sélo la primera igualdad, ya que las dos restantes admiten un razonamiento
analogo.

Como 7n(t) = P(a(t)) = (X (u(t),v(t)),Y (ul(t),v(t)), Z(u(t),v(t))) (t € la,b]), se tiene

rb
J Piz = [ (PM®),0,0) - 1/(t)dt
” I 0X aX
— P @ ! i)
I (@(alt))) <6uu 0+ v (t)) dt
[ 0X 0X , 0X 0X
= dap(Oé(t)) (81},7 81)) ’a(t) xes (t)dt = Jcp <8udu + 8@(11]),
siendo p = P o @.
Ahora aplicamos el teorema de Green al campo plano p (%—f, %—f) sobre la curva C'y la
regién U de la cual es frontera.
0X 0X ([0 0X 0 0X
Jor Getnr o) = ||, [ (0%, ) — 55 (v, )] auar

] <8u ov +p8u8v p@v@u ov Ou
[ (orok _aody
Oou Ov v du uav

apoxX ~ #PX = PX aan>

JJU

Recordando que p(u,v) = P(X (u,v),Y (u,v), Z(u,v)) tenemos que

[[ (2o 0%y g
7 \Ou dv  Ov Ju N

Il

<8P8X OP oY apaz>ax (apax oP oY aPaZ)aX

9z ou "oy ou T dzou) dv \ar av dy v " 0z dw au}d“d”

o

_H PPﬁ{Z,X)_@P@(X,Y)
~ o Loz o(u,v) 9y B(u,v)

} dudv.
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Ejemplo 2.9.1. Calcular la circulacién del campo de velocidades de un fluido F'(x,y, z) =
(tan™*(22), 3w, e3* tan z) a lo largo de la interseccién de la esfera 22 + y? + 22 = 4 con el
cilindro z* + y*> = 1, con z > o.

Apliquemos el teorema de Stokes. Para ello veamos que da el rotor de F':
rot(F) = (0,0, 3).

La superficie sobre la cual vamos a trabajar es el casquete que resulta de interceptar la
media esfera con el cilindro, que admite la siguiente parametrizacién:

(r,0) = (rcosf,rsinh,\/4—1r2), 0<r <1, 0<6 <o

El vector normal a la superficie es

U, Ny = ( cos 0, sin 9,7“) .

7,,2 ,,,.2
V4 —r? Va—r?
Como la coordenada en z es positiva el vector normal es saliente a la superficie que es la
orientacién compatible con la orientacién dada en la curva.

J F-ds-” rotF-n—” rotF~(WT/\1/Jg)drd6—J J grdrdf = 3.
C S D

0o Jo
Ejemplo 2.9.2 (Ley de Faraday). Una ley bésica de la teoria electromagnética es que

si E(t,z,y,2) y B(t,z,y, z) representan los campos eléctrico y magnético en el tiempo t,
entonces

oB
ot’

donde rot F se calcula manteniendo ¢ fijo. Esta es una de las ecuaciones de Maxwell.

rot B = —
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Usemos el teorema de Stokes para determinar lo que esto significa fisicamente. Supon-
gamos que S es una superficie a la que se aplica el teorema de Stokes. Entonces

J E-ds:” rotE-dS:—” 8—B'alS
a8 S g Ot

0
- 21| B-ds.
ot ﬂs

(La ultima igualdad se puede justificar si B es de clase C*). Asi, obtenemos

J E-ds:—aﬂ B.ds.
Py ot ))s

Esta igualdad se conoce como ley de Faraday. La cantidad J E - ds representa el voltaje
oS

alrededor de 0S. Ademas, ” B - dS se llama flujo de B, o flujo magnético. Si 0.5 repre-

S
senta un cable, la ley de Faraday dice que el voltaje inducido en el cable es directamente
proporcional a la rapidez con la que cambia en el tiempo el flujo magnético que atraviesa
una superficie cualquiera que tiene por borde a dicho cable.

Ejemplo 2.9.3 (Ley de Ampere). La circulacién de un campo magnético a lo largo de
una linea cerrada es proporcional a la intensidad neta que atraviesa el area limitada por
dicha linea.

Si J densidad de corriente eléctrica, B campo magnético inducido y S superficie con borde
C, tenemos que

B-ds = circulacién del campo magnético alrededor de C,
C

I= H J-dS = corriete total que atraviesa S,
S

la ley de Ampeére dice que

J B-ds:u(,” J-dS = pol,
C S

donde p, es la constante de permeabilidad magnética del vacio.
Una de las ecuaciones de Maxwell establece que

rot B = e dJ.

Veamos como deducir la ley de Ampeére de esta ecuacién, usando el teorema de Stokes.

J B-ds:” rotB-dS:” ,uOJ-dS:,uOH J-dS = pol.
C S S S

Teorema 2.9.3. Sea X : U C R3 — R3 campo C*, donde U e simplemente conexo. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. ICX -ds = 0, para toda curva cerrada simple contenida en U.
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2. El campo X es de gradientes, es decir, existe f: U C R3 — R de clase C?, tal que
Vf=X.

3. X es un campo irrotacional, es decir, rot X = o.

Demostracion. 1) = 2) = 3, ya lo sabemos. Sélo falta probar que 3) = 1).
Sea C' curva cerrada simple contenida en U, como U es simplemente conexo existe una
superficie S contenida en U con borde C. Por lo tanto, aplicando el teorema de Sotokes,

concluimos que
J X‘ds:” rot X - dS = o.
C S

2.9.1. Interpretacion intrinseca del rotor

Existe una férmula intrinseca del rotacional, que en ocasiones se usa como definicién
del rotor. Dicha féormula es:

, 1

donde S, y C, son una superficie que contiene al punto P y su frontera respectivamente.

Consideremos un punto P y un vector unitario n. Denotemos por S, el disco de radio
p v centro P, el cual es perpendicular a n.

Por el teorema de Stokes:

” rotX-dSzH rotX-ndS:J X -ds,
Sp S, 95y

P

donde 05, tiene la orientacién inducida por n. No es dificil mostrar que existe un punto
Q en S, tal que

Hs rot X - ndS = [rot X(Q) - n(Q)] A(S,)

P
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(éste es el teorema del valor medio para integrales). Entonces

1 1
lim J X-ds = lim——— JJ rot X - dS
p—0 A(Sp) ds, p—0 A(Sp) S,

— /1)1_% rot X (Q) - n(Q)

= rot X(P) - -n(P).

De lo cual concluimos que

2.9.2. Aplicaciones del teorema de Stokes

El teorema de Stokes puede extenderse a regiones regulares simples mas generales. Si
U es una regiéon multiplemente conexa (con un nimero finito de agujeros) y @ : U — S es
una parametrizaciéon. Entonces S tendréd la misma cantidad de agujeros.

Siguiendo el mismo razonamiento usado en la demostracién del teorema de Stokes, pero
aplicando el teorema de Green generalizado, la suma de las integrales sobre las componen-
tes frontera de la superficie con los signos adecuados (dependiendo de la orientacién de
la superficie), tomadas sobre las imagenes de las curvas que forman parte de la frontera
de U coincide con la integral sobre la superficie del rotor del campo. Por ejemplo, si U
tiene frontera como se muestra en la figura y las curvas se recorren en el sentido que se
ilustra, donde la parametrizacién @ es compatible con la orientacion de S, la identidad del
teorema de Stokes toma la forma

JJ rotX-dS:J X-ds—{—J X-ds—i—J X-ds—i—J X -ds.
S C Cl 2 C3



2.9. TEOREMA DE STOKES 101

Consideremos superficies regulares no simples y veamos como aplicar el teorema de
Stokes en ellas.

Consideremos primero el cilindro dibujado en la siguiente figura.

Lor LR
B L

Es la reunién de dos superficies paramétricas regulares simples S; y 5, imagenes de dos
rectangulos adyacentes R, y R, a través de las aplicaciones @, y &,, respectivamente.

Si 7, describe la frontera I} de R, positivamente orientada y 7, la frontera I, de R,
también orientada positivamente, las funciones p, y p, definidas por

P1 (t) = 451 (71 (t))a pz(t) = ¢2 (72(“)7

describen las imagenes C, y C,, de Iy y I, respectivamente. Si aplicamos el teorema de
Stokes a S; y a S, y sumamos las dos identidades obtenemos:

” rotX—dS+H rotX-dS:J X-ds+J X -ds. (2.11)

Representemos con @ la aplicacién de R, U R, que coincide con @, en R, y con &, en R,.
Por consiguiente, la suma de las integrales de superficie del primer miembro de 2.11 es

igual a
” rot X - dS.
S1US,

En este ejemplo, las representaciones ¢, y &, pueden elegirse de modo que p, y p, de-
terminen direcciones opuestas en cada arco de la interseccion C, N C,, como indican las
flechas en la figura. Las dos integrales de linea del segundo miembro de 2.11 pueden re-
emplazarse por una suma de integrales de linea a lo largo de las dos circunferencias C| y
C! que forman el borde superior e inferior de S, U S,, puesto que las integrales de linea a
lo largo de cada arco de la interseccion C, N C, se cancelan. Por lo tanto, la ecuacién 2.11

puede escribirse como
” rot X - dS = J
S, US> C

Las dos circunferencias C| y C/ forman la frontera completa de S, U S,. La ecuacién 2.12
expresa la integral de superficie de rot X sobre S; U S, como una integral de linea sobre

X-ds+J X -ds. (2.12)
C;

/
1
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la frontera completa de S; U S,. Esa ecuacion es la extension del teorema de Stokes a un
cilindro.

Otra superficie orientable es la esfera dibujada en la siguiente figura.

n;

Es la unién de dos superficies paramétricas simples (hemisferios) S; y S,, que pueden
considerarse iméagenes de un disco circular del plano xy a través de las aplicaciones @, y
@,, respectivamente. Damos a ¥, p,, p,, C;, C, con el mismo significado que en el ejemplo
anterior. En este caso las curvas C; y C, estan identificadas por la aplicacién @ (coinciden
a lo largo del ecuador), y la superficie S; U S, se llama cerrada. Ademads, N, (orientacion
de S,) y N, (orientacién de S,) pueden elegirse de modo que las direcciones determinadas
por p, y p, sean opuestas en C, y C,, como se indica con flechas en la figura. (Esto
ocurre porque S; U S, es orientable). Si aplicamos el teorema de Stokes a cada hemisferio
y sumamos los resultados obtenemos la ecuacién 2.11, como antes. Las normales N, y N,
coinciden en la interseccién C; N C,, y podemos reunir las integrales sobre S, y S, en una
sobre toda la esfera.

Las dos integrales de linea del segundo miembro de 2.11 se cancelan, y nos queda la formula

JJ' rot X -dS = o.
S1USS

Este resultado es valido para toda superficie cerrada orientable.

2.10. Teorema de Gauss

El teorema de Stokes expresa una relaciéon entre una integral extendida a una superficie
y una integral de linea tomada sobre la curva o curvas que constituyen la frontera de tal
superficie. El teorema de Gauss da una relacion entre una integral triple extendida a un
sélido y una integral de superficie tomada sobre la frontera de ese solido. Este teorema
asegura que el flujo de un campo vectorial hacia afuera de una superficie cerrada es igual
a la integral de la divergencia de ese campo vectorial sobre el volumen encerrado por la
superficie. Se trata de un resultado paralelo al teorema de Stokes y al de Green, en el sentido
de que relaciona una integral sobre un objeto geométrico cerrado (curva o superficie) con
una integral sobre una regién contenida (superficie o volumen).

Teorema 2.10.1 (Teorema de la divergencia de Gauss). Sea V' un sélido en R3 limitado
por una superficie orientable S con orientacion dada por la normal unitaria T exterior a
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S.

Si X es un campo vectorial de clase C* en un abierto que contiene a V U S entonces

tenemos
mv div(X)dV = ﬂs X - ds. (2.13)

Demostracion. Bastara establecer las tres ecuaciones

Crr P rr
a—dwdydz = Pn.dS,

JIV oz JJS

o o
—Qda:dydz = Qn.dS,

JIV 8y JJS

‘f OR o
—dxdydz = Rn.dS.

JIJV 82 JJS

y sumar los resultados para obtener 2.13. Comenzamos por la tercera de esas formulas y
la demostramos para sélidos de tipo especial.

Supongamos que V es un conjunto de puntos (z,y,z) que satisfacen una relacién de la
forma

glz,y) <2< flx,y) para(z,y)enT,

siendo T una regién conexa del plano zy, f v ¢ funciones continuas en T tales que g(x,y) <
f(z,y) para cada punto (z,y) en T. Geométricamente, esto significa que T es la proyeccién
de V en el plano xy. Toda recta paralela al eje z que atraviese T corta al s6lido V' a lo largo
de un segmento rectilineo que une la superficie z = g(z,y) a la z = f(x,y). La superficie
frontera S consta de un casquete superior S;, dado en la forma explicita z = f(x,y),
otro inferior S, dado por z = g(x,y); y en algunos casos por una porcién de cilindro Sy
generado por una recta que se mueve a lo largo de la frontera de T" manteniéndose paralela
al eje z, La normal exterior a S tiene componente z no negativa en S; y no positiva en .S,
y es paralela al plano zy en S;. Los sdlidos de este tipo se llaman “proyectables-xy”. (En
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la siguiente figura se muestra un ejemplo.)

X

En él se incluyen todos los sélidos convexos (por ejemplo, esferas, elipsoides, cubos) y
otros muchos que no son convexos (por ejemplo, el toro con eje paralelo al z). La idea de
la demostracién es sencilla. Expresamos la integral triple como una doble extendida a la
proyeccién T'. Entonces demostramos que esta integral doble tiene el mismo valor que la
integral de superficie citada en el enunciado. Comencemos con la férmula

f(zy)
”J %dwdydz = ” U %dz] dxdy.
v 0z T Jgtey 02

La integral unidimensional respecto a z puede calcularse mediante el segundo teorema
fundamental del cdlculo, ddndonos

UJV %dxdydz = ”T [R(z,y, f(2,y)) — R(z,y, g(z,y))]dvdy.

Para la integral de superficie podemos escribir:
” RngdS = JJ' RngdS + ” Rn.dS + H RngdS
s \ . Sy

Sobre S5 la normal n es paralela al plano xy, de modo que n; = o y la integral sobre S
es nula. Sobre la superficie S; usamos la parametrizacién

U(x,y) = (z,y, f(z,y))

y sobre S,
U(z,y) = (z,y,9(z,y)).
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Entonces, como la normal a S; tiene la misma direccién que el vector unitario definido
por la parametrizacion:

” RnydS — JJT Rlw,y, f(z,y)|dedy

1

Como en S, la normal es opuesta a la direccién definida por la parametrizacién se tiene
que

”32 RngdS = _”T Rlz,y, g(z,y)]dzdy.

Por lo tanto

Hs Rn,dS = N"T(R[a:,y,f(x,y)] — R[z,y,9(z,y)])dzdy.

Lo cual termina de demostrar que

J 8—Rdar:dydz = H Rn4dS.
My 0z S

En la demostracién anterior la hipdtesis de que V' es proyectable-xy nos permite expre-
sar la integral triple extendida a V' como una integral doble sobre su proyecciéon 1" sobre
el plano zy. Es evidente que si V' es proyectable-yz podemos razonar del mismo modo y
demostrar la identidad

a—Qda:dydz = @n>dS,
Wy 0y JJs
y si V es proyectable-xz obtenemos
([ OP ([
—dxdydz = Pn,dS.
JIV 8'%' JJS

Asi vemos que el teorema de la divergencia es valido para todos los solidos proyectables
sobre los tres planos coordenados; en particular, para todo sélido convexo. ]

Ejemplo 2.10.1. Sea S = {(x,y,z) ER3:z?2+ 9>+ 2% = 1} y X(z,y,2) = (22,92, 22).

Se tiene: HS X -dS = Jﬂv div(X)dV = JHV (2 + 2y + 22)dV.

Considerando coordenadas esféricas: © = rcosfsin ¢, y = rsinfsin ¢, z = r cos ¢ y recor-
dando que el jacobiano es —r?sin ¢ tenemos que

rT 2T L1
” X-dS = (2 4 2rsinf cos ¢ + 2r sin ¢)r* sin ¢pdrdfde
S e 4 T 2T p1
A
= 2r? sin ¢pdrdfded + J J J 213 8in 0 cos ¢ sin ¢pdrdfdeo
Jo o dp oJo Jo
+ J J 2r3 sin® ¢drdfdeo
9.d0 Jo
rT 2T 1 ) . 4 T 8
= 2r? sin ¢pdrdfdey = = | sin ¢pdop = —.
JOo Jo JoO 3 (0] 3



106 CAPITULO 2. CURVAS Y SUPERFICIES

Ejemplo 2.10.2. Usar el teorema de la divergencia para evaluar

Haw (2* 4y + 2)dS,

donde W es la bola sélida =% + 4y + 2% < 1.

Para poder aplicar el teorema de la divergencia de Gauss, debemos hallar algiin campo
vectorial
X = (Pv Q7 R)

en W con
X -n=z>4+y+=z

En cualquier punto (z,y, z) € OW, la normal unitaria exterior n a OW es
n= ("'E7 y7 Z)

pues en OW, 22+ 9>+ 22 = 1 y el radio vector r = (x,y, z) es normal a la esfera 9W. Por
lo tanto, si X es el campo vectorial deseado, entonces

X -n=Pr+Qy+ Rz.

Hacemos
Pr=2° Qy=vy, Rz=2=2

y resolvemos para P, Q) y R para hallar que
X =(z,1,1).

Calculando div X obtenemos
divX =1+0+0=1.

AsA, por el teorema de la divergencia de Gauss

H@W (2% +y+2)dS = mw AV =V (W) = gw.

Al igual que en Green podemos probar la generalizacién del teorema de Gauss a vo-
ldmenes con mas de una componente frontera. Si todas ellas tienen normal saliente al
volumen, como se muestra en la siguiente figura
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y X : 2 C R3 = R3 es un campo de clase C'* entonces

m div XdV =) ﬂ X -dS.
14 =1 Si
Donde V es el volumen comprendido entre las superficies S;,S,, ..., Sy.

2.10.1.

Ley de Gauss del electromagnetismo

Recordemos que el campo eléctrico generado por una carga viene dado por

g T g (2,9, 2)

E(r) = — .
(T) ATEL T3 4TE ($2 +y2+ 22)3/2

La ley de Gauss afirma que el flujo de E a través de cualquier superficie cerrada que

“ 3 7 : q
encierre” a ¢ es igual a —.

€o

Para probar esta afirmacién comencemos con probar que E es solenoidal (div E = 0)
en todo R3 — {(0,0,0)}.

Entonces

divE =

0X 1/2

- = ($2+y2—|—22) / (x2+y2+22—3w2),
o

0
07

— <$2+y2+22>1/2($2+y2+22—3y2),

— ($2+y2+22)1/2($2 +y2_’_22_322)‘

Dz
o0X v 07
or Oy 0z

(x2+y2+z2)1/2(x2+y2—|—22—3x2+x2+y2—|—22—3y2+x2+y2+22—322)
0.

Sean M y T' como se muestra en la siguiente figura

Queremos probar que E-dS = H E - dS Sea (2 la region entre M y T entonces {2
orT

oM
tiene frontera M U 0T = S. Pero la orientacién en 0T inducida por la normal exterior
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en (2 es opuesta a la obtenida a partir de 7. Entonces aplicando el teorema de Gauss

tenemos que
H E-dS—” E.dszﬂE.dszm div EdV = o.
oM or S )

Entonces el flujo no depende de la superficie. Ademas, previamente hallamos que

” E.-as=21.
oT €o

2.10.2. Interpretacion intrinseca de la divergencia

Sea S(t) una esfera de radio ¢t > o con centro en el punto a de R3, y representemos con
V(t) el volumen delimitado por S(t). Consideremos X un campo vectorial de clase C* en

V(t).

Entonces tenemos
1
div X =lim ———— X -dS.
v Xla) 50 vol(V'(t)) JJS(t)

Veamos como se deduce esta igualdad.
Sea f =div X. Si € > 0 tenemos que encontrar un d > o tal que

Puesto que f es continua en a dado ¢ existe una esfera B(a,d) tal que

<esio<t<h.

f(x) - fla)l < =
2

para todo x € B(a,d).

Por consiguiente, si escribimos f(a) = f(x)+ [f(a) — f(x)] e integramos ambos miem-
bros de esta ecuacién sobre la esfera V (t) de radio ¢ < e, encontramos

fla)volV(t) = J”wt) f(x)dzdydz + ”JVM [f(a) — f(x)]dzdydz=.
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Si aplicamos el teorema de la divergencia a la primera integral triple del segundo miembro
y pasamos este término al primer miembro, obtenemos la relacion,

|f(a) volV (t) — ” X -dS

S(t)

< J” |f(a) — f(x)|dzdydz < EvolV(t) < evolV(t).
V(t) 2

Cuando dividimos esta desigualdad por vol V' (¢) vemos que la igualdad que queriamos es
cierta.

En la demostracion anterior no hacemos uso especial del hecho de que V (¢) fuese una
esfera. El mismo teorema subsiste si, en lugar de esferas, utilizamos cualquier conjunto de
solidos V' (t) para los que el teorema de la divergencia es vélido, con tal que esos sélidos
tiendan hacia a cuando ¢ — o. Por ejemplo, cada V (t) podria ser un cubo inscrito en una
esfera de radio t en torno de a; se aplicaria exactamente la misma demostracién.

De estos dos resultados deducimos la ley de Gauss.
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Capitulo 3

Formas diferenciales

La teoria de las formas diferenciales proporciona una manera conveniente y elegante
de expresar los teoremas de Green, Stokes y Gauss. De hecho, el uso de formas diferencia-
les muestra que todos estos teoremas son manifestaciones de una sola teoria matematica
subyacente y proporciona el lenguaje necesario para generalizarlos a cualquier dimensién.
Como nuestro objetivo principal es mostrar que los teoremas de Green, Stokes y Gauss se
pueden unificar bajo un solo teorema introduciremos formas de manera puramente axio-
matica y no constructiva, evadiendo asi la tremenda cantidad de preliminares algebraicos
formales que por lo general se requieren para su construccion.

Comenzaremos introduciendo el concepto de o-forma.

Definiciéon 3.0.1. Sea U un conjunto abierto en R3. Una 0-forma en U es una funciéon
con valores reales f : U — R suave (C*(U)).

Dadas dos O-formas f y g en U, podemos sumarlas de la manera usual para obtener
una nueva O-forma f + g, o multiplicarlas para obtener la O-forma f.g.

Ejemplo 3.0.1. Sean f(x,y,2) = a2y + yz v g(x,y,2) = ysinxzz dos 0-formas en R3.
Entonce

(f+9)(z,y,2) =2y +yz+ysinzz

(f.9)(z,y,2) =y?xsinzz + y>zsinzz.

Definiciéon 3.0.2. Las 1-formas basicas son las expresiones dzx, dy y dz. En este mo-
mento las consideramos sélo simbolos formales. Una 1-forma w en un conjunto abierto U
es una combinacién lineal formal

o simplemente

w = Pdz + Qdy + Rdz,

111
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donde P, @ y R son funciones suaves con valores reales, definidas en U. Por la expresion
Pdx entendemos la 1-forma Pdx+ody+odz y de manera similar para Qdy y Rdz. Ademés
el orden de Pdx, Qdy y Rdz no tiene importancia, de modo que

Pdx + Qdy + Rdz = Rdz + Pdx + Qdy, etc.

Dadas dos 1-formas w, = P,dx + Q,dy + R,dz y w, = P,dx + Q.dy + R,dz, podemos
sumarlas para obtener una nueva 1-forma w, + w,, definida por

Wy F Wy = (Pl + Pz)d-x + (Ql + QQ)dy =+ (Rl + Rz)dza
y dada una O-forma f, podemos formar la 1-forma f.w, definida por

fw, = (fP)dz + f(Q.)dy + (fR.)dz.

Ejemplo 3.0.2. Sean w, = (z +y?)dz + zydy + e"¥*dz y w, = sinydx + sin zdy 1-formas.
Entonces
W, Fwy = (z+ y2 +siny)dx + (zy + sinx)dy + e*¥*dz.

Si f(z,y,z) = x, entonces
fws = zsinydx + zsin zdy.

dx

dz dy

N

Definicién 3.0.3. Las 2-formas basicas son las expresiones formales dxdy, dydz y dzdz.
Estas expresiones deben pensarse como los productos de dx y dy, dy y dz, y dz y dz. Una
2-forma 7 en U es una expresion formal

n = Fdxdy + Gdydz + Hdzdx,

donde F', G y H son funciones suaves reales definidas en U. El orden de Fdzdy, Gdydz y
Hdzdzx no es importante; por ejemplo,

Fdxdy + Gdydz + Hdzdx = Hdzdx + Fdxdy + Gdydz, ete.

En este punto es 1til notar que en una 2-forma, las 1-formas bésicas dz, dy y dz siempre
aparecen en pares ciclicos (ver la figura), esto es, dxdy, dydz y dzdx. Por analogia con las
0-formas y las 1-formas, podemos sumar dos 2-formas

n; = Fydxdy + Gidydz + Hidzdx,
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i = 1,2, para obtener una nueva 2-forma,
M+ 1. = (Fy + Fy)dxdy + (G, + G,)dydz + (H, + H,)dzdzx.
De manera andloga, si f es una O-forma y si 7 es una 2-forma, podemos tomar el producto
fn=(fF)dzdy + (fG)dydz + (fH)dzdzx.
Finalmente, por la expresion Fdxzdy entenderemos la 2-forma Fdxdy 4 odydz + odzdzx.

Ejemplo 3.0.3. Si n, = x*dzdy + y3xdydz + sin zydzdz y 1, = ydydz. Entonces
M + 1. = 2°dady + (y3x + y)dydz + sin zydzdzx.

Si f(x,y,z) = zy, entonces
fn. = zy*dydz.

Definicién 3.0.4. Una 3-forma bésica es una expresion formal dxdydz (en orden ci-
clico). Una 3-forma v en un conjunto abierto U C R3 es una expresion de la forma
v = f(z,y, z)dzdydz, donde f es una funcién con valores reales definida en U.

Podemos sumas dos 3-formas y multiplicarlas por O-formas de la manera obvia. Sean
v, = frdxdydz y v, = fodxdydz, entonces

vy + vy = (fi + fo)dxdydz.
Si v = fdxdydz y g una-forma, entonces
gv = gfdxdydz.
Ejemplo 3.0.4. Sean v, = ydzdydz y v, = ¢* dxdydz, entonces
Vi v, = (y + e )dadydz.

Si f(z,y,z) = zyz, entonces
fvy = zy’zdxdydz.

Notacién: 2%(U) es el conjunto de k-formas definidas en el abierto U. Con las opera-
ciones vistas anteriormente podemos probar que este conjunto tiene estructura de espacio
vectorial sobre los reales, donde pensamos a los escalares como funciones constantes.

Ahora que hemos definido estos objetos formales (formas), resulta valido preguntarnos
para qué sirven, cémo se usan y, quizd lo mas importante, qué significan. Veamos como
usarlas e interpretarlas.

Una funcién con valores reales definida en un dominio U en R3 es una regla que asigna a
cada punto en U un nimero real. Las formas diferenciales son, en cierto sentido, genera-
lizaciones de las funciones con valores reales que hemos estudiado en calculo. De hecho,
las O-formas en un conjunto abierto U son simplemente funciones en U. Asi, una 0-forma
f manda puntos de U a niimeros reales. Preferimos interpretar las k-formas diferenciales
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(para k > 1), no como funciones definidas en puntos de U, sino como funciones definidas
en objetos geométricos tales como curvas y superficies. Muchos de los antiguos geémetras
griegos consideraron a las rectas y curvas formadas por infinidad de puntos, y a los pla-
nos y superficies formados por infinidad de curvas. En consecuencia hay al menos cierta
justificacién historica para aplicar esta jerarquia geométrica a la interpretacion de las for-
mas diferenciales. Dado un subconjunto abierto U C R3, distinguiremos cuatro tipos de
subconjuntos de U:

(i) puntos en U,

)
(ii) curvas simples orientadas y curvas cerradas simples orientadas en U,
(iii) superficies orientadas S C U

)

(iv) subregiones elementales de U.

3.1. Integrales de formas

3.1.1. Integrales de 1-formas

Definicién 3.1.1. Sea w = P(x,y, z)dz + Q(x,y, z)dy + R(x,y, z)dz una 1-forma en U y
sea C una curva orientada simple en U. Entonces, definimos la integral de w sobre C
como

J w— J Pla,y, 2)dz + Q(a,y, 2)dy + R(z, y, 2)d=.
C C

Ejemplo 3.1.1. Sea w = zydz + y*dy + dz y C la curva parametrizada por (¢2,¢3,1) con
t € [o0,1]. Hallar J w.

J w :J (52t + t05¢%)dt = 3.
C

o 21

AsA es que podemos pensar que una l-forma w asigna a cada curva simple orientada
y a cada curva cerrada simple orientada C en R3 el niimero

Jo=

3.1.2. Integrales de 2-formas

Una 2-forma 7 en un conjunto abierto U en R3 se puede interpretar de manera analoga
como una funcién que asocia con cada superficie orientada S C U un namero real. Esto
se logra por medio del concepto de integracién de 2-formas sobre superficies.

Definicion 3.1.2. Sea n = Fdxdy + Gdydz + Hdzdx una 2-forma y S superficie parame-
trizada por @ : D C R* — R3. Entonces definimos la integral de la 2-forma 7 sobre S
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como:
J n = Fdxdy + Gdydz + Hdzdx
S J
= T (G,H,F)-dS
JJ s
= J F(X’Y) —i—G(Y’Z) —i—H(Z’X)dudv
D (U,U) (U,U) ('LL,U)

Si S estd compuesta por varias superficies paramétricas S;, ¢ = 1,..., k, cada una de ellas

con parametrizacién @;, definimos

k

KR

i=1 V5

Ejemplo 3.1.2. Consideremos la 2-forma n = 2?dzdy y la superficie S semiesfera superior
de radio 1 en R3. Hallar [[¢n.

Sea @(u,v) = (sinwucosw,sinusinv, cosu), con (u,v) € [0,7/2] X [0,27] una parame-
trizacién de S. Entonces

XY 4
J n= ” cos” u( ’ )dudv = ” cos3 usin ududy = —om 2> %
s D (u, v) D 4

77/2:7-r
© 2

Ejemplo 3.1.3. Hallar fs xdydz 4+ ydxdy, donde S es la superficie orientada descrita por
la parametrizacién © = u + v, y = u? — v?, 2 = uv donde (u,v) € [o0,1] x [o, 1].

Por definicién tenemos que

(0 0) = 2(u® +v?)
(()Z’ 1})/)) = —2(u+v)

Entonces:

deydz—i—ydxdy = JJ' 2(u+v)(u? +v?) — 2(u® —v?)(u + v)dudu
S D

= 4H (v3 + uv?)dudv = 4J J (v3 + uv®)dudv
D

o Jo
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3.1.3. Integrales de 3-formas

Finalmente podemos interpretar a las 3-formas como funciones en la regiones elemen-

tales de U.

Definicién 3.1.3. Sea v = f(x,y, z)drdydz una 3-forma y sea R una region elemental en
U. Entonces, definimos la integral de n sobre R como

[ =[] te it

Que es simplemente la integral triple ordinaria de f sobre R.

Ejemplo 3.1.4. Sea n = (z + z)dzdydz y R = [o0,1] x [0,1] x [0, 1], calcular [, 7.

JR 0= ”JR(;U + 2)dedydz = J J J(:c + 2)dedydz
:LL x:—i—za?} dydz :LL (;+z> dydz :L (;—i-z) dz

:[2+Z] _ .

2 2],

3.2. Producto exterior

Estudiaremos ahora el dlgebra (o reglas de multiplicacion) de formas, que, junto con la
diferenciacién de formas, nos permitiran enunciar los teoremas de Green, Stokes y Gauss
en términos de formas diferenciales.

QR x UYL YD)
(w,n) = w/An

Si w es una k-forma y n es una [-forma en U, 0 < k+1 < 3, existe un producto llamado
producto exterior w/\7n que es una k + [-forma en U. El producto exterior satisface las
leyes siguientes:

(i) Para cada k existe una k-forma o, cero, con la propiedad de que 0+w = w para toda
k-forma w y 0 /An = o para toda [-formansio < k+1 < 3.

(ii) (Distributividad) Si f es una O-forma, entonces

(fwr +wa) An = flw An)+ (w2 An).

(iii) (Anticonmutatividad) w An = (—1)*(n Aw).

(iv) (Asociatividad) Siw,, w, y wg son ky, ks y kg formas, respectivamente, con k, + k. +
ks < 3, entonces
wy A (we Awsg) = (wy Aws) Aws.
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(v) (Homogeneidad respecto a funciones) Si f es una 0-forma, entonces
w A (fn) = (fw) An=flw/An).
Nétese que las reglas (ii) y (iii) en realidad implican la regla (v).
(vi) Se cumplen las siguientes reglas de multiplicacién para 1-formas:
de Ndy = dzxdy,
dy/Ndx = —dxdy=(—1)(dx N\dy),

dy/Ndz = dydz=(—1)(dx/N\dy),
dz/N\dr = dzdr=(—1)(dx/N\dz),

drNdr=o0, dy/N\dy=o0, dz/\dz=o,

dzx N (dy N\dz) = (dx Ndy) N\ dz = dedydz.
(vii) Si f es una 0-forma y w es cualquier k-forma, entonces f Aw = fw.

Usando las leyes (i) a la (vii), podemos hallar ahora un producto tinico de cualquier I-forma
n y cualquier k-forma w,sio<k+1<3.

Ejemplo 3.2.1. Mostrar que dx /\ dydz = dxdydz.
Por la regla (vi) tenemos que dydz = dy /\ dz. Por lo tanto

dx N\ dydz = dz /N (dy N\ dz) = dxdydz.
Ejemplo 3.2.2. Sean dx, dy, dz las 1-formas béasicas de R3. Entonces:
(zdx 4+ y2dy) N\ (dz + zdy) = xdx Adz+ z2dz N\ dy + y2dy N\ de + zy*dy A\ dy
= (a2 —y?)dz Ndy

= (2®—y?)dzdy.

(dz 4+ dy +dz) N\ (zdzx + zdy) = xdx Ndx+ zdx N\ dy + xdy N\ dx
+zdy /\ dyxdz /\ dz + zdz /\ dy
= (z—a2)dz Ndy+zdz Ndz + zdz N\ dy

= (2 —2)dzdy + xdzdx — zdydz.
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Ejemplo 3.2.3. Si w = xdzx + ydy y n = zydx + zzdy + xydz, hallar w A 7.
wAn = (zdr+ydy) N (zydx + xzdy + rydz)
= [(zdz + ydy) N (zydz)] + [(zdx + ydy) N (zzdy)]
+[(@dz + ydy) N (zydz)]
= zyz(de Ndx) + zy?(dy N\ dz) + x2z(dz N\ dy) + xyz(dy N dy)
+x2y(dx N\ dz) + zy?(dy /\ dz)
= —zy’dxdy + xzdxdy — x*ydzdr + xy*dydz
= (a2 —y?2)dxdy — 2?ydzdr + xydydz.
Ejemplo 3.2.4. Si w = zdx — ydy y n = xdydz + zdxdy, hallar w /A n.
wAn = (xdr—ydy) /N (zdydz + zdxdy)
= [(zdz —ydy) N (xdydz)] + [(zdz — ydy) N\ (zdzdy))
= (22dz Ndydz) — (zydy /\ dydz) + (xzdz /\ dxdy) — (yzdy /\ dzdy)
= [z2dx A (dy AN dy)] — [yzdy A (dy N\ dz)]
+[zzdx N\ (dz N dy)] — [yzdy N (dz N\ dz)]
= 22dxdydz — [zy(dy N\ dy) N dz]
+[zz(de AN dx) Ndy] — [yz(dy /N dz) N dy]
= x2dzdydz — xy(o Ndz) + zz(0o A\ dy) + [yz(dy N dy) N dx]

= zx?dzxdydz.

3.3. Derivada exterior

El dltimo paso importante en el desarrollo de esta teoria es mostrar como diferenciar
formas. La derivada de una k-forma es una (k + 1)-forma si k < 3 y la derivada de una
3-forma siempre es cero.

Definicion 3.3.1.
d: QFU) = 2 0)
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Si w es una k-forma, denotaremos la derivada (exterior) de w por dw.

tiene las propiedades siguientes:

1. Si f:U — R es una o-forma, entonces

O o Yy 9 4

af = 6:13 Gy 4 0z

2. (Linealidad) Si w, y w, son k-formas, entonces
d(w, + ws) = dw, + dw,

3. Si w es una k-forma y 7 es una l-forma,

dwAn) = (dw A1)+ (—1)F(w Adn).

4. d(dw) = o0 y d(dx) = d(dy) = d(dz) = o, o simplemente d* = o.

119

La operacion d

Las propiedades (1) a (4) proporcionan informacién suficiente para permitirnos diferenciar

de manera tnica cualquier forma.

Ejemplo 3.3.1. Seaw = P(z,y, z)dz+Q(z,y, z)dy una 1-forma en algiin conjunto abierto

2 C R3. Hallar dw.

d[P(x,y, 2)dx + Q(x, y, 2)dy]
— d[P(x,y,2) ANdz] + d[Q(x,y,2) A dy]
— (dP Adz) + [P Ad(dz)] + (dQ A dy) + [Q A d(dy)]
= (dP Adz)+ (dQ A dy)

oP oP 0Q oQ

= (‘9Pd + —dy +d>/\d +(d + Edy —|—d>/\dy

0 oy 0 oy 0

oP 0
= <6wd:v/\d:n)+<8dy/\dx> (8 z/\dw)

+(G2arnay) + (S2aynay) + (fdmdy)

. op op aQ 8@
_[(0Q OP oP oQ
= ( o 8y> dxdy + 5, dzdx 5% dydz.

(usando 2)
(usando 3)

(usando 4)

(usando 1)
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Ejemplo 3.3.2. Si w = P(z,y,z)dx + Q(z,y, 2)dy + R(x,y, z)dz una 1-forma en algin
conjunto abierto U C R3. Hallar dw.

d[P(z,y, z)dz + Q(z,y, z)dy + R(z,y, z)dz]
= d[P(z,y,2z) Ndz] +d[Q(z,y,z) Ndy] + d[R(z,y, z) N\ dz]
= (dP Adx)+ [P Ad(dz)] + (dQ N dy) + [Q Ad(dy)] + (AR Adz) + [R A d(dz)]
= (dP Adz)+ (dQ Ady) + (dR A dz)

oP oP oP

= (d + Ly +d>/\dm+(8Q 0Q 4, 1+ 99

do + —2dy +dz> A dy

0 dy 0 0 dy 0
(ng + ng + ngz> Ndz
= (g];da:/\da:> + <gpdy/\d ) (E;Pd Ndx ) (dea:/\dy>
+ (%dy/\dy) + (dez/\dy) (ngx/\d ) (?;dy/\dz> + (gljdz/\dz)
= —Z—Pdmdy + é;—aizalﬂrz + Z—Qd dy — (Z—Qd dz — g—Rdzd + Z—Rdydz
_ (gi? _ ‘?;;) dady + (%1: 2R> dzdz + (gjj = %Cj) dydz.

Ejemplo 3.3.3. Sea f una o-forma. Usando sélo las reglas de diferenciacién (1) a (3) y
el hecho de que d(dx) = d(dy) = d(dz) = o, mostrar que d(df) = o.
Por la regla (1):

O 4y O gy O,

¥ = ay"” " oz

de modo que

- () o () (L),
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Trabajando sélo con el primer término, usando la regla (3), obtenemos

<8f ) - (af/\d ) d<8f)/\d + A )

ox 0 0 Ox
o (Zhaes Py ZL i) hae
aa;;; dy Ndx + 88,:6]; dz N\ dx
= ;yzaf dxdy + a@;f dzdx.

De manera analoga hallamos que

af _0*f o f
d ( 3y dy) = 920y dxdy 920y dydz

of N f o2 f
((%d ) 020z dzd + Oy0z dydz.

Al sumarlos obtenemos d(df = o por la igualdad de las derivadas parciales mixtas.

Ejemplo 3.3.4. Mostrar que d(dzdy), d(dydz) y d(dzdx) son cero.

Para probar el primer caso, usamos la propiedad (3):
d(dzdy) = d(dx N\ dy) = d(dx) N\ dy — dx N\ d(dy) = o.
Los otros casos son similares.

Ejemplo 3.3.5. Sin = F(x,y, z)dzdy + G(z,y, 2)dydz + H(x,y, z)dzdz, hallar dn.
Por la propiedad (2) dn = d(Fdzdy) + d(Gdydz) + d(Hdzdx). Calcularemos d(Fdzdy).
Usando de nuevo la propiedad (3), obtenemos

d(Fdxdy) = d(F /N\dzdy) = dF /\ (dzdy) + F A\ d(dzdy) = dF /N (dzdy).

dF N (dxdy) = <g§daz g—de + gdz> A (dz N dy)

F F F
a—dx/\ (dx/\dy)} de/\(dw/\dy)} + [adz/\ (dx N\ dy)
Oz oy 0z

Observar que

de N\ (de Ndy) = (de/Ndx)Ndx=o0/\dy=o0
dy N\ (dxNdy) = —dy/\(dyNdz)

= —(dy/Ndy)Ndxr =0/ \dy=o0
dzN\(de Ndy) = (—1)?(dx Ndy)/\dz = dxdydz.
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Por lo tanto
oF

d(Fdzdy) = 3
z

dxdydz.

De manera analoga, hallamos que
H
d(Gdydz) = %dxdydz, d(Hdzdz) = 6—dmdydz.
oz dy
Por lo tanto 9F  8C  OH
dn=|—4+ —+ — | dedydz.
" <8z+8m+6y> rayaz

3.4. Campos en R3

Un campo (diferenciable) en un abierto U de R3 es una funcién F = (P,Q,R) : U C
R3 — R3, con P, @, R de clase C*°. Llamaremos x(U) al conjunto de los campos en U.

Recordar que tenemos las siguientes operaciones entre campos. Si F,G € x(U), defini-
mos F' + G, fG € x(U) mediante

(F+G)x)=Fx)+Gx), (fG)x)=/[f(x)G(x), vxeUl.

Estas operaciones en x(U) verifican las mismas propiedades de los espacios vectoriales y
x(U) es un R-espacio vectorial de la misma forma que lo es £2%(U).

s Si fe(C®(U), se define su gradiente V f = ﬁdaz + gdy + gdz e x(U).
Ox dy 0z
s SiF € x(U), se define surotacionalrot F = VA F = <g§—%§,?§—g};,g§—g§
s Si F € x(U), se define su divergencia divF =V - F = op + oQ + oRr € C*(U).
Jdr Oy 0z

Podemos definir los siguientes operadores

coU) % xU)  xU) % X x(U) C>(U)
f —  Vf F = VAF’ F — V.F

Tenemos formas naturales de ir del espacio de campos al espacio de formas. A consti-
nuacién presentaremos los mapas que permiten hacer esta asociacion. Recordar que nota-
bamos a los campos como F' = (P,Q,R) € x(U).

wg] W;) 2
x(U) — 2(U) . xU) = 22(U) :
F — wf = Pdx + Qdy + Rdz F — wf = Rdxdy + Pdydz + Qdzdx
y

Wl
C>®(U) = B(U)
f — wz]; = fdxdydz.
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Estos mapas son isomorfismos lineales, con las estructuras de R-espacios vectoriales dadas
anteriormente.

Teorema 3.4.1. Si consideramos los siguientes mapas

Entonces, para todo f € C®(U) y F € x(U) se verifica
df =wY! =df, d(wf)=w T, d(w]) =w "

Corolario 3.4.2. Usando que d*> = o y el teorema anterior concluimos que rot(Vf) = o
y div(rot F') = o.

3.5. Formas cerradas versus formas exactas

Definiciéon 3.5.1. Una k-forma w se dice cerrada si dw = o y se dice exacta si existe
una (k — 1)-forma n tal que dn = w.

Notacién: Sea ZF(U) = {w e QFU) : dw = 0} y BF(U) = {w e NFU) 3y €
Qk*I(U)condn:w}.

Observacién 3.5.2. B*(U) c Z*(U).
Sea w € BF(U), entonces, existe n € 2F*(U) tal que dn = w. Por lo tanto, dw = d(dn) = o.
Entonces w € Z¥(U).

Corolario 3.5.3. Si w € 2'(U) entonces, por el teorema previo existe F' € x(U) tal

que w = wI'. Si w es cerrada entonces 0 = dw = d(wy ) = WY Usando que wé) es un

zsomorﬁsmo tenemos que rot F' = 0. Entonces F' es zrrotacional.
De igual forma, si w € 2?(U), entonces w = wf y si esta forma es cerrada tenemos que

0=dw = d(wf) = wgi"F. Entonces div F' = o, es decir, que F es solenoidal.

Corolario 3.5.4. Veamos que podemos decir de los campos asociados si las formas son
ezactas. Si w € 2'(U) entonces, w = wl'. Ademds, por ser exacta existe f € £2°(U) tal
que df = w. Entonces wf' = w =df =wY7, de lo cual deducimos que F =V f, es decir, F
admite un potencial escalar y es conservativo.

Si ahora w € $2°(U) entonces, w = wk y existe n € 2*(U) tal que dn = w. Luego,
aplicando el teorema previo, wth d(le) =dn=w= wf. Entonces, F = rot G, de lo

cual concluimos que F' admite un potencial vectorial.

Vimos anteriormente que toda forma exacta es cerrada, ahora estudiaremos bajo qué
condiciones se cumple el reciproco también, es decir, bajo qué condiciones las formas
exactas coinciden con las formas cerradas. Este problema es importante porque es mucho
mas facil verificar que una forma es cerrada a que es exacta.
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Ejemplo 3.5.1. Sea U =R? —{(0,1)} y w = Y g + * dy € 2'(U).
‘/1:2 +y2 :1;:2 +y2

w es cerrada porque 8( —Y > _9 ( v )
Pord oy \z2+y2)  Orx \x2+y2)
Sea V ={(z,y) e R*:x #£0}CU.

Afirmacién: w es exacta en V. Sea g : V — R definida como g(z,y) = arctan(y/z).

99—y 99w

or  x2+y2 Oy x2+y?

Entonces w = dg.
Afirmacion: w no es exacta en U

Supongamos que existe f: U — R tal que w =df. Como V C U es w =df en V, luego
0 dg 0 0
df:dgenV,esdecira—ic:a—i, a?];—agenv.
Sean V} = {(z,y) € R*:z > 0} y V4 = {(z,y) € R? : & < 0} las componentes conexas
de V. Entonces, existen constantes ¢, ¢, tales que f =g+ c,en Vi y f=g+c¢, en V_.
Sea p = (0,b), b > o.

lim, o+ f(2,b) = lim, o+ arctan(b/x) +c, =T + ¢,
flo,b) =
lim, o f(2,b) = lim,_,,- arctan(b/z) +c¢, = —% +¢,
T T
= —-—te=—"+c = =0¢ —m.
2 2
Sea p = (0,¢), c<o0
lim, o+ f(x,¢) = limgy_ o+ arctan(c/z) +c. = -5 + ¢,
flo,e) =
lim, o~ f(z,¢) = lim,_,, arctan(c/xz) +c, =72 +¢c;

s ™
:>—g—|—62:§+01:>02201+71'.

De estas dos igualdades llegamos a una contradicciéon. Entonces no existe f en U: df = w.

De lo anterior se deduce que para estudiar el problema de cuAjndo un forma cerrada
es exacta importa el dominio de la forma.

Definiciéon 3.5.5. Un subconjunto U de R" tiene forma de estrella si existe un punto
po € U tal que para todo p € U se cumple {tp+ (1—1t)po:t € o, 1]} cU.

Ejemplo 3.5.2. 1. Todo subconjunto convexo de R” tiene forma de estrella. En par-
ticular el propio R™ tiene forma de estrella.
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2. R? —{(z,0) : x > o} tiene forma de estrella (y no es convexo).

Teorema 3.5.6 (Lema de Poincaré). SiU C R™ es abierto con forma de estrella, entonces
para todo k ={o,...,n} se cumple que toda k-forma cerrada en U es eracta.

Demostracion. Para simplificar la notacién haremos la prueba para 1-formas en U C R3
con forma de estrella respecto al origen (0,0, 0).

Sea w = Pdx + Qdy + Rdz € 2'(U): dw = o, entonces Q; = Py, P, = Ry, Ry = Q..
Como U tiene forma de estrella respecto al origen, tiene sentido definir f : U — R mediante

f(X) = Jl xP(tX)+yQ(tX)+ zR(tX)dt, VX = (x,y,z) € U.

Calculando obtenemos:

of

7 x) = ;x J 2P(EX) + yQ(X) + 2R(EX)dt

o

r1

_ a% (#P(tX) + yQ(EX) + 2R(1X)) dt

r1

0 0 0
= P(tX)+ :ra—(P(tX)) + y%(Q(tX)) + za—(R(tX))dt

o x x

- | Puex)+ xa—P(tX)t + ya—Q(tX)t + za—R(tX)tdt
Jo ox ox ox

= | Pex)+ xa—P(tX)t + ya—P(tX)t + za—P(tX)tdt
Jo Ox oy 0z

~ [ P(tX) + %(P(tX))tdt

(o)
td

= | - (P(EX)t)dt

= P,

— P(X).

Luego, % = P, y andlogamente se prueba que % =Qvy % = R, es decir df = w.

Entonces Z*(U) = B*(U) si U tiene forma de estrella. O
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3.6. Teoremas de Green, Stokes y Gauss en el lenguaje de
formas

Teorema 3.6.1 (TEOREMA DE GREEN). Sea D una region elemental en el plano zy,

con 0D con orientacion anihoraria. Supongamos que w = P(x,y)dx + Q(x,y)dy es una
1-forma en algun conjunto abierto U en R3 que contenga a D. Entonces

Notar que dw es una 2-forma en U y D es, de hecho, una superficie en R3, parametrizada

por & : D — R3 &(x,y) = (z,y,0). Como P y @ no son, explicitamente, funciones de z,
oP 0 0 opP

tenemos que — =o0Yy —Q = 0 por lo tanto dw = (Q — > dxzdy. En consecuencia, el
0z 0z 0z 0z

teorema dice nada m as que

J Pdz + Qdy = ” <8Q — 8P> dxdy,
oD D 0z 0z

que es precisamente el teorema de Green presentado en el capitulo anterior. Entonces se
cumple este teorema. Asimismo, tenemos los siguientes teoremas.

Teorema 3.6.2 (TEOREMA DE STOKES). Sea S una superficie orientada en R3 con
una frontera formada por una curva cerrada simple orientada de forma coherente con S.
Supongamos que w es una I-forma en algun conjunto abierto U que contiene a S. Entonces

J w:J dw.
oS S

Teorema 3.6.3 (TEOREMA DE GAUSS). Sea V' C R3 una region elemental con 0V
con la orientacion exterior. Si n es una 2-forma en alguna region U que contiene a V.,

entonces
v \%

Es clara la analogia en los enunciados de estos teoremas. En las formulaciones para
campos vectoriales hemos usado divergencia para regiones en R3 (en el teorema de Gauss),
rotacional para superficies en R3 (en el teorema de Stokes y regiones en R? (en el teorema
de Green). Aqui usamos sélo el concepto unificado de derivada de una forma diferencial
para los tres teoremas. De hecho, podemos enunciar todos los teoremas como uno, si
introducimos un poco mas de terminologia.

Por una 2-variedad orientada con frontera en R3 entenderemos una superficie en R3
cuya frontera es una curva cerrada simple con una orientacién inducida por la superficie.
Por una 3-variedad orientada con frontera en R3 entenderemos una regién elemental en
R3 (suponemos que su frontera, que es una superficie, estd dotada con la orientacion
exterior). Al siguiente teorema unificado le llamamos "teorema de Stokes", de acuerdo con
las convenciones vigentes.
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Teorema 3.6.4 (TEOREMA GENERAL DE STOKES). Sea M una k-variedad en R3
(k = 2 0 3) contenida en algin conjunto abierto U. Supongamos que w es una (k—1)-forma

en U. Entonces
J w = J dw.
oM M



