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PrAcTICO 5

§1. En los casos siguientes clasificar Y a,,, donde el término general a,, es:

=n(2)" -1 — _ send
a) Ap = n(5) b) ap = \/71(77,7-‘1-1) C) Ap = m(nt1) d) Ay = 7
e) Ay = nni% f) ap = e—\/m g) ay = % h) an = scez)r;}ﬁ:

§2. Sabiendo que a, > 0y que Y a, converge, clasificar las siguientes series,
o mostrar con ejemplos que la convergencia depende del término general:

@X - M ©Xvan (DXlogl+an) ()X any/ane

§3. Clasificar: a) > g—j by 2 o W d) e 0<a#e.

nmn nm

§4. Clasificar las siguientes series, y calcular su suma cuando corresponda:
a) Zlm b) Zosen(\/n"_ — \/ﬁ) C) 22 (%)

1=1 n=1

§5. Sean (an)n>1 y (by)n>1 dadas por a, = Z;’L:o% y b, = (1+ %)n

(a) Probar que b, < a, < 3,Vn > 1 (para probar la primera desigualdad
usar la férmula de Newton para la potencia de un binomio).

b) Demostrar que lim,b,, > a,,, Vm > 1, y deducir que > >° L =e.
n=0 n!
(c) Mostrar que 0 < e — Y7 ;5 < 5. Deducir de esto que e es

irracional (si e = %, entonces 0 < pq! — g E?:o ‘]L: <1).
(d) Calcular e con una precision de al menos 1074,

§6. Sean > a, y Y. b, dos series divergentes de términos no negativos. ;Qué
se puede afirmar acerca de la convergencia de las series Y min{a,,b,} y

> max{an,, b, }?

§7. Sea ) a, una serie de términos no negativos. Se le asocia una sucesion
by tal que bg = 0y 2b,41 = by, + /b2 + an, Vn > 0. Mostrar que > a,
converge si y solo si (b,,) converge.

§8. Sea (a,) una sucesion decreciente de términos no negativos, y sea (my,)
una sucesion creciente de nimeros naturales, con mg = 0, y tal que para
cierta constante M € R se tiene que my,+1—m, < M(m,—m,_1), Vn > 1.

n My —1 n—1
(a) Probar que %Z(mjﬂ —mj)am; < Z a; < Z(mJH — M)A, .
j=1 j=0 j=0

(b) Probar que si Y oo a, converge sii Yoo (My+1 — My )am,, converge.



(¢) Cuando m, = 2" el resultado de (b) se conoce como criterio de
condensacion de Cauchy. Usando dicho criterio clasificar las series

1 1
25 ¥ 2ty

§9. Averiguar si las series que siguen son condicional o absolutamente conver-
gentes, o divergentes (cuando corresponda discutir segin « € R).
n+3 (=™ In(n)
1" b _ -n"
O O D e DI et
1+ (=1)"n> In(n)“ senn cosn
d —— (e — (f —
(@ > n2a (&) > n/n+1 > NG
§10. Considérese las sucesiones (ap)n>1y (bn)n>1 tales que para cada n > 1:

ap = {Z?:l jl —In(n + 1)} y by = {Z?:l % — ln(n)].

(a) Mostrar que (a,) y (b,) forman un par de sucesiones mondtonas
convergentes. Su limite, que denotaremos por C, se conoce como la

constante de Fuler. Demostrar que lim, ﬁ Z?:1 % =1, y deducir
qn
de esto que si p < ¢, p,q € N, entonces lim,, ) % = In(q/p).
j=np+1

(b) Usar (a) para sumar las series siguientes:

R 1 o (1 1 1 N s
(i) z_:l In(2n—1) (i) > (377,72 BT :Tn) (i) > ——-

n=1

§11. Dados dos enteros positivos p y ¢, a partir de la serie arménica alternada

—1)ntt . . , .
> ( 7)1 se construye una nueva serie tomando los primeros p términos
positivos, luego los ¢ primeros términos negativos, luego los siguientes p
términos positivos, etc. Por ejemplo, si p = 3 y ¢ = 2 se forma la serie
1,1 1,1 1 11

iTs+ts—5—3+7s+s5+ta—6—s+ Demostrar que la nueva

serie es convergente y hallar su suma.

8§12. (a) Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Sean aq,...,ap y P1,..., s ni-
meros complejos. Demostrar la desigualdad de Cauchy—Schwarz:

n 2 n n
D a8 < (Z|@j|2> (ZWAQ)
Jj=1 j=1 j=1

Sugerencia: para cada j sea §; ta] que e*% Bjaj = |a; 8;|; considerar
fTR—=R/f(t)= Z;‘L:1 lo; — =% 3;t|%; observar que, como f(t) >
0,Vt € R, el polinomio p = (37, [6;|*) X — 2(377_; |a;B;) X +
(Z?:l |aj|?) no puede tener discriminante positivo.

(b) Demostrar que si > |a,|?> y 3 |b,|? son convergentes, entonces tam-
bién lo son Y |anb,| v 3 |an + ba|?.
(c) Mostrar que si (a,) es una sucesion de nimeros complejos tal que

n\/1ay, .
n Y - v .
an| converge, entonces también converge
n2+ 2




