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Capitulo 1

Introduccion

Optimizacion en variedades es un area que se encuentra en pleno desarro-
llo motivado por sus multiples aplicaciones en distintas disciplinas cientificas.
Bésicamente el objetivo es el siguiente.

Dada M una variedad, y f: M — R una funcion diferenciable, encon-
trar x, € M tal que f(x.) < f(x) para x en un entorno de x,. en M. (i.e.
X« es un minimo local de f.)

Un algoritmo que intente resolver este problema producird una sucesion xgp, xi, . . .
en M que se aproxime a x..

Hay al menos dos escenarios distintos que motivan este problema. El prime-
ro consiste en problemas de optimizacion clasicos de funciones definidas en R”
sujetas a restricciones (por ejemplo tomando M la esfera S"~!). El segundo es-
cenario surge de considerar funciones definidas en R” que tienen simetrias, o
son invariantes bajo cierto grupo de transformaciones. Un ejemplo importante es
cuando consideramos funciones que son constantes en las orbitas de una accion de
un grupo G sobre R”. En tal caso, un espacio natural para trabajar es el espacio
de “Orbitas”, (i.e. el espacio cociente M = R"/G). Ejemplos cldsicos son espacios
proyectivos, grassmaniananas, espacios homogéneos en general.)

9



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Histdéricamente este tipo de problemas, con restricciones en el dominio, se
atacaban con técnicas de optimizacion no-lineal en R". Sin embargo, en las dltimas
décadas se observo que el andlisis de este problema de optimizacion de manera
“intrinseca” a la variedad result6 en el disefio de algoritmos maés eficientes. (Este
nuevo enfoque refuerza el principio general en matematica de que para estudiar un
problema es recomendable primero eliminar las redundancias.)

En este curso pondremos especial €nfasis a problemas clasicos de dlgebra lineal
como el problema de valores propios, valores singulares, o minimos cuadrados.

Es interesante ver como estos problemas basicos motivan la utilizacién de
herramientas provenientes de distintas areas de la matemdtica, como 4lgebra,
andlisis, geometria, y sistemas dindmicos.

1.1. Descripcion del curso

En la primera parte del curso veremos como problemas clasicos de algebra li-
neal pueden ser abordados con implementaciones de sistemds dindmicos (continuos
y discretos). En particular, especial énfasis se dard al estudio de flujos gradiente, y
flujos “isoepectrales”, y discretizaciones de los mismos.

En esta primer parte los problemas que estudiaremos son los relacionados a
encontrar vectores propios dominantes 'y subespacios dominantes.

En otro capitulo estudiaremos el problema de programacion lineal, y también
problemas clésicos relacionados a clasificacion de grafos.

En la segunda parte estudiaremos métodos que hagan uso de la geometria
“de segundo orden” (i.e. conexiones afines y riemannianas). En particular se estu-
diara retracciones ,y el método de Newton en variedades Riemannianas. Para tal
fin nos aproximaremos a la geometria diferencial desde un punto de vista compu-
tacional. Este enfoque serd de utilidad para implementaciones de algoritmos.

Hemos agregado un apéndice que contiene la gran mayoria de los requisitos
técnicos de geometria diferencial. Algunos de estos temas no fueron abordados
durante el curso, pero si se dedico buena parte del curso al estudio de grupos de
Lie y espacios homogéneos dado que estos son los espacios que mas nos interesa

Curso - OPTIMIZACION EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR



1.1. DESCRIPCION DEL CURSO 11

para las aplicaciones.

También se dedico un tiempo a estudiar conexiones en variedades, que sirven
como una herramienta bdsica para poder estudiar algoritmos mas finos y rapidos
que los estudiados en la primer parte del curso.
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Parte I

Métodos globales
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Capitulo 2

Algoritmos clasicos para valores
propios

2.1. Método de la Potencia

Sea A : C™ — C™ una matriz diagonalizable con espectro Sp(A) = {A1,...,Am},
donde los ordenamos por

il > [Aa] 2 - > A,

y sean vy,...,V, los vectores propios correspondientes En este caso, decimos que
V1 €s vector propio dominante.

PROBLEMA (Vector propio dominante): ;Como encontrar el vector propio
dominante de A?

El método de la potencia es el algoritmo mas sencillo para resolver estse
problema. Su belleza y simplicidad, desde el punto de vista de sistemas dindmicos,
lo hace muy atractivo. Sin embargo este método tiene un lado negativo, no es
eficiente desde el punto de vista del analisis numérico.

En esta seccion analizaremos este método y lo relacionaremos con la ecuacién
de Riccati.

15



16 CAPITULO 2. ALGORITMOS CLASICOS PARA VALORES PROPIOS

Sobre C™ consideramos la estructura hermitiana usual. Al producto hermitiano
lo dentotamos por (-,-), y por |- | ala norma.

El método de la potencia se define por la iteracion siguiente

Axk

= 2k keN,
JAx |

Xk+1+
donde xg € C es cierto vector unitario inicial. (Observar que el método esta definido
siempre que Ax; # 0.

Tomando como base del espacio los vectores propios de A resulta natural que
la sucesion definida anteriormente converja a nvy, para cierto ) € C, con |n| = 1.
Sin embargo, como veremos a continuacion, esto no siempre es verdad.

. (1 0 (1
Ejemplo 2.1. Sea A = (O 2), yXo=_p5 (l) Resulta

1 (1
Xp = —— ,
RV (2")

h’mx—o
k1)

) (1 0 (1
Ejemplo 2.2. Sea A = (O _2), yXo=5 (1) Resulta

de donde resulta

1 1
xk:ﬁ((—nkzk)’

de donde resulta x; acumula en el conjunto

00

y por tanto su limite no estd definido.

¢ 2.3 (Dindmica en S'). Extender los ejemplos anteriores, en el caso real, a condi-
ciones iniciales x € S! = {x e R?: ||x| = 1}. Estudiar el comportamiento dindmico
de la sucesién x; en S!.
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2.1. METODO DE LA POTENCIA 17

De lo anterior surge, que aunque la sucesion x; no tenga limite, sus puntos
de acumulacién pertenecen al subespacio propio asociado al vector dominante.
Esto motiva a definir el método de la potencia sobre el espacio proyectivo RP" ! o

cpl,

Disgresion: sea V un R-espacio vectorial. Denotaremos por P(V) al espacio proyectivo
asociado. Para el caso de caso de C" usaremos indistintamente la notacién ]P’((C”“) =CP".
Idem para el caso real.

2.1.1. Método de la potencia sobre CP"!

Una transformacion lineal A : C" — C", invertible, induce un mapa
A:CcPv! Pl

de manera natural: A\(é) = Al, donde A{ denota el subespacio unidimensional
generado por la imagen de ¢ por A.

Definimos en este caso el método de la potencia como la sucesion
U1 =A(l), keN.
Teorema 2.4. Si A diagonalizable, con Sp(A) = {A1,...,An}, ordenados por
(A1 > [A2] 2+ > | A,
Entonces, si l es genérico, y l = (Z)k (o) se tiene

h/l{n fk = [V] ],
siendo [v] el subespacio generado por el vector propio dominante.

Demostracion. Dado que A es diagonalizable, existe X € Gl(n,C), y D diagonal
tal que A = XDX 1. Por lo tanto los mapas A y D son topoldgicamente conjugados
por el homeomorfismo X : CP"! — CP""!. (En particular, (A4)" = X(D)"(X)"!,
neN, donde (X)! = X1 .) Resulta entonces que basta probar el teorema para el
caso A =diag(Ay,...,4).

Sea U c CP""! el abierto dado por £y = [x] : ... :x,], tales que xg # 0.

Curso - OPTIMIZACION EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR



18 CAPITULO 2. ALGORITMOS CLASICOS PARA VALORES PROPIOS

Se tiene
(A\)kfo = (A\)k[l Y2 iy
= [l{‘:lé‘yzz...:l,]fyk]
=[1: (M/20) 92 (A 20) W]
Dado que (A;/A; )% — 0, para todo i =2, ..., n, resulta que el (A)k¢y —[1:0:...:0].
1

¢ 2.5. Generalizar el resultado anterior para el caso en que /; pertenezca al
subespacio propio generado por vectores propios.

2.1.2. Método de la potencia vs ecuacion de Riccati

La idea de esta seccion es estudiar el método de la potencia a través de una
carta local. Para simplificar, tomemos el abierto ¢/; y la carta local ¢;.

) .. A A
Consideremos la descomposicion en bloques A = ( A“ Alz), donde A e C1¥1,
21 A2

Ay € (C(n—l)x(n—l).
Dado ¢; =[1:K;] €U, y asumiendo Z& eU, de la igualdad

[(Kll)] :A\[(;)]’ (2.1)

resulta Ao s A K
21 + AR
Kini="——"+, (2.2)
A +AnK;
definiendo de esta manera una sucesién {K; };oy en C"1.
De esta manera tenemos que
01(4)=K;, ieN, 2.3)

siempre que ¢; € ;.

La eleccion de U es completamente arbitraria.

'Una forma de concluir este limite es hacerlo en cartas locales, i.e., si consideramos la carta
local asociada al abierto U, a saber, ¢; :U; — C", dada por ¢ ([x1 :...:x,]) = (x2/x1, ..., %0 /1),
se tiene que ¢ (A*(4)) = 0.
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2.1. METODO DE LA POTENCIA 19

¢ 2.6. Describir el conjunto de £ € CP"~! tales que AZ ¢ U; . Probar que el conjunto
de ¢ € CP" tales que la iteracion (2.1) no esta definida, tiene medida de cero en
CP".

De (2.2) resulta

1

Kiy-Kji=————
e A1 +ARK;

[A21 +AnK; - A11K; - KiA 12K ] .

Esta identificacion sugiere que la sucesion K; es una aproximacion discreta de la
ecuacion diferencial de Riccati (vectorial) en C"~!

() - %K(t) ~ Aoy + AnK (1) ~ALK(1) -K(OARK().  (24)

con condicién inicial Ky = @1 (4p).

Observar que puntos fijos de la sucesion K; definida en (2.3) se corresponden
con puntos de equilibrio de la ecuaciones diferencial (2.4). Ademads, es facil ver que
los subespacios propios se corresponden. Por lo tanto, estos puntos se corresponden
con las soluciones algebraicas del sistema ( a lo sumo cuadrético)

Asj +AnK-A K-KAjpK =0, KeC'! (2.5)

Comentario 2.7. La sucesion (2.3) estd definida aunque la matriz no sea diagona-
lizable (a menos de los ¢ problematicos de ¢2.6).

Comentario 2.8. Podemos entender las soluciones de la ecuacién de Riccati
mediante la identificacion con el método de la potencia. Si estamos parados en
las buenas coordenadas, y la matriz resulta diagonalizable con valores propios de
diferente médulo, entonces el sistema (2.5) tiene n soluciones. Observar que el
sistema de ecuaciones anterior tienen n— 1 variables y de grado 2 (genéricamente).

¢ 2.9. Mostrar con un ejemplo que la sucesién {K;} puede no estar acotada.

En los siguiente parrafos daremos una prueba formal de las discusiones ante-
riores.

Dada una matriz X € C"™" definimos el mapa exponencial

+00 Xn
exp:C"" > Gl(n,C), exp(X)= Z T
n=0 """

Curso - OPTIMIZACION EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR



20 CAPITULO 2. ALGORITMOS CLASICOS PARA VALORES PROPIOS

(Usaremos indistintamente la notacion eX = exp(X).)

Recordar que la solucién de la ecuacién diferencial matricial ¢& = X, con
condicién inicial &¢(0) = C € C™", estd dada por (1) = Ce'X 1 € R.
Proposicion 2.10. Sea F € C"™" vy consideremos la particion en bloques F =

B P donde Fi € Clx1 y F> € C(n—l)xn—l).
by

Dado ¢, € CP*!, sea 0(t) =e'f'L,, cont €R. Si escribimos dicha curva en

K(t)=(£1(t)[lo(t),. .., ln-1(t)[Lo(t)) € C"L es solucion de la ecuacion de Riccati

K=F21+F22K—F11K—KF12K (2.6)
con condicion inicial ¢y(£.).
¢ 2.11. Probar el resultado anterior.

Corolario 2.12. Hay una correspondencia biyectiva entre soluciones de la ecua-
cion de Riccati (2.6) y las soluciones de la ecuacion diferencial lineal X = FX, con
X eCmrn,

Esta correspondencia es la que ayuda a resolver la ecuacion de Riccati en una
variable.

Proposicion 2.13. Sea x(t) la solucién de la ecuacion diferencial % = ax? +bx +c
con a + 0 (ecuacion diferencial de Riccati . Enfonces, si y = —axy, (i.e. y(t) =
exp(folx(y) du), resulta (1) = by — acy. Reciprocamente, si y(t) satisface x(t) =
y(2)/y(t), con y(t) 0 satisface la ecuacion de Riccati

¢ 2.14. Dar una prueba de la proposicién anterior y vincular con el Corolario
2.12.

Definicion 2.15 (Logartimo). Una matriz A € Gl(n,C) tiene un logaritmo si existe
una matriz logA tal que €984 = A,

Si A tiene un logaritmo, a saber, F' = logA, se tiene que Ak = ekF vy por lo tanto
las sucesiones {(A)ky} y {(ef)*€y} coinciden. Por lo tanto podemos concluir lo
siguiente.
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2.1. METODO DE LA POTENCIA 21

Proposicion 2.16. El método de la potencia para una matriz A que tenga logaritmo
se corresponde con muestras en tiempo natural de la solucion de Riccati (2.6) para
F =logA.

Una pregunta razonable es saber cuando existe un logaritmo de matriz.

¢ 2.17. Probar que para toda matriz A € G1(n,C) diagonalizable se tiene que existe
un logaritmo.

Cuando A tiene mds estructura, por ejemplo hermitiana o simétrica, no siempre
existe un logaritmo con las mismas propiedades. Por ejemplo en el caso simétrico
cuando algun valor propio es negativo es facil ver que no puede tener un logaritmo.
Sin embargo para nuestros propdsitos podemos decir los siguiente.

¢ 2.18. Si A e R™" es simétrica, entonces siempre existen matrices simétricas Sy
F tales que A = Sef’, donde $2 = Id,,.

En este dltimo caso, la correspondencia de la Proposicion 2.16 es en los tiempos
pares.

2.1.3. Subespacios invariantes

Una forma natural de extender el problema anterior es preguntarse lo siguiente.

PROBLEMA (Subespacios invariantes): Dada A € C"™", ;como encontramos
el subespacio de dimension k dominante?

El espacio natural para mirar este problema es la Grassc(n,k), y considerar
sobre este espacio la dinamica inducida por A. Esto es, dada A € Gl(n,C), sea

A : Grassc(n,k) — Grassc(n,k), VAV,
donde se entiende por A -V al subespacio imagen de aplicar A al subespacio V c C".

Teorema 2.19. Si asumimos |Ai| > -+ > |A| > |Ags1| 2 -+ > |An|. Para todo 'V €
Grassc(n,k) en un abierto y denso, la sucesién (A) (V) es convergente al subes-
pacio dominante.
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22 CAPITULO 2. ALGORITMOS CLASICOS PARA VALORES PROPIOS

Demostracion. Al igual que hicimos en el caso del proyectivo, podemos su-
poner que la matriz A es diagonal, de la forma A = diag(Aj,Az), donde A; =
diag(A1, ..., A), y Ag =diag(A4rq,- .-, An).

Dada una matriz X € C"™k de rango méximo, sea [X ] € Grassg (n,k) el subespa-
X
cio k-dimensional generado por las columnas de X. Sea V = l( Xl )] € Grassc (n,k),
2
para X; € CK*k invertible, y X, € C(n-k)xk,

Luego se tiene

oo [(Arx\] [(Arx me Id
rv= ()] L) e - oo )|

Observar que |ASX0XIAT" | < [[Ax]"[ XX [ A7 < (|Aen["/|A4]") [ X2 X1 |, y por
lo tanto tiende a cero , cuando r tiende infinito.

Sdlo resta justificar que sobre Grassc(n,k) esto significa que A"V tiende a

Id .

l( 0 k Esto resulta de que Grassc(n,k) puede obtenerse como un cociente
(n—k)xk

de las matrices de rango k, cocientando por la accién de Gl(k,C) a derecha: esto

es, X ~Y si existe U € Gl(k,C) tal que Y = XU. Luego, dado que la proyeccion

cociente es continua se tiene que si una sucesion es convergente en el espacio

de matrices de rango maximo, entonces su proyeccion en el cociente también es

convergente. Esto termina el argumento de convergencia.

Para terminar la demostraciéon hay que probar que el conjunto de V’s dada
forma un abierto y denso. Esto queda de ejercicio. [

¢ 2.20. Terminar la prueba del teorema anterior.

Al igual que antes, queremos relacionar el método de la potencia para encontrar
el k-subespacio dominante con la ecuacion de Riccati para F = logA.

F
Fo Fi; 7
F1 P

donde Fj € (Ckxk’ e C(”_k)x(n—k)‘

Sea

Si K(t) es una solucién de la ecuacién de Riccati (2.6) en C("~%)xk_entonces
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la curva

V(t)= [(I;?I;))] € Grassc (n,k),

V(t)=eTV(0), VteR.

y resulta

Reciprocamente, si V (¢) = ¢/f'V(0), y escribimos

vo-| (%60)]

entonces, K(¢) = X5 (¢)X1(¢)~! es solucién de la ecuacién de Riccati (2.6), siempre
que X;(z) sea invertible.

¢ 2.21. Probar que el método de la potencia para encontrar el k-subespacio domi-
nante coincide con muestras enteras de la solucién de la ecuacién de Riccati (2.6)
para F =log(A).

2.1.4. Método de la potencia en Flag(C")

Una bandera es una sucesion creciente de subespacios Vyc Vj c---cV, c R,
Nosotros estudiaremos el caso de las banderas completas, donde n =k y dimV; =i.

Definicion 2.22 (Espacio bandera). Una bandera es una n+ 1-tipla
F=(FO .. F)

donde los F () son subespacios vectoriales de R” tales que F () c F(i+1) y dim F () =
i. En particular F(©) = {0} y F(") = R, Denotaremos por Flag(R") al espacio de
banderas de R". Andlogo si cambiamos R” por C”, en tal caso lo denotaremos
Flag(C").

Observacion 2.23. Dado F € Flag(C") existe X = (Xi,--,X,,) € Gl(n,C) tal que
FO) =span{X;,--,X;}. Ademds, si Y = (¥;,---,¥,,) € Gl(n,C) es otra matriz con la
misma propiedad, entonces ¥ = XR con R triangular superior invertible. Luego
podemos identificar Flag(C") como el cociente

Flag(C") = Gl(n,C)/R,(C)
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siendo R,,(C) el conjunto de las matrices triangulares superiores invertibles y la
relacion de equivalencia estd dada por X ~Y sii IRe€ R,,(C)/ XR =Y. Denotaremos
por (X) a la clase de equivalencia de X.

Digresion Flag(C") es un espacio homogéneo dado que R,(C) actia sobre
Gl(n,C) multiplicando a derecha, y luego tomamos el cociente por esta accion, i.e.
el espacio de Orbitas.

Comentario 2.24. La identificacidon anterior se puede hacer partiendo del grupo de
la matrices unitarias U (n) = {U e C": U*U =1d}. En tal caso el cociente se realiza
por U (n) de matrices unitarias diagonales. De esta manera se ve que Flag(C") es
compacto.

Una propiedad muy util para estudiar la convergencia de banderas es la siguien-
te.

Proposicion 2.25. Sean {F,} c Flag(C") donde Fy, = (Uy), conUpeUd(n) y F =(U),
U €U(n). Entonces Fy — F siy solo si existe {T;.} cU'(n) tales que Uy Ty —»U. [

La prueba se deja a cargo del lector. Observar que existen espacios cocientes
donde la propiedad anterior andloga, no cierta.

Definicién 2.26 (Accién de Gl(n,C) en espacio bandera). Dada A € Gl(n,C),
definimos el mapa inducido Ay : Flag(C") — Flag(C") como

AyF = (AFO) ... AF(),
Esto define una accién de Gl(n,C) en Flag(C")

Observacion 2.27. Sea F = (X) la bandera generada por la matriz X entonces
AyF = (AX).

Proposicion 2.28. Sean A € GI(n,C) y F =(Q) € Flag(C") con Q €U (n). Entonces
F es punto fijo de Ay si y sélo si IR € R,,(C) tal que A = QRQ*.

Demostracion. Por la observacion anterior, deducimos que Q es punto fijo de Az
si y sélo si (Q) = (AQ), equivalentemente, si y sélo si existe R € R,,(C) tal que
AQ = OR. Es decir, si y solo si existe R € R,,(C) tal que A = QRQ*. O
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De la Proposicion 2.28 resulta que (Q) € Flag(C"), con Q eU(n), es punto fijo
de Ay siy sélo si 3R € R, (C) tal que A = QRQ*. (Descomposicion de Schur de la
matriz A.)

El teorema principal de esta seccion es el siguiente.

Teorema 2.29 (Shub-Vasquez). Supongamos A € Gl(n,C) es diagonalizable con
valores propios de médulo distinto. Entonces se tiene

1. A4 :Flag(C") — Flag(C") tiene n! puntos fijos.
2. VF e€Flag(C"), AL(F) es convergente.

3. La cuenca de atraccion de uno de los puntos fijos es abierta y densa.

Demostracion. Primero veamos que podemos restringirnos al caso diagonal.
Como A es diagonalizable, existe X € Gl(n,C) tal que A =XDX ™. Luego As =
XuDy(X~ )4, donde (X~ 1)4 = (Xs)~!. Como el mapa Xy : Flag(C") - Flag(C") es
un homeo, resulta que A4 y D4 son topoldgicamente conjugados, por tanto tienen
misma dindmica.

Ordenamos D = diag(Ay,---,A,) para que [Ay| > -+ > |4,

Sea P c Gl(n,C) el grupo discreto de permutaciones. Observar que #P = n!.
Ademds, si (P) = (P') entonces P=P'T paracierta T el4!(n), porlo tanto PP/ =T.
Al ser P un grupo y PnU(n) = {Id} se tiene que P = P'. Es decir, #{(P) =n!.
Observar que Dy(P) = (DP) = (P). Ya que por ser D diagonal y P € P, existe D’
diagonal, tal que DP = PD'. Por lo tanto (P) es punto fijo de Dy para toda P € P.
Sea W#((P)) la variedad estable asociada al punto fijo (P), es decir

W((P)) = {{X) lim Di(X)=(P).

k—+o0

Sean £,(C) el conjunto de las matrices triangulares inferiores invertibles. Dada
Le L£,(C) tenemos

DY(LP) = (D*LP) = (D*LD™*D*P) = (D*LD™*PD') = (D*LD*P).

Ahora, si L = (I;;), entonces (DXLD7*);; = (%)kllj. Luego, como |[A;|> - >|4,] se
J

tiene DLD~* — diag(l11,-++, L) = L, entonces DXLD*P — LP. Pasando al cocien-
te concluimos DX(LP) — (LP) = (P). Es decir £,(C)(P) = {(LP):Le L,(C)} c
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We((P)).

Ahora aplicando la eliminacién gaussiana con pivot, dada X € Gl(n,C), existen
LeL,(C), PeP, ReR,(C) tales que X = LPR, por lo tanto (X) = (LP). Se
concluye que

Flag(C") = [J W*((P)).
peP

De esto se deducen las primeras dos afirmaciones. La tercera, se desprende de
observar con cuidado la eliminacién gaussiana. Por ejemplo, para no tener que usar
pivot es necesario que ciertas ecuaciones algebraicas no sea anulen, lo cual es una
condicion abierta. [

2.2. Cociente de Rayleigh

En esta seccion estudiaremos el problema de valores propios como un problema
de optimizacion.

Sea A € R simétrica con valores propios A; > A, > --- > A, y vectores propios
asociados vy,--,v,. El cociente de Rayleigh de A es la funcién ry : R*~ {0} - R
dada por

xTAx  (Ax,x)

a(x) = Tx  (xx)

Observar que r4 es invariante por cambios de escala, i.e. ra(tx) = ra(x), Vt €
R~ {0}. En este sentido ry estd definido también en "~ ! = {x e R": ||x]| =1} o
RP".

De ahora en adelante trabajaremos sobre $"~1.
Teorema 2.30 (Courant-Fisher). Se tiene A| = |r|n|éx ra(x), A, = Hrr‘1|1’n ra(x). Ademds,
x||=1 x||=1
los puntos criticos de ra en S"1 son los vectores propios v; de A.

Demostracion. Como ry es continua, de hechoes C*™,y Sl compacto, tenemos
maximo y minimo.

Tenemos que el diferencial Dry(x) : T,.5""! - R, donde r4(x) = (Ax,x), estd da-
do por Dra(x)x = 2(Ax,%). (Acd estamos haciendo derivada libre de r4 como si
estuviera viviendo en R”".)
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Si denotamos por Vr4(x) el gradiente libre, tenemos Vr4(x) = Ax.

Si gradra(X) es el gradiente de r4 definido por la métrica inducida en la
esfera, resulta que gradrs(x) es la proyeccion ortogonal de la derivada libre en el
subespacio ortogonal da x. Esto es

gradry (x) = (Id, —xxT )Ax = Ax— (Ax, x)x.

Entonces tenemos que x € $"~! es punto critico de r4 si y sélo si gradr,(x) = 0.
Es decir, x es punto critico de r4 si y s6lo si x es vector propio con valor propio
<Ax7x> = I”A(X).

Luego el resultado sigue de que el maximo y el minimo se alcanzan en puntos
criticos. O

Comentario 2.31. El Teorema 2.30 también se puede obtener utilizando multipli-
cadores de Lagrange. Sea g: R" > R, g(x) = ||x|]> - 1, se tiene $"~! = g=1(0). Los
puntos criticos restrictos a $*~! se encuentran cuando A Vg(x) = Vr4(x), es decir,
Ax=Ax.

2.2.1. Flujo gradiente de Rayleigh

Tenemos que S”~! es una variedad Riemanniana con la métrica inducida por el
ambiente, luego podemos definir el flujo gradiente asociado a r4 sobre S*~1 por

x=gradra(x) = (A-ra(x)ldy,)x. 2.7)

(Hemos elegido a proposito el signo positivo del gradiente.)

Observar que si x(¢) es una solucién de (2.7), entonces estd definida para todo
tiempo (ver Teorema B.52). Ademads si x(0) € S*~1, entonces x(¢) € §"~! para todo
t € R. En efecto,

SR (@OIP = (i(e),x(1)) = (grad ra (x(1)) ,x(1)) = 0,
dado que gradra (x(1)) € Ty S™1 = x(2)*.

El objetivo de esta seccion es estudiar la convergencia de este flujo.
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Teorema 2.32. El flujo gradiente (+) de ry en S"~! con respecto a la métrica
inducida por la euclidea estd dado por x = (A -ra(x)ld,)x. Sus soluciones estdn
definidas para todo t € R y convergen a un vector propio de A. Si A > Ay, entonces
para “casi toda” condicion inicial xg, ||xo|| = 1, x(t) converge a vy (o —vy).

Demostracion. Veamos que las soluciones del flujo son proyecciones en la esfera
de soluciones de x = Ax.

Sea ¥(t) solucién de x = Ax en R”, con condicién inicial ¥(0) € "~! y consideremos
la curva n(t) = y(¢)/||y(¢)|. Entonces derivando tenemos

4 d( 1 ):7 (r.0) v

= — 4+ — —_—
Al de Xlly@I) ™ 1 AP 1

n
usando que ¥ =AYy tenemos

oAV AN Y
=AW T @A)

y dado que r4 es invariante por escalas tenemos

r
vl

n=(A-ra(n))n.

Por lo tanto, concluimos que 1(z) = eA'xq/|[eAxo|| es la solucién del flujo gra-
diente con condicidn inicial n(0) = ﬁ e §7=1. Observar que en RP""! 1a solucién
analoga es eAlx.

Al igual que antes, basta suponer para estudiar la dindmica que A = diag(A;,--,4,).
Es un ejercicio ver que la solucion asi obtenida verifica las condiciones del enun-
ciado (similar al caso del método de la potencia). [l

¢ 2.33. Probar que los puntos criticos v;, (i =2,...,n— 1), son puntos silla.
Sugerencia: acercarse por dos curvas distintas donde la f sea minimo y maximo
local respectivamente. O calcular directamente el Hessiano (ver Seccién D.7).

¢ 2.34. Probar que r4 es una funcién de Morse. Observar que de esta manera
podemos aplicar el Teorema B.52.

Uno se podria preguntar si es posible extender el flujo de Rayleigh a R” \ {0}.
La respuesta es afirmativa. Una forma posible es cambiar la métrica Riemanniana
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de R~ {0}.

Dado x € R*\ {0}, consideramos el producto interno (-,-), en T,(R*~ {0})

como
I LR B AN Y

siendo (-,-) la métrica Euclideana en R”. Es fécil verificar que (-,-), define una
métrica Riemanniana.

Dado que un producto interno sobre un espacio vectorial esta en correspondecia
con formas cuadraticas ((£,n) =nT Q& con Q simétrica definida positiva), existe
Q(x) de modo que (£,n), =NTQ(x){. En nuestro caso Q(x) = ||x||~21d,.

Para ra(x) = (Ax,x)/||x||?, xe R"~ {0}, usando el Lema B.48 resulta grad ra (x) =

|lx[|>V 74 (x). Luego si calculamos el gradiente (Euclideano) Vr4 (x) de ra (x) resulta

gradra(x) =2(Ax—ra(x)). (2.8)

Comparando (2.8) con (2.7), concluimos que el flujo de Rayleigh en $”~! puede
extenderse a todo R”.

2.3. Cociente de Rayleigh generalizado

Dada A una matriz diagonalizable con valores propios ordenados A; >...> A, el
subespacio k-dimensional generado por los vectores propios asociados a Ay, ..., A
se denomina subespacio dominante de dimension k

Para simplificar nuestro problema consideramos A € R**"* simétrica. Sean A; >
-+ 2 Ay sus valores propios.

Un espacio natural para estudiar este problema es considerar la variedad de
Stiefel
St(k,n) = {X eR"*: XTX =Id;}.

Observar que X € St(k,n) si las columnas son un conjunto ortonormal.

Definicion 2.35 (Cociente generalizado de Rayleigh). Una funcién “costo” que se
maximice en el subespacio dominante de dimension k es el cociente generalizado
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de Rayleigh, a saber,
Ry :St(k,n) =R,  Ra(X)=tr(XTAX),
donde tr() es la funcién traza.

Definicion 2.36 (Producto interno de Frobenius). El producto interno de Frobenius
en Rk esté definido por (A, B)r = tr(ATB).

< 2.37. Es fécil ver que para matrices A = ((a;;)), B= ((b;j)) se tiene (A,B)f :=
Y aijbjj. Esto es, coincide con el inducido por la identificacién R = R™)

i=1m

j:17'“7l

De esta manera resulta que el cociente generalizado de Rayleigh estd dado por

RA(X) = (AX,X)F.

El objetivo de esta seccidn es estudiar esta funcién y tomar el flujo gradiente
asociado.

Para tal fin comenzaremos estudiando la geometria de la variedad de Stiefel.

2.3.1. Geometria de la variedad de Stiefel

La variedad de Stiefel es el conjunto definido por
St(k,n) == {X e R"*: XTX =Id;}.

Observar que X € St(k,n) si las columnas son un conjunto ortonormal.
Comencemos esta subseccion estudiando la geometria de la variedad de Stiefel.

Observar que cuando k = 1 o n, obtenemos que St(1,n) =" y St(n,n) = O(n)
siendo O(n) el grupo ortogonal.

2

Comentario 2.38. Asi como esté definida, la variedad de Stiefel esta “encajada
en Rk Sin embargo es posible obtenerla como una variedad cociente del gru-
po ortogonal de la siguiente manera (ver Seccién C.4 de espacios homogéneos,
Ejemplo C.39-6). Identificando dos matrices ortogonales por tener las primeras

Curso - OPTIMIZACION EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR



2.3. COCIENTE DE RAYLEIGH GENERALIZADO 31

k columnas iguales, o equivalentemente, si estdn relacionadas por multiplicar a

derecha por una matriz de la forma (Id ) con Q € O(n-k). En este sentido

¢ O
0 0
St(k,n) 2 O(n)/O(n-k).

Comentario 2.39. Observar que con esta identificacion de St(k,n) podemos ob-
tener una representacion de la grassmaniana Gr(k,n) identificando X € St(k,n)
con XQ, donde Q €, dado que el espacio columnas genera el mismo subespacio.
Entonces obtenemos Gr(k,n) = (’)(n)/(’)(k) xO(n-k).

Proposicion 2.40. La varidedad de Stiefel St(k,n) es una variedad diferenciable
compacta, de dimension kn—k(k+1)/2. Ademds, el espacio tangente a X € St (k,n)

estd dado por
TxSt(k,n) = {& e RP*: ¢Tx + XT¢ = 0}.

Demostracion. Veamos que podemos obtener St(k,n) como la preimagen de un
valor regular de un mapa. Sea F : R" — R = Sym(k) dado por F(X) =
XTX -1dy, donde Sym(k) es el subespacio lineal de R¥** de las matrices simétricas,
al cual lo identificamos de manera natural con Rk(k; . .

Afirmacidn: O es valor regular de F.
La derivada de F en X € F~1(0) = St(k,n), en la direccién { € Rk estd dada por

k(k+1)

DF(X),=¢TX+XT¢eR 2, VEeR™K

Veamos que DF (X) es sobre. Si ) e InDF (X)* c R ]), entonces
<77;CTX+XTC>F=()7 VCGRnXk'
Es decir,
0=tr(n¢TX)+tr(nx7¢), V¢ eR™k, (2.9)

Utilizando la propiedad tr(AB) = tr(BA) (siempre que el producto tenga sentido),
resulta

wr(nX"8) =ue(X"{n) =w(({'X) n) = u(nL'X).
Esto implica que N X7 = 0. Multiplicando a derecha por X se obtiene n =nX7X =0.
Luego 0 es valor regular.

De la afirmacion se concluye que St(k,n) es una variedad diferenciable de
dimensién kn—k(k+1)/2. La compacidad resulta de ser cerrado y acotado en R™*,
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Ademds el tangente Ty St (k,n) estd dado por Ker DF (X ) = {{ e Rk : {TX +XT{ =
0}. O

Observacion 2.41. El tangente TxSt(k,n) puede ser obtenido derivando curvas
sobre St(k,n). Esto es, si y(t) € St(k,n), con y(0) =X y 7(0) = &, diferenciando
y(t)T y(¢) = Id; obtenemos

(1) (1) = 7(0)T ¥(0) + ¥(0) " 7(0) = {TX +XT .

O:
dt

Observacion 2.42. § € TySt(k,n) sii {TX es antisimétrica (k x k)

-

Definicion 2.43 (Métrica en variedad de Stiefel). Dado que S¢(k,n) es una subva-
riedad encajada en Rnxk, podemos inducir la métrica Riemanniana del ambiente, a
saber: dados §,n € Tx St(k,n) definimos (§,n)x :=tr({Tn).

Espacio normal Tx St (k,n)*

Para poder calcular gradientes respecto a la métrica inducida es necesario
identificar el espacio normal a Tx St(k,n). Definimos el espacio normal

Tx St (k,n)* == {N e R™*:tr(NT{) =0,¥{ € Tx St (k,n)}.

Es claro que su dimensién es k(k+1)/2.
Lema 2.44. TxSt(k,n)t = {XA e R™k: AT = A e Rkxk}
Demostracion. Observar que

(XA L) = (AXT€) = r(XTCA) = tr((CTX)TA) = t(ALTX)
entonces

w((XA)T€) = 3 (H(AXT¢ + ALTX)) = S u(AKXT ¢ +£7X)) =0
pues § € TxSt(k,n). O

Recordar que si tenemos A € R¥¥K se define la parte simétrica Sym(A) = (A +
AT) y la parte antisimétrica como Skew(A) = 3 (A-AT).
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Proposicion 2.45. Sea my : Rk — Ty St(k,n) la proyeccion ortogonal en el tan-
gente. Entonces, si Z € Rk se tiene

nx(Z) =X Skew(XTZ) + (I-XXT)Z.

Ademds 1y (Z) = X Sym(XT Z), siendo my la proyeccion ortogonal en Tx St (k,n)*.

Demostracion. Veamos primero que la proyeccion en Ty St(k,n)* es X Sym(X7Z).
Por el lema anterior es claro que X Sym(X7Z) € TxSt(k,n)*. Resta ver que Z -
X Sym(XTZ) e TxSt(k,n) y que la férmula es correcta.

Se tiene que
XT(z-xSym(XT2))+(Zz-XSym(x72))Tx
=XT7-XTXSym(XT7)+Z2"X -Sym(XT2)xTx
=XxTz-2Sym(xT2)+7"X =0.
Ademas se tiene
nx(Z) =X Skew(XT2)+(I-XXx")z

(XTZ—ZTX)

=X +7Z-XxTz

-XT7-7TX
=X(#)+Z=Z—7t§(z).

]

Observacion 2.46. De la expresion de la proyeccion surgue lo siguiente. Sea X
una matriz n x (n—k) que complete X para que [X,X, | € O(n). Entonces se puede
ver que toda matriz Z € Rk se puede escribir como

Z=XA+X,B, AR BeR-K)xk,
Luego, se puede ver lo siguiente
Z=XA+X,BeTxSt(k,n) < AT = -A.
De esta manera el subespacio TxSt(k,n) puede parametrizarse con A € Antisim =

k(k+1) . Id
7 y BeR(=k)xk En particular, cuando X = Ok

), el espacio tangente se

identifica con { = (A

B)’ con A € RF*k antisimétrica y B e R("=%)*k cyalquiera.
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2.3.2. Aspectos geométricos y dinamicos del flujo

Volvamos a trabajar con nuestro problema original.

Teorema 2.47 (Flujo generalizado de Rayleigh). Sea A € R™", simétrica, A >
-2 Ay los valores propios con vy,---,v, vectores propios respectivos. Entonces

el cociente generalizado de Rayleigh R4 tiene puntos criticos de la forma

n
k
Xr = (viy,-,vi,) con 1 <iy < < iy <n. Ademds el resto de los puntos criticos
son de la forma UX;V con U € O(n), V € O(k) tales que UTAU = A. El valor
critico de Ry asociado a Xj es Aj, +---+ A;,. En particular maxRp = Ay +--+ A y

minRy = Ay_ji1+ -+ Ay

Demostracion. Calculemos gradR,. Para eso podemos extender Ry a R"*¥ con
la misma expresién. Sea R4 dicha extensién. Sea VR, el gradiente libre de la
extension de R4. Luego proyectando en el espacio tangente TxSt(k,n), resulta,
gradR, (X) = my VR4 (X), con X € St(k,n), donde 7y estd dada en Proposicién 2.45.
Es fécil ver que DR4 (X)X =2(AX,X) por lo que VR4 (X) = 2AX. Luego usando
Proposicion 2.45 se tiene

%gradRA (X) = x (AX) = X Skew(XTAX) + (Id, - XXT)AX = (Id, - XXT)AX,

ya que XTAX es simétrica.

Observar que la transformacion Id,, - XX vista como transformacién lineal de
R" en R” proyecta los vectores en X*, el subespacio ortogonal al generado por
las columnas de X. Luego grad R4 (X) = 0 sii el espacio de columnas de AX es un
subespacio del espacio de columnas de X, i.e. si el espacio de columnas de X es
A-invariante. Lo que resta de la prueba es la caracterizacion de las X de tal forma
que sus espacios de columnas sean A-invariantes, lo cual se deja de ejercicio. [

< 2.48. En el contexto del teorema anterior, probar que el espacio de columnas de
X es A-invariante si y solo si X es de la forma UX;V con U € O(n), V € O(k) tales
que UTAU =A
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Flujo gradiente asociado

Teorema 2.49 (Flujo gradiente asociado). El flujo gradiente de Ry : St(k,n) - R
estd dado por
X =(Id,-XXT)AX.

Las soluciones existen para todo t € R 'y convergen a subespacios propios generali-
zados (UX;V ) como antes.

Si A&y > Ayy1 entonces Ry es una funcion de Morse-Bott. En particular para casi
toda Xy € St(k,n), X (t) curva de flujo con dato inicial Xo, converge a UX(j ... ;) V.
Su velocidad es exponencial Ay — A1, localmente cerca de subvariedad critica.

Demostracion. Este teorema se deduce del Comentario B.54 en pdgina 130 sobre
flujos gradientes y funciones de Morse-Bott. [

2.4. Algoritmo QR

El algoritmos QR es el més simple y conocido para encontrar valores propios
de una matriz.

Este algoritmo estd basado en la descomposicién QR de una matriz.

Definicion 2.50 (Descomposicién QR). Sea A € Gl(n,C) (o Gl(n,RR)). La descom-
posicion QR de A es la descomposicion A = OR, donde Q es una matriz unitaria (o
ortogonal) y R una triangular superior.

La existencia de tal descomposicion resulta del método de Grahm-Schmidt.
Sin embargo la descomposicién no es tinica a menos que se pida que las entradas
diagonales de R sean positivas.

< 2.51. Probar que toda matriz tiene una descomposicion QR. Ademds, si tenemos
dos descomposiciones A = QR = Q'R’, entonces Q' = QT* y R’ = TR, para T diago-
nal unitaria (o diagonal ortogonal en el caso real). Si los elementos de la diagonal
de R son positivos, entonces la descomposicion es tnica.

Para simplificar la exposicion nos restringiremos en esta seccion al estudio del
caso complejo. El caso real es similar.
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ALGORITMO QR
» Input: A € Gl(n,C)
= Output: {A;} en Gl(n,C)
>> Ao = QoRo (descomposicion QR)

>> for k=0,1,2,...
Apr1 = Ry Ox = Ok+ 1Rk

Observar que A; = RyQp = Qg Q0RO = QgAQO, y por lo tanto el espectro
de A; coincide con el espectro de Ag. De manera andloga se observa que A =
(0001)TA0(Q00Q1), y por lo tanto A, tiene mismo espectro que Ag. Procediendo
de esta manera, el algoritmo QR produce una sucesién {A;} tal que,

A1 =0;A0Qx, donde O = Qo+ Qp U(n) (2.10)

En resumen, el algoritmo QR produce una sucesion {A;} de matrices, unitariamente
conjugadas por Oy, y por tanto con mismo espectro que A = Ag.

Lema 2.52. Dado k €N, resulta Ax*1 = Qkﬁk, para cierta matriz triangular Ry.

Demostracion. Observar primero que

A= (QoR0) ! = 00 (RoQ0)*Ro = QoA Ry = Q0 (Q1R1)*Ro = 0001 (R1 04 )R Ry,

procediendo de esta manera se obtiene

AR = 09O 1 (R 1 Qi1 )Re-1+-Ro = Qo-+-QiRi--Ro = QiR
[

Observacién 2.53. Lo que el lema anterior nos dice es que Qy es la componente
unitaria de la descomposicién QR de A¥*!. Ademds, como una matriz triangular
preserva en particular la bandera de la identidad ({e;),(e1,e2),--,{(e1,---e,)) resulta
lo siguiente.

Lema 2.54. Se tiene Ag(Or) = (Ors1)
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Demostracion.
A(Ok) = (AQ) = (AQkRy) = (AA**!) = (O 1 Rist) = (Ora1)
]

Teorema 2.55 (Dinamica QR). Sea A € GI(n,C) con valores propios de médulo
distinto. La sucesion {A;} dada en 2.10 por el algoritmo QR satisface

» diagAy tiende a una matriz diagonal de valores propios de A.
= (Ak),'j—>0Sl.l'>j,'
» los mddulos de (Ay);j son convergentes para i < j.

Demostracion. Del Lema 2.54 se tiene que A" (Id) = (Ox). Luego, por el Teorema
2.29 de Shub-Vasquez resulta

(Or) = (0) € Flag(C")

siendo (Q) punto fijo de Ag. Esto es 0*AQ = R con R triangular superior. Luego
por como es la convergencia en Flag(C"), existen T e ! (n) tales que

0Ty~ Q enU(n).
Entonces .
T (QyAQK) Tk = (OkTi) "A(Qk Ti) — Q*AQ.
Luego, si denotamos T = diag(Gl(k), e Gék)), con |9i(k)| = 1, resulta

— .\
k k
(Ak+1),-,-(9i( )) 0" - K.
El resultado sigue de discutir segiiniy j. O]

Corolario 2.56. Sea A € Sym(n) genérica con valores propios distintos, entonces
Ay tiende a una matriz diagonal y, en particular Qy tiende a la matriz de vectores
propios de A.

Comentario 2.57. El Algoritmo QR es el método més simple y estable para
encontrar valores propios de matrices. La desventaja de este algoritmo es su
velocidad. Por esta razon se utilizan variantes con “shift” para acelerar el proceso.
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2.4.1. Algoritmo QR y flujo asociado

Nos restringimos al caso simétrico, A € Sym(n) = {A e R : AT = A}

Utilizaremos la representacion tnica de la descomposicion OR, A = QR, donde
Q€ O(n) y R es triangular superior con entradas no negativas sobre la diagonal.

A continuacion, veremos que la sucesion {A;} producida por el algoritmo QR
puede obtenerse como los tiempos enteros de un flujo.

Definicion 2.58 (Flujo isoespectral). Una ecuacién diferencial matricial en Sym(n),
A(t) = f(¢,A()) se dice isoespectral si toda solucién A(t) es de la forma

A1) =Q(1)"A(0)Q(r),
con Q(t) € O(n).
Observacion 2.59. SiV(r) = 0(1)TAoQ(t), se tiene,
V=0"400+0"A00=0"QV+VQ'Q,
ademds como Q € TpSt(n,n), tenemos que OT Q es antisimétrica. Denotando Q7 Q =

B se tiene que
V=VB-BV =[V,B],
siendo [,-] el corchete de Lie matricial. Por tanto, si Q(¢) € O(n) es diferenciable,
definiendo B = QT Q resulta que V satisface la ecuacién diferencial
vV =[V,B].

Proposicion 2.60. Sea B(t) € R™" continua y antisimétrica. La ecuacion diferen-
cial A(t) = [A(t),B(t)] es isoespectral.

Demostracion. Observar que si A(0) = Id, es la condicidn inicial, entonces la
solucién constante A(z) = Id,, t € R, es la solucion con esa condicién inicial.
Motivado por lo anterior, sea Q(¢) la solucion en Sym(n) de la ecuacién dife-
rencial Q(t) = Q(t)B(t). Veamos que Q(t) € O(n). Consideremos la derivada de

()T Q(t), se tiene
d .
00 =0"0+0"0

=B"0"0+Q"0B
=0"0B-BQ"Q=[0"0,B].

Curso - OPTIMIZACION EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR



2.4. ALGORITMO QR 39

Luego, si Q(0)7Q(0) = Id,, resulta de la observacién inicial que Q(¢)7 Q(¢) = Id,,,
t € R, y por lo tanto, Q(t) € O(n).

Veamos que A(1) = O(t)TA(0)Q(1) es la solucién de la ecuacién diferencial
del enunciado con condicién inicial A(0) = A(0). Derivando obtenemos

SA)=0"A0)0+0A(0)0
=(0B)"A(0)0+Q"A(0)(QB)
=-BQTA(0)Q+Q"A(0)QB
= -BA +AB.

Luego, por unicidad de las soluciones, se concluye el resultado. O]

Observacion 2.61. Recordar que toda matriz A € R™" se puede factorizar de forma
unica como A =A_+A. siendo A_ antisimétrica y A, triangular superior. Recordar
también que si A > 0 (definida positiva) entonces tiene un logaritmo, i.e. logA es
tal que el984 = A,

Teorema 2.62 (Flujo QR). Sea Ag > 0, la ecuacion diferencial A=[A, (logA)-], A(0) =
Ag estd definida Yt € R. Ademds A(k), k € N coincide con Ay, del algoritmo QR.

Demostracion. Observar que A’(‘) = eklogAo ke N. Luego si consideremos la facto-
rizacién QR de la curva €940 = Q(t)R(t), con t € R, resulta del Lema 2.52 que
O(k+1) = O, ke N (cf. (2.10). Luego la curva A(r) = Q(1)TAoQ(t) satisface que
A(k+1) = Q{Aoék = Ay, 1. S6lo resta ver que la curva A(r) satisface la ecuacién
diferencial del enunciado. En efecto, derivando e’1°240 obtenemos

OR+ QR =1og(A()OR,

luego QT QO +RR~! = QT log(Ag)Q. Como QT Q es antisimétrica y RR™! es triangu-
lar superior, tenemos que (Q7 log(A¢)Q)- = QT Q. Luego derivando A(t), tenemos
A=0TAq0+QTAyQ por lo tanto

A=—(log(Q"400))-0" 400 + Q" AyQ(log(Q" A0 Q))-
= —(log(Q"A0Q))-A +A(log(Q" A0 Q))-.

]
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2.5. Descomposicion en valores singulares

Dada A € R™" con m > n, existen U € O(n), V € O(m) tales que

di

A:VZUT, CO”Z:( lag(ch 7Gn))
O(m—n)xn

siendo los o; > 0, los valores singulares de A. A esta descomposicion se le llama

descomposicion en valores singulares.

Observacién 2.63. Los o; son las raices cuadradas de los valores propios de ATA.
En efecto,

ATA=UxTxUT,
donde X7¥ = diag(c?, -+, 07).

Esta observacion sugiere una idea de la prueba de la existencia de tal des-
composicion. Al ser ATA diagonalizable, existe U € O(n) tal que UTATAU =
diag(o?, -+, 67) para ciertos 6; > 0. Por lo tanto si U = (uy, -+, u, ), tenemos AT Au; =
Gl.zu,-. Por lo tanto para los o; # 0 definimos v; := Au;/6;. Observar que el conjunto
{vi} es ortonotmal. En efecto,

Au; Auj 1 o? o
! =—<ATAM,',MJ')=—l<ui,uj>=—l5ij.
0,0 0,0; O;
Luego, completando {v;} a una base ortonormal de R™ resulta Au; = ov;, para
concluir que AU =VL.

Observacion 2.64. Si A es simétrica, se tiene o; = |A;|, con 4; € Sp(A).

Una forma de encontrar valores singulares de A es hallar valores propios de
ATA. Sin embargo el condicionamiento del nuevo problema puede verse afectado.

¢ 2.65. Definiendo A = ( AOT 0) = AT, entonces existe V ortonormal tal que
Y 0 0
VIAV=(0 - 0]=diag(oi, ,0,,-01,,—0p,0,--,0),
0O 0 O
~ Vi Vi V.
1 1 1 2\ . _ _
donde V = 7 (U U 0o ), siendo V = (V1 Vz) conU yV tales que A=VXIUT.
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2.5.1. Flujos isosingulares

Definicion 2.66 (Flujo isosingular). Un flujo es isosingular si preserva los valores
singulares.

(Como identificar los flujos isosingluares?

SeaA(t) =U(t)TZV(t) con U(t) y V(¢) ortonormales, entonces
A=UTv+UTZV =UTUA+AVTV,
observar que UTU y VTV son antisimétricas por ser U,V ortonormales.

Lema 2.67. Sean C(t) € R™" y D(t) € R™™ continuas y antisimétricas. Entonces
el flujo
H(t)=H(t)C(t)+D(t)H (t)

es iso-singular. Reciprocamente, todo flujo iso-singular es de esta forma.

Demostracion. Sean U (t), V(t) solucién de

U@)=U@)C(t) [ V(t)=-V(t)D()
U(0) = Id, 1 V(0) =Id,

Al ser C y D antisimétricas, se tiene que U y V son ortogonales.
SeaA(t) =V (¢t)TH(0)U(¢). Entonces A(0) =H(0) y

A=VTH(O)U +VTH(0)U = D(t)A(t) +A(t)C(t).

2.6. Minimos cuadrados
Sean A e R™" h e R™ y sea

1
O:R">R, P(x)= 5||Ax—b||2.
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Queremos encontrar el minimo de ®(x). Derivando obtenemos D®(x)x = (Ax,Ax—
b), entonces tenemos D®(x)x = (AT (Ax-b),x). En particular, viendo R” como
variedad Riemanniana, resulta

grad®(x) = V®(x) =AT (Ax-b),
por lo tanto el flujo gradiente esta dado por
x=AT(Ax-b).

Los puntos criticos son, AT (Ax—-b) =0, lo que es equivalente a que Ax—b ¢
Ker(AT) =Im(A)* y por lo tanto los puntos criticos son las soluciones en R” de
Ax =Tl (a) (), siendo Iy 4y 1a proyeccién ortogonal sobre la imagen de A.

Si A es inyectiva, entonces tiene solucién unica. Dado que AT A es definida positiva,
tenemos que es invertible y por lo tanto

Xmin = (ATA)1ATH =: ATD,

Aqui AT es la inversa de Moore-Penrose o pseudoinversa.

Observar que en este caso el Hessiano de @ es ATA y por lo tanto x,,i, €s un
minimo global atractor.
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Capitulo 3

Flujos Isoespectrales

En este capitulo estudiaremos el siguiente problema:

PROBLEMA: Dada A € Sym(n), consideremos el conjunto M(A) = {UTAU : U ¢
O(n)} de matrices ortogonalmente equivalentes a A. Hallar

min ||V - H]|P?,
HeM(A)

para cierta N fija arbitraria.

Para estudiar este problema es necesario tener conocimientos sobre grupos
de Lie y espacios homogéneos. En el Apéndice se describen los ingredientes
necesarios sobre estos temas.

Sea Q =diag(Aldy,,...,Ald,,) con Ay > > A,y ny+--+n, =n.
Proposicion 3.1. El conjunto M(Q) ={UTQU : U € O(n)} es un espacio ho-
mogéneo, conexo, compacto de dimension

p

dimM(Q) = %(nz—;n%).

Demostracion. Consideremos la accion de O(n) ~R™" dada por U-A =UTAU.
Esta accién es una accion de grupos de Lie (ver Definicién C.24). Luego M(Q)

43
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es la oOrbita de la acciéon O(n)- Q. Tomando M(Q) como conjunto obtenemos
que O(n) ~M(Q) transitivamente. Por lo tanto M(Q) es el espacio homogéneo
O(n)/O(n)g siendo O(n) el subgrupo de isotropia {U € O(n): UT QU = Q}.
Afirmacion: Es facil ver que O(n)g = O(ny) x---xO(n,). (Probarlo.)

Ademas se puede verificar que SO(n)-Q = O(n)-Q por lo tanto M(Q) es
conexo.

Hemos concluido que M(Q) 2 O(n)/O(n;) x---xO(n,) y por lo tanto M(Q) es
una variedad diferenciable compacta conexa de dimensién

o n(n+l) & 5 nmi(mi+l) n(n-1) Gni(ni-1)
T ,21" R Ve

i=1

1 r
= E(nz—n—Zn%—ni)

i-1

1 2 - 2

= 5(” XL
i-1

[]

Comentario 3.2. La estructura diferenciable de M(Q) coincide con la inducida
como subvariedad encajada de R™*",

Lema 3.3. El espacio tangente de M(Q) en H, estd dado por

TuM(Q) = {[H,Q]: QT = -Q e R™"}.

Demostracion. Fijemos H € M(Q). Si o es la accién de O(n) en M(Q), luego
componiendo a derecha por la accién a izquierda Ly con U € O(n), obtenemos que
6y = 6oLy manda Id en UT QU. De esta manera, tomando U tal que UT QU = H
tenemos que Ty M (Q) coincide con la imagen de DGy (Id) : Ti¢O(n) —» TyM(Q).
Como 6y (V) =VTHV se tiene

DSy (Id)U =UTH+HU =-UH +HU = [H,U],
donde UT = -U € T,4O(n). O

Teorema 3.4 (Flujo corchete doble). Sean N, Q simétricas.
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1. La ecuacion diferencial
H=[H,[H,N]], H(0)" = H(0) = Hy (3.1
define un flujo isoespectral en Sym(n).

2. Si fy:M(Q) - R estd dada por
1
() = AN -HIP.
entonces H(t) solucion de 3.1 satisface
H =grad fy(H),

donde el grad fy es respecto a la métrica Riemanniana de M(Q) inducida
como espacio homogéneo.

3. El flujo es completo y H(t) converge a componentes conexas de puntos
criticos. El conjunto de puntos criticos H, satisfacen [H,N]=0.

4. Si N =diag(py,-, 1) con ;> W sii< j, entonces H(t) converge, parat —
oo, a matrices diagonales diag(ln(l),--~,7tn(n)) siendo T una permutacion y
A ye++, Ay valores propios de Hy.

Demostracion. Dado que [H,N] es antisimétrica cuando H,N € Sym(n), se tiene
de la Proposicién 2.60 que el flujo es isoespectral. Como M(Q) es compacta el
flujo es completo. Ademds, si H(¢) es una solucidn, se tiene

1 1
In(H) = —iHN—HH2 = —E(HNH2+|!H||2)+tr(NH),

y por lo tanto
%fN(H(t)) = w(NH(1)) = w(N[H,[H,N]]) = u([N,H][N.H]) =[N H]|>

donde usamos la identidad tr(A[B,C]) = tr([A,B]C). Se concluye que £ fy (H(t)) =
I[H,N]||? y por lo tanto fy(H(t)) es estrictamente creciente. Como fy es acotada
resulta que es necesario que % fn(H(t)) — 0. Es decir, H(t) tiende a soluciones
He € Sym(n) de [Hoo,N] =0.
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Cuando N = diag(uy,--,ly) con ;> j si i< j, [Hoo,N] =0 siy s6lo si Hy es
diagonal. Ademds como el flujo es isoespectral resulta que Ho, es de la forma
diag(Az (1, Ag(n)) con 7 una permutacion y Ay, -+, 4, los valores propios de Hp.
Para probar la parte (b), observar que el gradiente de fy en H es el tinico vector
tangente en Ty M (Q) que satisface

(gradi(H)a [H7Q]> = DfN(H)Q7 VQe TldO(n)
La métrica Riemanniana en M(Q) estd definida por
([H,Q1],[H,Qa])a = tr((Qul )" (Q24.))

siendo Q,-‘ - la proyeccidn en el espacio horizontal asociado. (Ver Apéndice C.6.)
Afirmacién: [H,N] € T}34O(n), pertenece al espacio horizontal K+ = Kerz(Id)*!,
donde n(U)=UTHU.

Q € Ti4O(n) pertenece al nicleo del diferencial si y s6lo si [H,Q] =0, es decir,
si conmuta con H. Luego, como tr([H,N]TQ) =tr(N[H,Q]), resulta que [H,N]
es ortogonal a K = KerD fy(Id).
Ahora

(grad fiv,[H,Q]) = te(N[H,Q]) = r([H,N]"Q) = tr(([H,N][ .. )" Q...

de donde, usando D fy(H)H =tr(NTH) se concluye que grad fy(H) = [H,[H,N]].
O]

Comentario 3.5. Se puede probar que la funcién fy : M(Q) — R es siempre una
funcién de Morse-Bott y por lo tanto las soluciones de

H=[H,[H,N]]

convergen a un unico punto critico. Veamos en el caso en que N es diagonal y

QO =diag(Ay, -, Ay) con A} > > A,

Lema 3.6. Sean N =diag(u,---, Wy), Q =diag(Ay,,A,) con Ay >->A, y fy:
M(Q) - R dada por fy(H) = -3||N - H|]2. Luego el hessiano de fy en puntos
criticos es no singular. La ecuacion diferencial linealizada en un punto critico Huo
es

Gij = —(Aniy = An(j)) (i — 1) Gij i >
donde Hoo = diag(A(1), s Ag(n)) ¥ T una permutacion.
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Demostracion. La linealizacion del campo X (H) = [H,[H,N]] en M(Q) en un
punto critico Ho, €S

DX (Hoo)§ = Hoo[G,N] =[G, N]Heo, € € T, M(Q),
luego, la ecuacién diferencial linealizada resulta § = Hoo[$,N] - [{,N]Hoso. Como
C€Tn M(Q) y Hoo = diag(Ag(1y, ", Ag(n)) se tiene { = [Ho, Q] con QT = Q,y
por lo tanto ;= (Az(j) = Az(j)) @ij siendo Q = (@;;). Observar que  es simétrica.
Por lo tanto, derivando tenemos

Gij = Ax() SN = Aa(y [N, CLij = Ay (i = 1) Gij = Aoy (14— 140) i
= ~(Ar(i) = Ar(jy) (i — 1) G-
Por lo tanto, la ecuacion linealizada no tiene valores propios iguales a cero, y

entonces el Hessiano es no singular. En particular, 7 = Id es la tinica permutacién
con valores propios negativos y por lo tanto H, = Q es el atractor global. ]

Comentario 3.7. En el caso Q y N diagonales con valores propios distintos,
concluimos que un abierto denso de M(Q) converge a Q.

Comentario 3.8. Estos resultados nos permiten dar una prueba de la siguiente
desigualdad:
Wielandt-Hoffman: A, B € Sym(n), entonces

lA-BJ3 >i(lj(A)—lj(B))2,

siendo A;(A),A;(B) los valores propios respectivos en orden decreciente.
En el caso de valores propios repetidos, la prueba de la desigualdad resulta de que
los valores propios son funciones continuas de los coeficientes de la matriz.

Comentario 3.9. Cuando Q es de la forma (Idk O) el espacio homogeneo M(Q)

0 O
coincide con Grassg (k,n) y entonces la funcion fy es una funciéon de Morse-Bott.
Anadlogo para St(k,n).

Comentario 3.10. La matriz N es un parametro a elegir. Si nuestro objetivo es
diagonalizar A € M(Q) basta tomar N matriz diagonal. Luego H(t) tendera a la
matriz diagonal. El orden de los valores propios también esta gobernado por N.

Comentario 3.11. Observar que la métrica Riemanniana homogénea no coincide
con la métrica inducida.

< 3.12. Hallar expresion de grad fy para la métrica inducida.
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3.1. Flujo en O(n)

El método anterior nos sirvid para encontrar valores propios de una matriz
simétrica. En esta seccion queremos encontrar los vectores propios asociados.
La funcién razonable a tomar es el levantado de fy a O(n), o de la funcién
tr(NUTHyH) con H =UTHyU.

Sea ¢ : O(n) - R dada por ¢(U) = tr(NUT HyU ). Observar que

IN-UT HoU|P? = |INI]* + [|Ho | - 2 (U),
luego maximizar ¢ en O(n) es equivalente a minimizar ||N — H|| con H € M(Hy).

Teorema 3.13. Sean N,H € Sym(n)

1. La ecuacién diferencial U = HQUN -UNUT HyU con U(0) € O(n) es el flujo
gradiente asociado a @ en O(n)

2. El flujo es completo y converge a componentes de puntos de equilibrio
Uso € O(n), dados por los Us, € O(n) tales que [H,ULHyU ] =0.

3. Enel caso Hy con valores propios Ay >---> A, y N =diag(y, -+, W, ) distintos,
resulta U (t) - Us que satisface

Hy=Uy diag(lﬂ(l),“',ln(n))Uoz

con T permutacion. En particular las columnas de U, tienen los vectores
propios de Hy.

4. Ny Hy como en la parte anterior. El Hessiano de ¢ es no singular en puntos
criticos. Hay un abierto denso de condiciones iniciales tales que U (t) - Us,
satisfaciendo

Ho = Uso diag(A1, - A )UL.

Demostracion. Derivando obtenemos D@ (U ) : TyO(n) — R,

Do(U)U =tr(NUTHyU) +tr(NUT HyU ).
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Escribiendo U = UQ € Ty O(n) con Q antisimétrica, se tiene
Do(U)(UQ) = tr(NUTHUQ) - tr(NQUT HyU )

=tr(NUTHyUQ) - tr(UT HUNQ)

=tr([N,UTHyU]Q).
Por otro lado D@(U)(UQ) =tr(grad(U)TUQ), siendo gradp(U) € TyO(n) el
gradiente de @ en U € O(n). Luego resulta, del hecho que U7 grad ¢(U) es anti-
simétrica, que

UTgrado(U) = -[N,UT HyU].

La completitud del flujo es por ser O(n) compacto, y el tipo de convergencia
resulta del Teorema B.52 en el Apéndice, y comentarios posteriores. Us, €s punto
critico si y s6lo si [N,ULHyUs ] = 0.
Para probar 3), observar que UL HyU,, es una matriz diagonal A. Por lo tanto,

existe una cantidad finita de puntos criticos (n!2", donde 2" viene de la eleccion v;
6 -v;, siendo v; vector propio). Entonces Hy = U, AUL es como el enunciado.

Para la dltima parte, linealizamos la ecuacion diferencial en el entorno de un
punto critico X (U) = -U[N,UTHyU], con U € O(n) luego

DX(U), =-U[N,{THy+UTH,{] e TyO(n),

para { =UQ € TyO(n) con Q antisimétrica. Luego la ecuacion diferencial lineali-
zada en funcion de Q es

Q=-[N,[U"HyU,Q]] € T}dO(n).
Tomando coeficientes y observando que N y UL HyU., = A son diagonales, resulta
@ij = ~(An(iy = Aa(j)) (Wi — W) 03 1> ],
siendo Q = (w;;) € Ti4gO(n).
Argumentando al igual que en el resultado anterior concluimos el resultado. [

¢ 3.14. Probar que el gradiente de la funcién g : M(Q) — R dada por
g(H) = ||H - diagH|?
resulta
gradg(H) = [H,[H,diagH]].

Los puntos de equilibrio asociados son Ho, tales que [Hoo,diagHoo | = 0.
(Cual es la ecuacion diferencial asociada al levantado?
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3.2. Flujos Toda

En muchas ocasiones, para encontrar valores propios de matrices es conveniente
transformar nuestra matriz a una con una estructura que nos permita ser mas
eficientes. Un ejemplo de esto, en el caso simétrico, es transformar nuestra matriz
a ser tridiagonal (forma de Hessemberg). Esta transformacion se puede hacer a
”bajo” costo.

Definicién 3.15 (Matriz de Hessenberg). Una matriz A = (g;;) simétrica es de
Hessenberg, o de Jacobi, si a;; = 0 siempre que |i— j| > 2.

Una propiedad agradable de los flujos de corchete doble es la siguiente.

Lema 3.16. Sean N = diag(1,---,n) y H de Jacobi, entonces [H,[H,N]] es de
Jacobi. En particular el flujo H(t) asociado a H = [H,[H,N]] con H(0) de Jacobi
es un flujo isoespectral en las matrices de Jacobi.

Demostracion. Observar que en general, si H = (h;;) resulta que [H,N];; = (j-
i)h;;. Por lo tanto

n

n n
Aij=[H,[H,N]ij= > hic(j-k)hj= Y (k=i)hihij= > (i+ j—2k)highy. (3.2)
p i1 i1

Como H es de Jacobi, entonces se tiene que /;; =0 si |i— j| > 2, por lo que en
principio A;; =0si|i— j| >2, dado que si |i— j| > 3 entonces max |i—kl,[j—k|>2.

e
b 9
, .o . , . . ., , [+ 7
Ademas, si j =i+ 2, entonces la unica posible solucién no cero seria k = ZTJ Luego

(3.2) tomaria el valor 0. Luego concluimos que [H,[H,N]] es de Jacobi. O
0 hp . hin
—h :
Comentario 3.17. Observar que [H,N] = 2 O L ’ , luego,
: g 1(n-1)
gt oo ~hygy O
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a by 0 ... 0
by ay by ’ :
siHesdeJacobi, H=| 0 by a3 . 0 |, entonces
: by
0O ... 0 bn—l an
0O b O 0
-by 0 by :
[H,N]=| O -by O 0
b,
O ... 0 -b,.y O

En particular, [H,N] = H, - H; siendo H,, y H; las matrices triangulares superior e
inferior asociadas a H.

Definicion 3.18 (Flujo Toda). La ecuacién diferencial H = [H,H, — H;] se le deno-
mina Flujo Toda.

Esta ecuacion tiene la siguiente interpretacion fisica definida por Toda en la
década del 60.
Consideremos n particulas xi,---,x, en una recta y sean yi,---,y, las respectivas
velocidades. Supongamos que el sistema de particulas esta gobernado por el Ha-
miltoniano

1 n n
H(x,y)=K(y)+V(x)= 3 S ye+ > exp(xe—Xgs1),
o

a K(y) se lo denomina la energia cinética del sistema, mientras que a V (x) se lo
denomina la energia potencial (donde agregamos las particulas ficticias xo = —oco y
Xp+1 = +00, ambos con energia potencial cero).

Desde el punto de vista matemdtico, permitimos que no hayan colisiones, asumien-
do de esta manera geu las particulas pueden cruzarse.

Fijamos una condicion inicial (x(0),y(0)) e R¥" y sea (x(¢),y(t)) e R?" el estado
del sistema en tiempo ¢ € R. Luego el sistema esta determinado por las ecuaciones
de Hamilton-Jacobi

%= 95 =y
k= oy (3.3)
Vi=—on = exp (X1 =X ) —exp(xg — Xp41)
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Estas ecuaciones implican que la energia H(x(z),y(¢)) es una cantidad que se
conserva.

El problema fundamental de la teoria de la mecénica Hamiltoniana es encontrar
una integral del sistema, i.e. encontrar el mapa ¢t — (x(¢),y(¢)). Observar que el
sistema es invariante por traslaciones, es decir

H(x+5,y):H(x,y), 5=(C,~--,C)€]Rn.

Esto implica que el centro de masa se mueve de manera uniforme.
Flasche (74) utilizo esta observacion para hacer un cambio de coordenadas, trasla-
dar al centro de masa (trabajar con las diferencias x; —xy, 1), eliminar exponenciales
y ajustar constantes, ay = %, by = %exp(%). De donde resulta,

1 1 1
dy= Eyk = E(exp(xk_l —Xi) —exp(xg —Xks1)) = 5((2191(—1)2— (2b)%) =2(b7_, -b}),

-1 (xk_xk+l)xk_xk+l :bk(yk_)’kH

kaEGXP ) ) 3 )=bk(ak—ak+1)~

Es decir que en estas nuevas coordenadas el sistema 3.3 es equivalente a

dy =2(b?_ —b?)
k 34
{ bi = br(ar —ag+1) G4

al bl 0 ce 0
bl a) b2 :
Proposicion 3.19. Sean H(0)=| 0 by a3z - 0 |y N =diag(1,--,n).
oo by
0 ... 0 by an

La ecuacién diferencial de Toda H = [H,[H,N]] estd dada por la ecuacion dife-
rencial (3.4).

Demostracion. Recordar del Lema que podemos suponer

aj b] o ... 0

bl ay bz :
H=|0 52 as . 0

0O ... 0 b,.1 dy
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Luego de la ecucacion 3.2 resulta que

;i = Z (2i—2k)h,~khki=2(bi2_1_biz)-
k=icT,i+1

Por otro lado,

bi=Hiiv1y= ), (2i+1-2k)hihy(iv1y = aibi—biais1 = bi(ai—ais1).

k=i,i+1
0

Comentario 3.20. Sea Jac(A;,--+,A,) el conjunto de matrices n x n de Jacobi con
valores propios A; > - > A,,. La topologia y geometria de este conjunto no es facil
de describir.

Tomei (84”) prob6 que si A; > -+ > A, entonces Jac(Ay,---,A,) es una variedad
diferenciable de dimension n — 1, compacta.

Ademés si n = 3, se tiene que es una superficie de Riemann de género 2.

Del comentario anterior y lo estudiado para la ecuacion (3.1) se concluye el
siguiente resultado.

Teorema 3.21 (Flujo Toda). 1. El flujo de Toda H = [H,H, - H;] es el flujo
isoespectral en el conjunto de matrices de Jacobi.

2. La solucion H(t) existe para todo t € R y converge a una diagonal cuando

t — +o00.

3. Sea N =diag(1,---,n) y Ay >+ > Ay. El flujo de Toda en la variedad isoes-
pectral Jac(Ay,--+,Ay) es el flujo gradiente de la funcion

v Jac(Ay, Ay) = R,

dada por fy(H) = 5||N - H|[2, para la métrica inducida como subvariedad
del espacio homogéneo M(Hy).

Comentario 3.22. Del corolario resulta que podemos dar una interpretacion fisica
al sistema Hamiltoniano estudiado. Como by — 0 esto significa que x; — Xz, = —00 'y
por lo tanto cada particula se comporta de manera independiente y con velocidades
asintoticas constantes, manteniendo el centro de masa con velocidad uniforme.
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3.3. Flujos isoespectrales y ecuacion de Riccati

Recordar que la variedad M(Q) ={UQUT : U e O(n)} para Q =diag(A;ld,,,---,A.ld,,)
con Ay >--- > A, es difeomorfo al espacio homogeneo O(n)/O(n;) x---x O(n;).
La anterior identificacién la haciamos considerando la accién por conjugacion de

O(n) en M(Q).

Lema 3.23. M(Q) es difeomorfo al espacio bandera Flag(ny,---,n,). La identifi-
cacion estd dada por

U

siendo Uy ,--,U, tales que U; € R"*" y U =

Uy
< 3.24. Probar el lema anterior.

Con esta identificacion podemos preguntarnos cudl es el flujo asociado en
Flag(ny,---,n,) al flujo isoespectral H = [H,[H,N]]. Daremos una respuesta para

el caso r =2, donde Flag(k,n—k) coincide con Grass(k,n).
Toda matriz N € R"*"_ induce un flujo en Grass(k,n), dado por

Oy (1,V) =NV,

siendo €NV la accién natural de Gl(n,R) en Grass(k,n). Diremos que este flujo
en Grass(k,n) es inducido linealmente por N.

Teorema 3.25. Sean N € Sym(n), Q = diag(Aldg, Azld, ;) con Ay > Ay y 1 <k<
n- 1. El flujo generado por H = [H,[H,N]] inducido a través de la identificacion
del Lema 3.23, es un flujo isoespectral en Grass(k,n) inducido linealmente por

(A= 12)N.

Demostracion. Sea H(t) =U(t)QU (¢)T solucién de H = [H,[H,N]] con condi-
cién inicial Hy = UpQU[ . Nuestro objetivo es probar que @(H (1)) = e'(M-R)Ny; ¢
Grass(k,n) siendo Vo= @(Hp) y ¢ : M(Q) — Grass(k,n) el difeomorfismo o(UQUT) =
i)

Del Teorema 3.13 probamos que U(t) € O(n) satisface la condicién

U=U(UTQUN-NUTQU).
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Sea X(¢) =U(t)T, de donde tenemos @(H (7)) = (X(r)T). Con este cambio, tene-
mos que X (¢) satisface la siguiente ecuacién

X =NXQ-X0XTNX. (3.5)
Consideremos ahora S(¢) € R™", con S(0) = Id que sea solucién de
S=XTNX[(A -2,)S-0S]+O0XTNXS. (3.6)

Si1
So1

tiene que S>; = 0 y por lo tanto la solucién es de la forma
St Si2
S= .
(% 52)

Observar que entonces X (1)S(1) = e!(M1-2)NX (0). En efecto, sea Y () =X (¢)S(¢),
entonces ¥ = XS+ XS. Por lo tanto

Escribiendo § = ( ?2) por bloques, si suponemos que S»1(0) = 0 entonces se
22

Y =NXQS-XQOX"NXS+XXTNX[(A - A)S-0S]+XOX"NXS
= (A = A2)NXS = (A1 - A2)NY.

Luego, Y (t) satisface Y = (4; — A,)NY con condicién incial Y (0) = X (0)S(0) =
X (0). Entonces, por unicidad de soluciones resulta

Y (1) = M=2INx (0).

Recordar que @(H(1)) = (X(¢)T). De lo anterior resulta que S(¢) € G1(n,R) y
por lo tanto (X (£)T) = (S11 (/)X (1)T).
Por lo tanto, el espacio generado por las primeras k columnas de X (7)S(¢) coincide

con
el(ll—lz)NXI (0) — el(ll—/lz)NVO.

Comentario 3.26. Si recordamos la ecuacion diferencial de Riccati

K=A21 +A22K—KA11 —KAlzK,

Al A 1d
K eRt-0)xk donde A=["11 “12], se tiene que €AV = k1| € Grass(k,n).
Ay Ap a O \k() (km)

Luego, H(t) induce la ecuacion de Riccati K(¢) con A = (A —A;)N
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Capitulo 4

Otras aplicaciones

En este capitulo veremos otras aplicaciones de problemas de optimizacién en
variedades.

4.1. Programacion lineal en el caso convexo

El problema de Programacion Lineal a resolver consiste en lo siguiente.

PROBLEMA (Programacion lineal): Hallar x* € R" tal que:

x* eargmin ¢ x,
xeF

donde c € R" no nulo, y el conjunto factible F es la combinacion convexa de
m vectores v; € R (vértices de F):

m m
F=Conv(vi,va,...,vy) = {VZ Zaivi,aiZO,Za,-: 1} cR"
i=1 i=1

Este conjunto factible F' es convexo y compacto. En lo que sigue asumimos
que ¢Tv; #cTv;, Vi# j; con lo cual se puede afirmar que el problema tiene solucién
unica y ademads esta se alcanza en uno de los vértices, al cual denotamos vy.
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Lo anterior implica en particular que, si se conocen los valores de la funcién
objetivo en todos los vértices c’v;, es facil saber en que vértice se alcanza el
optimo, previa comparacion de los valores. Por lo tanto, en el caso de interés,
donde no resulta eficiente hallar todos los valores ¢ v;, se tendrdn mas vértices que
la dimension del espacio: m > n.

4.1.1. Ecuacion de Brockett

Sean las matrices diagonal N =diag(cTvy,...,cTv,) eR™My O =diag(1,...,0) €
Rm=m_Consideremos la siguiente ecuacion diferencial en el espacio de las matrices
simétricas Sym(m):

H=[H,[H,N]]=H*N+NH?-2HNH @.1)
H(0)=0700 '

Por el Teorema 3.13, se puede afirmar que: para casi toda matriz ® € O(m)
ortogonal, la solucién H(¢) del flujo anterior converge a Ho, = diag(0,...,1,...,0) €
Rm>m cyando t — oo, donde el 1 se encuentra en la posicion 6ptima s. Es decir que,
conociendo H.,, se conoce el vértice vy donde se alcanza el 6ptimo.

Desventajas del método

1. El flujo evoluciona en el espacio de las matrices simétricas Sym(m), el cual
(m+1)

tiene dimension mT >> n; mientras que la region factible F del problema

original estd contenida en un espacio de dimension n.

2. El resultado anterior no proporciona una caracterizacioén de los ® € O(m)
iniciales para los cuales se garantiza convergencia.

3. Para definir la matriz N hay que conocer los valores de la funcién objetivo en
todos los vértices: ¢ v;. Como el Optimo se alcanza en uno de estos vértices,
conocer N equivale entonces a conocer la solucién del problema (previa
comparacion de los valores).

En lo que sigue vamos a ver como superar las primeras dos desventajas.
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4.1.2. Ecuacion de Brockett simplificada (en la esfera)

La idea es plantear un problema equivalente al original, consistente en maxi-
mizar una funcién de Rayleigh en la esfera $”~! ¢ R”, de dimensién m—1. En
particular esto permite reducir la dimensién del espacio de trabajo, superando la
primer desventaja de la ecuacion de Brockett dada en (4.1).

Definicion de espacios y funciones

Definicion 4.1 (Simplex). El simplex de dimension m—1 es:

m
A1 = {y eR™,y;>0,> yi= 1} cR™
i=1

Se definen la funcion
fi8" Vs Ay, f(8):=(67,...,63) eR"

y la funcion lineal
m
T:Ap-1—Conv(vi,va,...,vm), T(y)= Zyi\?i.
i=1

Observar que la matriz asociada a T es es la matriz [vy,..., vy, ] € Ryx;,. Definimos
finalmente 777 = T o f : S~ — Conv (v1,v2,...,v,,) y la funcién objetivo a optimizar
sobre la esfera: A o 7y : S™~1 - R, donde A (x) = c¢Tx es la funcién lineal inicial.

La Figura 4.1 muestra un diagrama con los conjuntos y funciones definidas
anteriormente.

Funcion objetivo

Lema 4.2. En la esfera S™ 1, la funcion A o tr se puede expresar como el siguiente

cociente de Rayleigh: (Aomr)(0) = GQT%G.
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T
Sm-1 > Ay > Conv (Vi,va,...,Vm)
T

R
Figura 4.1: Diagrama de espacios y funciones

Demostracion.

(Aomr)(0)=A(mr(0))=c"nr(0)=c"T(67,...,62) =.

m

=cT29k2\7k=Zn:c (é )i ;cl(ZG vk,)_éek(icivki)ek;..
oT

k=1 i=1 i=1
NGO
076

= i 0]{ (CT\;k) Gk = OTNQ =
k=1
[

Definimos en la esfera $”~! una métrica Riemanniana dada por el producto
interno:

<0,y>=20Ty, 0,yeT.S5"!

Flujo de Brockett en la esfera

Teorema 4.3 (Flujo de Brockett en S*~1). Sea N = diag(cvy,...,cTv,,) e Rmxm
como antes. Entonces:

1. El flujo de gradiente de A oy en la esfera S, y respecto a la métrica
anterior, es: .
O=grad(Aomy)=(N-6TN6Id)6

0(0) e R™ 4.2)

2. El flujo anterior tiene exactamente 2™ puntos de equilibrio, dados por:
+ey,...,xey, donde e; es el i-ésimo vector canonico.
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3. Sea y=A.;y lalinealizacion del flujo de gradiente en +e;. Entonces los m—1
valores propios de A.; son (los valores no nulos):

cT(v1 —vi),...,cT(vi_l —vi),cT(vM —vi),...,cT(vm—v,-)

Ademds: el indice optimo s es el unico tal que e es asintoticamente estable
(Ais es definida negativa).

4. Sea X = §™2 la subvariedad diferenciable de S™1, de codimensioén uno,
definida como:

X={0es"1 6,=0}

Si 6(0) € S" 1\ X, la solucion 0(t) del flujo de Brockett simplificado conver-
ge exponencialmente al atractor estable +e;. Mas aiin, wp(0(t)) converge
exponencialmente al optimo vy del problema de programacion lineal.

O

El dltimo punto de este resultado permite superar la segunda desventaja de la
ecuacion de Brockett dada en (4.1).

4.1.3. Ecuacion de Brockett simplificada (para PL en el sim-
plex)

Consideremos ahora el caso en que la region factible F' = Conv (v, va,...,vy) C
R” del problema de Programacién Lineal es el conjunto simplex A,,_; c R™. En
particular se tiene m = n.

En este caso T = Id o, equivalentemente, v; = ¢;, Vi. Por lo tanto:

n
N =diag(cey,...,cle,) =diag(cy,...,c,) y 6TNO= cheg

k=1
El flujo de Brockett (en S*~1) es entonces:
. n
e,-:(c,-—che,f)e,-,vleL...,n (4.3)
k=1
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n
Con ) 91.2 =1 por estar trabajando en la esfera.
i=1
Introduciendo el cambio de variable x; = Giz, el flujo anterior se puede plan-
tear sobre el simplex, en lugar de la esfera. Derivando se obtiene X; = 26,6; y
reemplazando se llega al flujo en x:

n
xizz(ci—zckxk)xi,Vi: Lon (4.4)
k=1

n n
Como Y. 67 =1 entonces Y. x; = 1. Ademas x; = 67 > 0, por lo que se concluye
i=1 i=1
que el flujo anterior se da en el simplex: x € A,,_.
En este caso el conjunto X c $"~!, de condiciones iniciales excepcionales que

garantizan convergencia, es llevado por el cambio de variables a un subconjunto de
OA1,

Corolario 4.4. La ecuacion (4.4) define un flujo en A, tal que: si x(0) e A1\
JA™1 = int(A,_1), entonces la solucién x(t) converge exponencialmente a e;,
solucion del problema de Programacion Lineal (en el simplex A,,_1).

Observaciones

= El flujo en x es una ecuacion del tipo Lotka-Volterra

= x() converge a e desde el interior de A,,_1, por lo que es un método de tipo
“punto interior”.

= Sienint(A,-1) se define la métrica dada por el producto interno: < 0,y >=

n
Y %, entonces el anterior flujo en x es flujo de gradiente de ¢’ x enint(A,_1).
i=1 '

4.2. Programacion Lineal en un Politopo

Dada A e R™" y b e R", se considera el conjunto tipo Politopo (Polytope) dado
por:
C={xeR": Ax=b,x>0} cR"
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Este conjunto es convexo y en lo que sigue se asume que ademds es compacto
y con interior no vacio !. Como se verd mds adelante, el simplex A,_; es un caso
particular de este conjunto C.

Se considera ahora el problema de optimizacion, mas general que el de Pro-
gramacion Lineal, consistente en hallar x* tal que: x* € max,.c ¢ (x), para cierta
funcioén ¢ : C - R no necesariamente lineal.

En lo que sigue se define una métrica en o) y se obtiene una expresion para
el flujo de gradiente de ¢ en C respecto a dicha métrica: x = grad (¢(x)). Esto
permite tener funciones x(¢) tales que ¢ (x(¢)) - ¢ (x*)

4.2.1. Gradiente de ¢ en ¢

Dado x€C, el espacio tangente a C en dicho punto es:

T.C=T{xeR": Ax=b} = {0 cR": AB =0} =ker(A)

Por otro lado, la matriz diagonal D(x) = diag(xy,...,x,) es definida positiva
para todo x € C, por lo que siempre es invertible. Esto permite definir un producto
interno en 7,C dado por:

<<0,y>>=0"D(x)'y,v0,yeT,C
El operador grad ¢, respecto a la métrica inducida por << -,- >>, es tal que:
1. grad¢(x) e T.C,¥xeT,Cy
2. <<grad(x),0 >>=v(x)70,v0 e T,C

Usando la definicion del producto interno, la segunda condicién es equivalente

(grad¢ (x)"D(x)"'-vo(x)")6=0

siy sélo si

(D(x) ' gradd(x) - Vo (x)) =0, VOeKer(A)

'Su interior esta dado por: € = {xeR": Ax=b,x>0}
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Es decir:
D(x) ' grad¢(x) - Vo (x) e Ker(A)T = Im(AT)
Por lo tanto debe existir A € R™ tal que:
D(x) ' grad¢(x) -V (x) =ATA < Agrad¢(x) -AD(x) V¢ (x) =AD(x)AT A
Si asumimos que el rango de A es maximo: rg(A) =m < n, este A serd unico.
Para hallarlo se utiliza la primer condicion que debe cumplir grad ¢: grad ¢ (x) €

Ker(A). Reemplazando esto en la dltima expresion se obtiene:

0-AD(x)V(x) =AD(x)ATA < A = - (AD(x)AT) ' AD(x) V6 (x)

4.2.2. Flujo de gradiente de ¢ en C
El flujo de gradiente de ¢ en C, con respecto a la métrica anterior, es entonces:
i = grad(x) = [1d - D(x)AT (AD(x)AT) " A] D(x) V6 (x)

Este se conoce como flujo de Faybusovich.

4.2.3. Flujo en el Simplex

En el caso particular en que A= (1,...,1) e R>*" y b =1, el Politopo es el
simplex: C = {x e R", Zx, =1,x20} =A,_1. Ademas AD(x) =xT y D(x)AT =x.

Por lo tanto el flujo de ¢ en el Simplex es:

£=D(x)Ve(x) —xx Vo (x) <

, 8(]) " do
Xi= 3x, Zxka (x) [x;, Vi=1,.
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Funcion objetivo lineal

Cuando ¢ es lineal: ¢ (x) = cTx, se obtiene el flujo en A,,_; dado por la ecuacién
de Brockett (4.4) (a menos de un factor constante 2):

n
Xi= (ci—chxk)xi,Vi: 1,...,n

k=1
Funcion objetivo cuadratica

Cuando ¢ es cuadrdtica: ¢(x) =1 cxx7, su gradiente libre tiene (V@ (x)); =

bnl
=

cixi, por lo que el flujo en A, es:

n
Xi= (C,')Ci— chx,%)xi,w: 1,...,n
k=1

Este se conoce como flujo de Karmarkar.

4.3. Flujos en O(n) y Graph Matching

En esta secciéon daremos una descripcion del problema denominado Graph
Matching, y su relacién con flujos en O(n).

Definicion 4.5 (Grafo). Un grafo G = (V,E) consiste en un conjunto de vértices
V ={vi,v2,...,v,} y un conjunto de aristas E, que son pares no ordenados de V.

Intuitivamente, un grafo es un conjunto de puntos unidos por aristas, por lo
que hay muchas formas de “dibujarlo”. En particular, cualquier re-ordenacién de
los nodos, da lugar al mismo dibujo. El concepto de isomorfismo captura este
concepto:

Definicion 4.6 (Grafos isomorfos). Decimos que dos grafos G| = (V,E1) y G =
(Va,E») son isomorfos si y sélo si existe una biyeccién ¢ : V| — V; que preserve la
estructura. Esto es, que (v;,v;) € E| <= (@(vi),@(v;)) € E>
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Definicion 4.7 (Automorfismo). Un isomorfismo de un grafo en si mismo se
denomina automorfismo, y el conjunto de automorfismos de un grafo forma un
grupo con la composicion.

Ejemplos 4.8. Los grafos de la siguiente figura son isomorfos, siendo ¢ la que
asigna a un vértice de un grafo, el vértice del mismo color en el otro grafo.

Ejemplos 4.9. Los grafos de la siguiente figura son isomorfos, con la biyeccion
representada con las flechas punteadas.

PROBLEMA (Isomorfismo de grafos): Dados dos grafos, decidir si son
isomorfos.

El problema de isomorfismo de grafos (GIP por sus siglas en inglés) es compu-
tacionalmente dificil, cuya complejidad se encuentra estrictamente entre P y NP (a
no ser que estas clases colapsen).

Otro problema relacionado es el de automorfismos de grafos.

PROBLEMA (Automorfismos de un grafo): Determinar si el grupo de auto-
morfismos de un grafo es trivial o no.
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Observar que los dos problemas presentados arriba busca respuestas del ti-
po st 0 no, pero no busca encontrar elementos (isomorfismos o automorfismos)
explicitamente.

Ejemplos 4.10. El grafo de la figura tiene grupo de automorfismo trivial.

Figura 4.2: a.

Definicion 4.11 (Matriz de adyacencia). Dado un grafo G = (V,E), definimos su
matriz de adyacencia como A € Sym(n)

1 si(vy,vi)eE
0 sino

Comentario 4.12. Si A y B son matrices de adyacencia de dos grafos isomorfos,
entones A = PBPT para alguna matriz de permutacién P.

En términos de las matrices de adyacencia, el problema de isomorfismo de
grafos es: ;3P € P(n)/A = PBPT?

Por otro lado, el denominado Graph Matching Problem (GMP)

PROBLEMA (Graph Matching Problem): Encontrar el isomorfismo entre
dos grafos (o el “mds cercano” en algiin sentido, si no son isomorfos). Esto
es:
P* =arg min ||A-PBPT|j
g Pep(n) I I

\. J

El problema es que P(n) es un conjunto discreto con n! elementos, por lo que
computacionalmente no es viable probar todos los elementos para encontrar la
solucion.

Lema 4.13. Sea N (n) = {M e R™": M;; >0}, entonces P(n) = O(n) "N (n).
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El GMP es entones argminpeo(,)un(n) lA — PBPT|2. Si nos olvidamos por
el momento de la restricciéon de no negatividad, entonces queda formulado un
problema en el grupo ortogonal.

Consideremos f : O(n) - R, definida como f(U) = 1||A - UBUT|[%. Buscamos
entonces minimizar f en O(n). Observemos que se tiene:

1 1
F(U) = 3|IAllF+ 5 |UBUT |7 - w(AUBUT).

Luego, como los dos primeros términos son constantes para U € O(n), se tiene

arg min U)=are min —tr(AUBUT).
gUEOl(n)f( ) gUeOl(n) ( )

Consideremos entonces f(U) = —tr(AUBUT) y calculemos el gradiente:

Df(U)U = -tr(AUBUT) -tr(AUBUT).

Escribiendo U = UQ, con QT = -Q (de donde UT = QTUT = QUT), se tiene

DF(UYUQ=tr(AUBQUT) -tr(AUQBUT) = tr([UT AU, B]Q).

Como el gradiente es el que cumple Df(U)UQ = tr((grad £)TUQ), resulta
grad f(U) =-U[UTAU,B].

Por lo tanto, el flujo gradiente asociado a f en O(n) es U = U[UTAU,B],
que resulta completo por compacidad de O(n). Ademds, si las descomposiciones
de Ay Bson A=VD{VT y B=WD,WT, entonces se puede ver que los puntos
criticos (que cumplen [UTAU, B] = 0) son de la forma P = WIISVT, con I1€ P(n)
y S =diag(+1,...,+1). Hay por lo tanto 2"n! puntos criticos, y el flujo converge a
uno de ellos.

Observar que si A y B son matrices de adyacencia de grafos isomorfos, entones
la matriz de permutacién P que conjuga A y B, es un punto critico (y minimiza f

en O(n)).

Ahora, nada garantiza que el flujo tienda a una matriz de permutacion. Conside-
remos entonces la funcién g: O(n) - R, definida como g(P) = % tr(PT(P-PoP)),
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donde o es el producto de Hadarmard (el producto punto a punto de matrices).

Observemos primero que
2 2 T 2 2 3
g(P)=§n—§tr(P (POP))Zgn—glzj:pU

Por lo tanto, la funcién g se minimiza (sobre las matrices ortogonales) cuando
2ij p?j es lo mas grande posible, y es facil ver que esto sucede en las matrices de
permutacion. La idea serd entonces construir un flujo, utilizando g, cuya solucion
sea convergente a una matriz de permutacion, para después combinarlo con el flujo
que estudiamos mads arriba, que incluye la informacién de los grafos. No haremos
las cuentas del gradiente ni de los puntos criticos, que se pueden encontrar en [Z].

El gradiente de g es gradg(P) = P((PoP)TP-PT(PoP)), de donde el flujo
gradiente asociado a f en O(n) es

P=pP(P"(PoP)-(PoP)'P).
Los puntos criticos son de la forma P = STI, con II matriz de permutacion, y

S =diag(+1,...,+1). De estos puntos criticos, las matrices de permutacion son los
Unicos atractores del flujo.

Los autores de [Z] entonces combinan los dos flujos:

P=(1-k)P[PTAP.B]+k[P(PT(PoP)-(PoP)TP)],

pero poco se puede decir del comportamiento general de las soluciones.
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Capitulo 5

Retracciones y busqueda lineal

Cuando queremos optimizar una funcién f: R” — R para encontrar un minimo
local, podemos considerar la siguiente estrategia iterativa,

Xier1 = X + 5Nk,

donde x;, es dado, 1y es una direccion en que f decrece (por ejemplo —grad f(x;))
y t es el tamario del paso.

La idea de esta seccion es estudiar una estrategia andloga para el caso en que
f esté definida en una variedad M. La generalizacién natural en este caso es
considerar x; € M y buscar una direccién 1y € T, M en la cual f disminuya su valor,
para luego de algin modo “proyectar” el salto en M. Con este fin introduciremos la
nocion de retraccion. Grosso modo, una retraccion es una proyeccion del tangente
T::M en M. Tener una buena nocién de retraccién (y computacionalmente eficiente)
nos permitiria aproximar lineas de flujo en variedades.

Definicion 5.1 (Retraccion). Una retraccion en una variedad diferenciable M es
una funcioén diferenciable R : TM — M con las propiedades dadas a continuacion.
Denotando R, : T.M — M, R.(-) = R(x,-), se tiene

1. Ry(0)=x, 0e LM

2. Considerando la identificacion candnica Ty (7:M) = T, M se tiene que el mapa
DR,(0): T.M — T,M es la identidad en T, M.
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Observacion 5.2. En algunas situaciones es posible que R esté localmente definido
en un entorno de la secciéon 0 en TM.

Comentario 5.3. El segundo punto en la definicion anterior puede entenderse del
siguiente modo. Sea ¥ la curva en M dada por ¥ (1) = Ry(t§), siendo & € T,M.
Luego se tiene 7z (0) =x, y

d

G| kil)=S] R(1E)=DR(0) =&,

Y:(0) = Jilhe

Le. Y (0) = €. Por lo tanto, R, proyecta rectas t& por el origen en curvas en M que
en 0 toman el valor x y su velocidad enr=0es &.

Observacion 5.4. Otra aplicacion importante de una retraccion es linealizar local-
mente una funcion. Esto es, si f: M — R, luego, en un entorno de x € M, podemos
definir

fo=foRy: T.M—>R.

En particular, Df,(0) = Df(x), y si M estd dotada con estructura Riemanniana
resulta grad f,,(0) = grad f(x).

5.1. Ejemplos de retracciones

Hay muchas formas de definir retracciones en variedades. En particular toda
variedad Riemanniana tiene una retraccion natural dada por el mapa exponencial
(ver Definicién D.31). En los grupos de Lie por ejemplo, tenemos el mapa expo-
nencial, que también verifica las propiedades de una retraccion (ver Definicion
C.18). Sin embargo, con el objetivo de que la retraccion nos ayude en problemas de
optimizacion es necesario que el calculo de la retraccion sea computacionalmente
eficiente, y este no es el caso de los ejemplos anteriores. Para el primer caso es
necesario encontrar geodésietracc cual lo convierte en un problama equivalente al
que queremos resolver. En el segundo, para el caso matricial, es necesario calcu-
lar series, funciones analiticas, lo cual no es un tema trivial. De hecho existe un
area de estudio denominada integracion geométrica donde se desarrollan técnicas
particulares para abordar este problema en el caso de grupos de Lie (ver [IMKNZ]).
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5.1.1. Retracciones en variedades encajadas

Supongamos que M es una variedad encajada en R”. En este caso T,M se puede
identificar con el subespacio afin x+ & con & € TyM, donde abusando notacién,
identificamos & € T,M con £ € R”. De esta manera nuestro objetivo es encontrar
una manera de “proyectar” x+¢&§ € R* en M. Veamos un resultado general que nos
permitird construir ejemplos.

Proposicion 5.5. Sea N una variedad (abstracta) tal que dimN = codimM. Su-
pongamos que existe un difeomorfismo ¢ : M x N - Tub(M) c R", donde Tub(M)
es un entorno abierto de M en R" (entorno tubular) tal que ¢(x,e) =x VxeM
siendo e € N. Luego el mapa R,(&) = m (¢~ (x+&)), siendo my : M xN - M la
proyeccion en la primer coordenada, es una retraccion.

Demostracion. Que R es diferenciable surge de que R(x,E) =mjo¢~1(x+&) es
una composicion de funciones diferenciables. Ademds como ¢ (x,e) = x, resulta
que ¢~1(x) = (x,e) y por lo tanto R,(0) = x. Para probar que DR, (0) es la identidad,
observar lo siguiente. Para ¢ pequefio se tiene

DR.(0)¢ = %lzzoRx(t&) = %m 0~ (x+1&) =Dmy(x,e) o DY~ (x)&.

Dado que ¢(x,e) =x se tiene D@ (x,e)(&,0) = L], (x+u&,0) =&, y por ser
un difeomorfismo resulta D¢~ (x)& = (&,0). Luego el resultado sigue de que
Dry(x,e)(&,0) =€. O

Ejemplo 5.6 (Retraccién en §"1). SeaM=85"1cR"yseaN={reR:
r>0} =Ryoysea¢:MxR,y— (R*)* dada por ¢(x,r) =rx. ¢ es un
difeo donde ¢~ 1 (x+&) = H%EH y ¢(x,1) = x para todo x € "1, Luego la

retraccion inducida es
x+&

RS = ey

Observar que Ry(§) = argmin,gi-i|lx+& - y|l.

Ejemplo 5.7 (Retracciones en O(n)). (i): Sea M = O(n) c R™". La des-
composicion QR de una matriz nos brinda un ejemplo de retraccion a
O(n).

Sea ¢ : O(n) xR+ (n) - Gl(n,R) dada por ¢(Q,R) = OR, siendo R (n)
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matrices triangulares superiores con elementos > 0 en la diagonal. Se
puede probar que ¢ es un difeo. Sea gf = ;o ¢! el mapa que envia a una
matriz a su factor ortogonal Q de la descomposicion QR. Luego

Ry(UQ) =qf(U+UQ)=qf(U(ld,+Q)) =Uqf(ld, +Q)

€s una retraccion.

(ii) Descomposicion Polar: Toda matriz A en Gl(n,R) puede escribir-
se como A = QP con Q ortogonal y P simétrica definida positiva. Luego
¢ : O(n)xSym, (n) - Gl(n,R) induce la retraccion

Ry(UQ) =U(Id+Q)(1d-Q?)"1/2.

(111) Cayley Transform:

Ry(UQ)=U(Id- %Q)‘l(ld + %Q)

(iv) Mapa exponencial:

Ry(UQ) =Uexp(Q),

donde exp es el mapa exponencial de matrices. Observar que esta retrac-
cién puede servir en cualquier grupo de Lie.

Ejemplo 5.8 (Retraccién en St(k,n)). La descomposicién QR tambien
induce una retraccidin en St(k,n), a saber

Rx(8)=qf(X+&),

siendo gf(A) el factor Q € St(k,n) de A = QR con A € Rk de rango
maximoy Re R, (n).

5.2. Retracciones en variedades cociente

Supongamos que tenemos una variedad cociente M = M/ ~ donde ~ relacién

de equivalencia y sea 7 : M — M la proyeccion candnica (todos los casos que estu-
diaremos son espacios homogeneos). Nuestra idea es definir una retraccién en el
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cociente a partir de una retraccion en el ambiente. Sea R: TM — M una retraccién
en M. Una forma natural de definir una retraccién en M es la siguiente:

Sea & € T[X]M, donde &, € T:M satisface Dt(x)&, = &. Luego definimos Rv[x] (&)=
(R, (&,)). Para que esta definicién tenga sentido es necesario pedir que (R, (&y)) =
(R (Ey)) siendo x ~x"y &, ~ &y, es decir Dt(x)&, = D (x')E,y.

Observacion 5.9. En una variedad cociente siempre se puede definir una distribu-
cion horizontal que es una forma de identificar de manera tnica un representante
del tangente T[X]M en cada uno de los representantes de [x]. Esto es, como 77! ([x])
es una variedad, v, := T, ([x]) es su espacio tangente, y por lo tanto podemos de-
finir un espacio complementario H, en T,M, es decir T:M = v,,® H,.. Un distribucioén
horizontal es un mapa que asigna a cada x € M un espacio horizontal.

Observacion 5.10. En el caso de espacios homogeneos Riemannianos, lo anterior
se hace de manera natural tomando el ortogonal al nicleo: H, = (Ker F(x))").
Luego existe un tnico &, € H, tal que Dt(x)&, = E&.

Proposicién 5.11. Si M = M/ ~ con distribucion horizontal. Sea R retraccion en
M tal que w(Ry(&y)) = m(Ry(Ev)) para todo x ~x' y &, € Hy, & € Hy, entonces

Rpq(&) = m(Ru(&r))

es una retraccion en M, siendo & = Dit(x)&,.

Demostracién. La condicién que le pedimos a R hace que R esté bien definida.

Ademds R[,1(0) = (R,(0)) = [x]. La condicién de rigidez resulta
DR;,1(0)1 = D(x)DR(0)1: = DE(x) M = 1
para todo 1 € T[x]ﬂ. U

Ejemplo 5.12. (i) (Retracciones en P(R").) El espacio P(R") = R"
{0}/R* 1o podemos ver como espacio homogeneo de la accién del grupo
de Lie R* en R”\ {0}. Luego tomando la retraccion trivial R, (x) = x + X,
se tiene que ﬁ[x] ([%]) = w(x+x). Una distribucién horizontal viene dada
por

H:={xeR": iTx=0},
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six’ = ax, X' = ax, satisfacen w(ax+ ox) = w(x+x) y por lo tanto estamos
en las hipétesis de la proposicion.

(ii) (Retraccion en Grass(k,n).) La grasmaniana la podemos obtener
como Grass(k,n) =St(k,n)/O(k). Sea R la retraccion en St (k,n) dada por
qf(-). Es un ejercicio verificar que cumple las hipétesis de la proposicion.
Luego, R(x)(§) = (qf (X +§)) define una retraccién.

5.3. Algoritmos de biisqueda lineal

En el contexto de variedades tenemos que los algoritmos de biisqueda lineal
son de la forma x.1 = Ry, (%), donde #; € R, 1 € T, M. Ya tenemos definido Ry,
ahora nos concentraremos en determinar #; y M.

Definicion 5.13 (Sucesion gradiente relacionado). Sea f: M — R funcién costo
en M variedad Riemanniana, y {x;} c M. Una sucesion {1} en TM con 1) €
T M se dice sucesion gradiente relacionado si para toda subsucesion {xy }, la
correspondiente {1/} satisface que es acotada

k}l’m (grad f(xpr), M) <O.

Definicion 5.14 (Punto de Armijo). Sea f : M — R funcidn costo en una variedad
Riemanniana M, con restraccién R. Seaxe M, n e T.M, @ >0, 3,0 € (0,1). El
punto de Armijo es N4 =141 donde t4 = B @& siendo m el menor natural tal que

f) = f(R(B™am)) > -0 (grad £ (x), B an)x.

El escalar 4 se llama paso de Armijo.

La idea intuitiva para la eleccion del paso de Armijo es la siguiente. Estamos
parados en un punto x € M, tenemos elegida una direccion en el tangente sobre
la cual nos queremos mover (por ejemplo la direcciéon opuesta al gradiente), y
queremos elegir cuanto nos movemos en esa direccion.

La regla de Armijo lo elige de la siguiente forma. Empezamos con un paso &,
nos movemos desde x en la direccién 1) un paso & y evaluamos la funcién en ese
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punto. Si nos satisface la ganancia (es decir, cudnto valia f en x, y cudnto vale en el
nuevo punto), nos quedamos con ese paso, y sino, achicamos el paso por un factor
B <1,y volvemos a intentar. Repetimos este procedimiento (reduciendo el paso por
B cada vez), hasta que se cumpla la condicion expresada en la desigualdad. Esta
condicion dice, bisicamente, que esperamos una reduccion en el valor funcional
de al menos una fraccion ¢ de lo que se reduciria si la funcién fuese lineal (esto es,
el producto interno del gradiente con el vector fan).

ALGORITMO: ARMIJO MODIFICADO (ACELERADO)
= Requerimientos o >0, c,,6 €(0,1).
= Input: xo e M
= Output: sucesion {x; }
>> for k=0,1,2,...
>> elegir 1y tal que {1} es gradiente relacionado

>> elegir x;, tal que

F) = f i) > e(f () = F(Ry (178 k))) (%#)
donde t]f es el paso de Armijo para &, 3, G, 1.

>> End for.

Observacién 5.15. La condicién (#*) se verifica para x.; = Ry (7). Por lo
tanto este algoritmo permite otras posibles elecciones.

Comentario 5.16. Se puede probar que si {x;} es el output del algoritmo, entonces
todo punto de acumulacién de {x; } es punto critico de f.
Ejemplo 5.17. (Cociente de Rayleigh) f: 5" 1 >R, f(x) =xTAx, con A €
Sym(n). Utilizando la retraccion R, (&) = H%EH se tiene que 1My = —2(Ax; —
xex! Ax) y encontramos el minimo m > 0 tal que f(Ry (&f™n)) <
f(x) —oafm™n] Ny tomamos xi,q = Ry, (0" 1y).

Observacién 5.18. f(R, (1)) es una funcion racional cuadrética.
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Capitulo 6

Geometria diferencial
computacional

En este capitulo retomaremos nociones geométricas trabajadas a lo largo del
curso pero desde un punto de vista que sea de mayor utilidad en el dlgebra lineal
numérica. En particular, revisitaremos la variedad de Stiefel con dos miradas distin-
tas -como subvariedad euclidea y como variadad cociente- y daremos expresiones
para las geodésicas en ambos casos. (Ver Seccion 2.3.1 y el ejemplo 6 en C.39.)

(El material de estes capitulo fue extraido de Edelman et al. [EAS].)

El primer cambio de enfoque resulta de como observar las variedades. En
general, en geometria diferencial se utiliza las coordenadas para parametrizar
una variedad. Por ejemplo, la esfera se puede parametrizar tomando coordenadas
esféricas,

x=cosusiny, y=sinusiny, Zz=cosv,

sin embargo, desde un punto de vista computacional es mas eficiente utilizar
coordendas extrinsecas para describir la esfera:

(x,y,2) : x2+y2+z2= 1.

Observar que estamos tomando mds variables que las que se requieren, pero
veremos que de esta manera encontraremos expresiones de la métrica, geddesicas,
etc, con expresiones simples que pueden implementarse en una computadora.
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6.1. Variedad de Stiefel euclidea

Recordar que la variedad de Stiefel, como subvariedad de R"*?, est4d dada por

St(n,p) ={Y eR"P: YTy =1d,}.

Diferenciando el producto Y7Y =1d,,, obtenemos que el tangente estd dado por
TySt(n,p) = {YTAc Skew(p)}.

(Cf. Proposicion 2.40.)

Utilizando la métrica ambiente, del Lema 2.44, se tiene que el espacio normal
esta dado por
NySt(n,p) ={YN:NT =N e RP*P}.

Ademas, las proyecciones ortogonales respectivas estan dadas por
nn(Z) =Y Sym(Z), nr(Z)=YSkew(Z)+(ld,-YYT)Z,

siendo Sym y Skew las partes simétrica y antisimétrica. Toda matriz del tangente
se puede escribir como
A=YA+Y B (6.1)

con A € Skew(p), BeR™PyY, talque YYT +Y, YT =1d,,.

La métrica euclidea de St(p,n) es simplemente la restriccion al tangente de la
métrica ambiente. Por lo tanto se define por

ge(AI,Az) = tI‘A{Az.

siendo el lado derecho el producto interno de Frobenius R"*7.

6.1.1. Geodésicas en St(n,p)

Las geodésicas son las curvas de “longitud minima” entre dos puntos.

En el Capitulo D se definen las geodésicas como las curvas tales que la derivada
covariante de la velocidad es nula (ver Definicién D.26). En el caso euclideano
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(i.e. variedades encajadas en algiin R™) esto significa que aceleracién normal a la
superficie, siempre y cuando tengan la velocidad normalizada.

Principio Variacional
Estas dos propiedades de las geodésicas se relacionan a travéz de las ecuaciones de Euler-
Lagrange como veremos a continuacion.

Consideremos M una variedad encajada con la métrica Riemanniana inducida por el
ambiente. Supongamos que tenemos una familia de curvas, parametrizadas de manera
diferenciable por s € (—¢,€), ¥%(t), parat € [0,T ], tales que todas comienzan y terminan
en dos puntos fijos determinados. Esto es, ¥%(0) =a, y %(T) = b, para todo s. (Esta familia
de curvas puede pensarse como una variacién-deformacion diferenciable de 7.

Sea F:RxTM — R, y consideremos el funcional

15)= [ FGw0), k0

En el caso de F(t,x,v) = ||v|, el funcional I(s) resulta ser la longitud de la curva 7.

La idea es mostrar que los puntos criticos del funcional / son geodésicas.

L1)= [ 00,0+ R0, 9
T

ds
d d d d d .
_fo <£’}{Y(t)7axF_E&VF>+<$YS(I)7Ea\)F>+(a’yx(Z)aa\2F>d1

donde intercambiando el orden de derivacion en ¥;, y usando integracién por partes resulta:

d d r r d d

1) = (RO AF) + [ 00,0 - S 0F).

T = (R @.F)| ¢ [ (n(0).0F -~ 0F)

Cuando s = 0, resulta que el extremo izquierdo se hace igual cero por las condiciones en la

familia de curvas, y por lo tanto resulta
; T d d
10) = [ (500,00 - 2 ).
() 0<dsy0()x dtv>

Observar que el mapa ¢ — d%yo(t) define un campo vectorial “transveral” a la velocidad
de la curva . (Se puede probar que dado un campo tranversal a lo largo de Y, siempre
existe una variacién de curvas con esa campo como campo trasversal.) Luego variando
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dentro de todas las posibles deformaciones se concluye que ¥ = ¥ es un punto critico del
funcional [ si y s6lo si

d
8XF - Ea‘,F € Ty(t)Ml. (62)
En el caso de que F(t,x,v) = |v|, resulta que la condicién (6.2) implica que

) d .
¥(r) = EW) € TyyM™.

Con esta informacion intentemos derivar la formula de la ecuacion de una
geodésica en St(n, p).

Derivando dos veces la expresién Y7Y = Id, obtenemos

YTy +2vTy + YTy = 0. (6.3)

Por ser geodésica sabemos que ¥ +YS =0 para S simétrica. Luego sustituyendo
en (6.3), resulta que la ecuacidn de la geodésica esta dada por

Py (¥7Y) =0, (6.4)

De la ecuacion de la geodésica (6.4) se pueden obtener tres integrales de
movimiento utilizando las siguientes definiciones:

c=yTy, A=YTy, s=YvTY.

Luego resulta
A+AT

S-CS
[A,5]

C
A
S

De esta manera, si Y (¢) estd en St(n, p), Y pertenece al tangente de St(n,p),
resulta que

C(t) = Id
A(t) = A(0) es antisimétrica
S(t) = eAS(0)e .
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(Comparar la dltima ecuacién con la prueba de Lema 2.67.)

De esta manera, con las integrales de movimiento, se puede obtener una expre-
sién muy sencilla de las geodésicas.

Observando que

d t v, ALY _ t'lA_S(O)
E(YeA,YeA)—(YeA,YeA)(Id A\ )

luego resulta
Y A =S —At
Y(t)=(Y(0),Y(0))exp(t d A Yde ™ (6.5)
donde A=A(0) =Y (0)TY(0). La expresion (6.5) es una férmula cerrada para las

geodésicas en la variedad de Stiefel con la métrica inducida por el ambiente.

En el caso p = n, la variedad de Stiefel coincide con el grupo ortogonal O(n), y
una férmula cerrada para la ecuacion de la geodésicas puede obtenerse simplemente
observando que

A=0(1)"0(r) = 2(0)" 0(0),
de donde se concluye que

0(r) = 0(0)e™.

¢ 6.1. En particular se tiene que la distancia entre dos matrices ortogonales Q7 y
Q> (en una misma componente) estd dada por

d(01,02) =1\/>. 62,

donde {e/%} son los valores propios de QT Q5.

En general las ecuaciones de las geodésicas estdn dadas en coordenadas locales
utilizando las férmulas de Christoffel (ver Capitulo D).

6.2. Variedad de Stiefel cociente

Hemos estudiado la geometria de la variedad de Stiefel, y en particular hemos
obtenido expresiones cerradas de las geodésicas en el grupo ortogonal. Esto nos
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permitird estudiar la geometria de variedades cocientes del grupo ortogonal de
manera sencilla.

En lo que sigue estudiaremos la variedad de Stiefel como cociente del grupo
ortogonal. Es fécil ver que

St(n,p) =0(n)/O(n-p)
(ver Comentario 2.38 y ejemplo 6 en C.39).

Identificaremos a las clases por [Q] € St(n, p), donde la clase estd determinada
por el conjunto de matrices

Id 0
[Q] = {Q( Op an) : Qn—p € O(n—p)} (6.6)

(Observar que en el caso euclideano, la clase [Q] se identifica con la matriz old, p,
1.e. con las primera p columnas de Q.

Dotando el grupo ortogonal con la métrica Riemanniana inducida por el am-
biente, podemos definir los siguientes espacios.

El espacio vertical ® c TpO(n) es el espacio tangente a la fibra, y su ortogonal
es el espacio horizontal A= ®* c TpO(n).

Lema 6.2. El espacio vertical y el espacio horizontal en Q, estdn dados por

D= {Q(g g) : CeSkeW(n—p)}

A= {Q(g _gT) t A eSkew(p)}.

¢ 6.3. Probar el resultado anterior.

Como vimos en la Seccién C.4 sobre espacios homogéneos, el espacio horizon-
tal se identifica con el tangente a la variedad cociente. Sobre esta podemos poner
la métrica inducida por el grupo ortogonal (escalada por 1/2), i.e. si Aj,Ap € A se

tiene
1 A, -BT\1" (A, -BT
waons-gol(ofs ) ol )

1
= E tr(AlTAQ) + tI‘(BlTBz).
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A esta métrica le llamamos métrica canonica o homogénea (para no confundirla
con la euclidea). .

Es importante destacar que la variedad de Stiefel con esta métrica es diferente
al caso euclideo, (salvo en los casos extremos p =1 o n).

< 6.4. Mostrar con un ejemplo que las métricas pueden no coincidir.

¢ 6.5. Probar que si A € R™*P, satisface YT A = 0, entonces la “métrica canénica”
en este vector tangente satisface

ge(AA) =tr(AT(Id-YYT)A).
Observar que la curva en O(n),

A -BT
00 -0ewi (3 o ) )

es una geodésica en el grupo ortogonal, y ademads su derivada

0000y 75 )

satisface que pertence al espacio horizontal. Utilizando la propiedad de que las
geodésicas minimizan distancia se concluye que estas curvas también minimizan
en el cociente y por lo tanto son geodésicas también en la variedad de Stiefel vista
como espacio homogéneo.

Por lo tanto hemos concluido
geodésicas en St(k,n) =[0(1)],

donde [Q(t)] estd dado en (6.6) y (6.10).

6.3. Geometria de Grass(p,n)

El caso de la grassmaniana Grass(p,n) es muy similar a la seccién anterior,
donde se puede definir como el cociente O(n)/O(p) x O(n- p). Las clase de
equivalencia de [Q] es el conjunto de matrices tales que las primeras p columnas
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generan el mismo subespacio vectorial de dimension p en R”". De esta manera
Grass(p,n) es el conjunto de clases de equivalencia

[0]-= {Q(%” Qf_p): 0y e0<p>,Qn,,e0<n—p>} (68)

< 6.6. Andlogamente a lo anterior el espacio vertical ® c TpO(n) (es el espacio
tangente a la fibra), y su ortogonal es el espacio horizontal A= ®* c ToO(n), estin
dados por

P = {Q(’g 2‘) : AeSkew(p),Ce Skew(n—P)}

_pT
A:{Q(g B )=36R<n—p>xb}.

La métrica candnica en Grass(p,n) es la restriccion al espacio horizontal
(escalada por un factor de 1/2) de la métrica canénica en el grupo ortogonal. Por

lo tanto se tiene
gc(A1,A2) =tr(BT By) (6.9)

(donde la notacién sigue la notacién de los espacios.)

¢ 6.7. Observar que en este caso, la métrica canénica en Grass(p,n) si coincide
con al métrica euclidea.

La geodésica en O(n),

_RT
Q(t)=Q<0)expt(g f)) (6.10)

tiene velocidad en el espacio horizontal

: 0 -BT
00 -ewew(y o |
en cada punto Q(t), y por lo tanto podemos concluir

geodésicas en Grass(p,n) =[0(1)],

donde [Q(¢)] esta dado en (6.8) y (6.9).
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6.3.1. Grass(p,n) como cociente de St(p,n)

En esta seccién, motivado por el interés computacional, estudiaremos la grass-
maniana como espacio homogéneo de la variedad de Stiefel, a saber, Grass(p,n) =

St(p,n)[O(p).

De esta manera, una matriz Y € St(p,n) representara toda la clase de equivalen-
cia dada por

[Y]={Y0p: 0, cO(p)}, (6.11)
es decir el subespacio generado por las columnas de Y.

Recordando la expresion (6.1) de vectores tangentes a St(p,n) en Y, se tiene
A=YA+Y,BconAeSkew(p), BeR(=P)*r yY, tal que YYT +Y, YT =1d,,.

¢ 6.8. De (6.11) se concluye que el espacio vertical y el espacio horizontal estan
dados por
®={YA:AeSkew(p)}, A={Y.B: BeR™P} (6.12)

respectivamente. En particular, el espacio tangente se identifica con el subespacio
de matrices X € R"*? tales que
Y'x =o0.

Dar una interpretacion geométrica a esta ecuacion.

En el siguiente resultado (sin demostracién) daremos una expresion alternativa
para las geodésicas en Grass(p,n).

_BT
Teorema 6.9 (Geodésicas en Grass(p,n)). Sea Y (t) = Qexpt (g g )Idn“p, con

Y(0) =Y, Y(0) = H, entonces

Y(1)=(Yv U)(COSZI) VT,

sinXt

donde H = UXVT es su descomposicion en valores singulares (reducida). ]

Gradiente de funciones en Grass(p,n)

En las seccién anterior discutimos sobre las geodésicas en Grass(p,n). En esta
seccion se describird el gradiente de una funcion definda en Grass(p,n).
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Sea f: Grass(p,n) — R una funcién diferenciable. El gradiente de f en [Y]
es definido por la proyeccién ortogonal del gradiente ambiente en el espacio
horizontal. Es facil ver que

grad f([Y]) = fy =YY fv, (6.13)
siendo fy = ((;—)Z;) la matriz n x p que representa el gradiente ambiente.

< 6.10. Dar una nueva férmula de la férmula del gradiente derivando f a lo largo
de una geodésica.

6.4. Hessiano de funciones

Como veremos en el proximo capitulo, el método de Newton requiere del
hessiano de una funcién definida en una variedad. (En la Seccién D.7 se define el
hessiano de una funcién definida en variedad con una conexidn.)

Sea f: M — R una funcion diferenciable en una variedad Riemanniana M.
Entonces el hessiano de f en p estd dado por la férmula

d?
(Hess, f (u).u) = =5 fo(D)| .

siendo y(¢) una geodésica tal que y(0) = py 7(0) = u.

A modo de ejemplo daremos expresiones del hessiano de funciones definidas
en la variedad de Stifel y en la grassmaniana.

6.4.1. Hessiano de una funcién en St(p,n) y Grass(p,n)

¢ 6.11. Sea f:St(p,n) — R una funcién C*. Entonces se tiene
Hess, f(A1,A2)

1 1
= fry (A1, A0) + Etr((fYTAIYT +YTALFD)AY) - Etr((YTfy +f Y)ATTIA,),

. 0 82
siendo TI=Id =YY, fy = ((5) ¥ frv (A1,82) = T b (A1) (A2
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¢ 6.12. Sea f: Grass(p,n) — R una funcion C*. Entonces se tiene
HGSSp f(A1 ,Az) = fyy (A] ,Az) - tI‘(A{Asz).
¢ 6.13. Probar que si A =—(Hess, f)~1&, entonces

frvr(A)-A(YT fy) =-G.
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Capitulo 7

Método de Newton

El método de Newton es el algoritmo mds importante para encontrar ceros de
una funcién.

7.1. Meétodo de Newton en R”

El caso mas simple es cuando tenemos una funcion f: R — R, a la cual quere-
mos encontrar x* tal que f(x*) = 0. El método de Newton, para un valor inicial xo,
estd dado por la sucesion dada por recurrencia

xk+1=xk—%, (k=0,1,2,...)

La idea bésica detras del método de Newton es la siguiente. Tomando como
punto de partida un punto xp € R que no es un cero de f, aproximamos linealmente
la funcién en ese punto y encontramos la raiz de la aproximacion lineal.! Esto es,
x1 =Ny¢(xp) es la tinica solucion de la ecuacién

0= f"(x0)(x=x0) + f(x0)-

'Es claro que la tinica manera que el método falle es que la aproximacién lineal sea una
constante.
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Otra forma de ver el método de Newton es considerar el sistema dinamico dado
por el operador de Newton:

f(x)

Nf:R_)R’ Nf(x):x_f/(x)'

Este operador estd definido siempre que f’(x) #0.

¢ 7.1. Probar que si x € R no es un punto critico de f, entonces se tiene que
Np(x) =xsiysélosi f(x)=0.

Lo que dice el resultado anterior es que los ceros (no criticos) de f se corres-
ponden con puntos fijos del operador de Newton Ny.

Una de las propiedades mas importantes de la dindmica asociada al método
de Newton es que los ceros no degenerados de f son puntos fijos superatractores.
Esto es que N}(x*) =0.

¢ 7.2. Probar que si Ns(x*) = x* entonces N}(x*) =0. Luego observar que si x

estd cerca de x* entonces [Ny (x) —x*| < Clx—x*|? para cierta constante C que puede
ser elegida de manera uniforme en un entorno de x*.

En el caso de f:R" - R", se procede de manera andloga. Dado x; € R" se
tiene que xi,1 es la solucidn del sistema lineal f(x;)+Df(x;)(x—x;) =0. Este
sistema tiene solucion (y dnica) siempre que D f(x;) sea invertible. De esta manera
el método de Newton R” se define por

Xeet =X =D (0) ™ f(x0)- (7.1)

Comentario 7.3. Otra forma de obtener el método de Newton es a través de la aproxi-
macion discreta de una ecuacion diferencial en R". Si consideramos el campo V € X(RR")
dado por
V(x)=-Df(x)" f(x),
entonces la aproximacion de Euler de la ecuacion diferencial x = V (x), es el método de
Newton. Esto es, si estamos parados en x; € R”, saltamos un paso en la direccion del campo
V(xk):
Xea1 =Xk +V () =xe =D f () 7 f ().
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7.2. Meétodo de Newton en variedades

Supongamos que tenemos una funcién f € C* (M), donde M es una variedad
Riemanniana. Nuestro objetivo es encontrar los puntos criticos de f, i.e. x € M tal
que grad f(x) =0.

Si M =R", basta usar el método de Newton para la funcién grad f : R" - R", y
por lo tanto dado x; € R”, el siguiente iterado satisface

grad f () + D(grad f) (x ) (Xg+1 —xx) = 0.

El objetivo es extender lo anterior a una variedad no lineal.

Para eso hagamos una pequefia digresion sobre el método de Newton en R”. Sea
F es un campo en R”, y supongamos que estamos parados en x; € R”. Linealizando
el campo en x; obtenemos una transformacion lineal afin

x> F () + T (x—xp),

donde T = DF (x;) es el operador derivada de F en xi, y por lo tanto 71 es la
derivada direccional de F en la direccién de 1. (Observar que aca estamos identifi-
cando T, R” con R".) Luego, notando por 7 = x —x, lo que estamos buscando es
cudl es el vector 1y tal que T(ny) = —F (x)-

Veamos el caso abstracto ahora. Supongamos que queremos encontrar ceros de
un campo & € X(M) definido en una variedad M.

Para construir el método de Newton en la variedad se realizan los siguientes
cambios.

» Linealizamos la variedad M en x;, i.e. consideramos Ty, M

» tomamos la aproximacion lineal del campo & en x;. Para eso necesitamos una
conexién V que nos permita cuantificar como cambia el campo en distintas
direcciones. La aproximacion es el “jacobiano” J(xi) : Ty, M — T, M dado
por

J(x)n =Vn&.

= buscamos 1y € T, M tal que J (xg )Nk = =&y, 5
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= y para finalizar proyectamos el vector 1 en M con alguna retraccion definida
apriori.

ALGORITMO: METODO DE NEWTON PARA CAMPOS VECTORIALES
» Requerimientos: M variedad, R retraccién, V conexién afin, & campo en M.
» Objetivos: encontrar un cero de &.
= Input: primer iterado xg € M
= Output: sucesion {x;} en M.

>> for k=0,1,...,
resolver la ecuacién J(x; )M = —Ex; para la incognita m; € T, M, donde
J(xk)nk = vnkg;

>> Xpy1 = R(Mg).

>> End for.

Observacion 7.4. En el algoritmo anterior hay cierta libertad sobre cual es la
retraccion a elegir. Como se discutié en el Capitulo 5, hay muchas variantes
posibles y algunas mds convenientes para el calculo computacional. Ver el capitulo
mencionado para una discusion sobre el tema.

Observacion 7.5. Cuando M es una variedad Riemanniana, podemos hacer uso de
lo estudiado en el Capitulo 5 sobre busqueda lineal. En este caso podemos tomar
la funcién penalizacién f:= (£, &), 1a cual los ceros son precisamente los puntos
buscados. Luego podemos combinar este algoritmo con el Algoritmo de Armijo en
pagina 79. Esto es, se elige la direccion 1 como en Algoritmo de mds arriba, para
luego computar x| para que satisfaga la condicion de descenso

J ) = f(are1) 2 e(f () = f(Re (txMk))) -
En el caso que V es la conexién Riemanniana, entonces se tiene

D(E,8)(xi) (M) = (Vi §,8) +(8, Vi, §) = =2(8, 8 ) <0,

y por lo tanto si & # 0, se sigue que el vector 7 es una direccién descendente para

f.
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7.2.1. Método de Newton para puntos criticos

En particular tenemos el caso de f: M — R, = grad f. En este caso el jacobiano
es el Hessiano y por lo tanto hay que resolver

Hess,, f[1] = —grad f(x;).

ALGORITMO: METODO DE NEWTON PARA PUNTOS CRITICOS
= Requerimientos: M variedad Riemanniana, R retraccion, V conexion afin.
= Objetivo: Encontrar puntos criticos de f.
= Input: xg e M.
= Output: Sucesion {x;} en M.

>> for k=0,1,--
resolver la ecuacion Hess,, f[n;] = —grad f(x;), para la incognita 7.

>> Xj4l = ka(ﬂk).

>> End for.

Comentario 7.6. En general la solucién Hess,, f[1] = —grad f(x) no tiene por-
que estar en una direccion de descenso de f. De hecho

Df (x) (1) = (grad f (xx ), i) = —(grad f (x¢), ((Hessy, )" grad f(xc)),

que no tiene porqué ser negativa. Si lo es en el caso de que el Hessiano sea definido
positivo. En el caso de la conexién Riemanniana se puede probar que el Hessiano
es definido positivo si y solo si los valores propios son positivos.

7.2.2. Cociente de Rayleigh en la esfera

En esta seccidn veremos como el algoritmo de Newton geométrico nos permite
convertir el cociente de Rayleigh en un algoritmo.

Para empezar recordemos el cociente de Rayleigh que estudiamos en la Seccién
2.2.
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Sea f: 5" 1 - R, f(x) =xTAx, y sea f : R” — R una extension.
grad f(x) = 2P (Ax) = 2(Ax - xxT Ax),

donde P, =Id - ﬁ, la proyeccion ortogonal sobre 7,51

Tenemos la retraccion R,(&) = ﬁ y la conexién afin V& = P(DE(x)[1]).

Si & = grad f, entonces Vy grad f(x) = Pe(Dgrad f(x)[n]) = 2P (Ax—xxT Ax) =
2(P.AP,M —nxT Ax). La ecuacién queda

PAPN -NxTAx = -P.(Ax)
x'n=0

ALGORITMO: METODO DE NEWTON PARA COCIENTE DE RAYLEIGH
» Input: xo e S" 1,

= Output: {x;}
for k=0,1,---, resolver el sistema lineal

kaAka Nk — nkxl{Axk = —ka (Axk)
Xf =0

para 1y

" X = Ry (Mk)-

7.2.3. Método de Newton en Grass(p,n)
Sea f una funcién C* definida en Grass(p,n), i.e. f(Y) = f(YQ) para todo
Qe O(p), donde Y € R™P tal que YTY = Id.

Calculando las fy y fyy segin la Seccién 6.4.1, podemos utilizar el método de
Newton para minimizar f.
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ALGORITMO: METODO DE NEWTON MINIMIZACION SOBRE Grass(p,n)
= Input: Y, e R™P, tal que Y, ¥, = Id;

>> fork=0,1,--,
Calculamos gradiente: Gy = fy, — YkYkT I,

>> Calculamos salto A; = ~Hess™! Gy:
A tal que YT A =0,y fry (M) -A(Y! fr,) = -G

>> Yir1 = Ry, (Ar)

Del Teorema 6.9 se puede cambiar la retraccion por un calculo explicito de la
geodésica (siempre que conozcamos la descomposicion en valores singulares de

Yo).
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Apéndice A

Topologia

En este capitulo detallaremos las principales definiciones y resultados sobre
espacios topologicos que utilizamos en estas notas

A.1. Relaciones de equivalencia.

Definiciones A.1. = Una relacion en X es un subconjunto del producto carte-
siano X x X. Dada una relacion R c X x X escribiremos xRy cuando (x,y) € R.

» Una relacion de equivalencia en X es una relacion R que cumple con las
siguientes propiedades:

1. XRx para todo x € X (reflexiva)
il. xRy implica yRx (simétrica)
. xRy y yRz implica xRz (transitiva)

Para denotar las relaciones de equivalencia usaremos el simbolos ~.

Definiciones A.2. Consideremos una relacion de equivalencia ~ en X.
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» La clase de equivalencia de un elemento xq € X, se define como el subcon-
junto de X formado por

[xo] :={xeX:x~xp}.

= Al conjunto formado por las clases de equivalencia {[x]:x€ X} se denomina
espacio cociente 0 conjunto cociente.

= Alafuncién w: X - X/ ~ que ax~ [x] se le llama proyeccion al cociente

A.2. Espacios topologicos

Definicion A.3 (Topologia). Sea X un conjunto. Una familia T de subconjuntos de
X es una topologia de X si se cumplen:

1. El conjunto vacio y el conjunto X pertenecen a 7.
2. SiAy,...,A, pertenecen a T, entonces (] A pertenece a 7.

3. Si/ esun conjunto y Ay es un subconjunto de X que pertenece a T para cada
a € 1, entonces UgejAq pertenece a 7.

Si T es una topologia en X, decimos que el par (X, ) es un espacio topoldgico.
Los elementos de 7 se 1l

Definiciones A.4. Sea (X, T) un espacio topoldgico.

= Un conjunto B c X se dice cerrado si su complemento es abierto. Por lo tanto
se tiene que la unidn de una cantidad finita de conjuntos cerrados es cerrada
y la interseccion de una cantidad arbitraria de cerrados es cerrada.

= Diremos que V es entorno de un punto x de X si se cumple que x€AcV
para algun abierto A.

= Un punto x € X es de acumulacion de un subconjunto A de X si todo entorno
de x contiene algin punto de A diferente de x.
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= Un punto x € X es interior de un subconjunto A de X si existe un entorno V
de x que esta contenido en A.

= Un punto x € X es frontera o borde de un subconjunto A de X si todo entorno
V de x intersectaa A y a A€.

» Una sucesion {x, : neN} converge a un punto x € X si dado cualquier
entorno V de x existe un ng tal que x,, € V para todo n > ny.

aman los abiertos de la topologia.

Definicion A.5 (Espacio Hausdorff). Un espacio topoldgico es de Hausdorff (se
llama también 73) si se cumple que para todo par de puntos distintos x € y, existen
entornos V de x y W de y tales que VnW = @.

A.3. Funciones continuas y homeomorfismos

Definicion A.6 (Funcion continua). Una funcién f: X — Y entre espacios topologi-
cos (X,7x) e (Y,ty) es continua si f~1(A) € Ty para cada A € Ty.

Obviamente la continuidad depende de las topologias en X e Y. Por ejemplo,
si T1 y Tp son topologias en un conjunto X, entonces la funcién identidad id :
(X,71) - (X,72) es continua si y s6lo si T; O Ty, en este caso diremos que la
topologia 7; es mds fina que 7. Por eso, cuando hay riesgo de confusidn, escribimos
f:(X,1x) = (Y, 1y), para dar a entender con qué topologias estamos considerando
dominio y codominio.

Definicion A.7 (Continuidad en un punto). Sean (X,7x) e (¥, 1y) espacios to-
poldgicos. Una funcién f: X — Y es continua en x si para todo entorno V de f(x)
existe un entorno U de x tal que f(U) c V.

Veamos algunas equivalencias:

¢ A.8. Sea f:(X,tx) — (Y, 1y). Son equivalentes:

1. f es continua.
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2. f es continua en x para todo x € X.

Definicion A.9 (Homeomorfismo). Una funcion biyectiva entre espacios topoldgi-
cos se dice un homeomorfismo si tanto f como f~! son continuas. En este caso,
decimos que los espacios son homeomorfos.

A.4. Bases

En esta seccidon veremos cdmo generar topologias a partir de otras conocidas.

Observar que cuando definimos una topologia en R lo hicimos declarando que
los abiertos son aquellos conjuntos A tales que para todo x € A existe un intervalo
(a,b) tal que x € (a,b) € A. Andlogamente, podriamos definir que los abiertos son
los conjuntos formados por uniones de intervalos abiertos (jverificar!). De esta
manera vemos que para definir la topologia antes mencionada en R basta con
considerar los intervalos de la forma (a,b) c R. Al conjunto de estos intervalos se
le llama base de la topologia.

Definicion A.10 (Base). Decimos que B c P(X) es base de una topologia de un
conjunto X si se cumplen:

1. La unién de todos los elementos de B es X.

2. Dados By y B, elementos de By un punto x € B; nB,, existe B € B tal que
xeBcB 1 ﬂBz.

Notar que si B es una base de una topologia de X y se define T como el conjunto
de todas la uniones de elementos de 3 més el vacio, entonces 7 es una topologia
de X, que se llama la fopologia generada por B. La topologia 7 es la minima que
contiene a todos los elementos de . También se dice en este caso que B es base
de 7.

A.5. Espacio producto

Una manera natural de definir una topologia en el producto cartesiano de dos
espacios topoldgicos es la siguiente.
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Definicion A.11 (Topologia producto). Sean (X, Ty ), (Y, 1y ) espacios topoldgicos.
Sea Byxy el conjunto de los productos A x B tales que A € Tx y B € Ty. Entonces
Bxxy es base de una topologia de X x Y que llamaremos la fopologia producto de
los espacios X e Y. Observar que By«y no es una topologia en general.

Es facil ver que cuando las topologias Ty e Ty estan generadas por bases By e
By respectivamente, entonces la topologia producto estd generada por conjuntos
de la forma Bx B’, donde Be By y B’ € By.

Mais en general, dados Xi,..., X, espacios topologicos, podemos definir la
topologia producto en X x --- x Xj, como la generada por la coleccion Up x --- x Uy,
donde U; es abierto de X;.

El espacio producto X xY tiene dos mapas naturales 7 : X xY - X, mp: X xY —
Y, llamadas proyecciones , definidas por 7 (x,y) = x, m(x,y) = y.

¢ A.12. Las proyecciones son continuas.

¢ A.13. La topologia producto es la topologia mas menos fina que hace a las
proyecciones continuas.

Definicion A.14 (Fibra). Los conjuntos de la forma {x} xY, conxe X, e X x {y}
con y €Y se llaman fibras del producto X x Y.

Para cada y € Y, hay un mapa inclusion iy : X - X xY, dado por iy(x) = (x,y).
(Anédlogamente, para cada x € X podemos tomar la inclusién i, : Y - X x Y, dada
por ix(y) = (x,y).) Observar que el conjunto imagen de iy es la fibra X x {y}.

¢ A.15. Las inclusiones son continuas. Concluir que las fibras son homeomorfas
al factor correspondiente.

A.6. Espacios métricos

Comenzaremos estas notas recordando la definicion de métrica en un espacio.

Definicion A.16 (Espacio métrico). Una métrica en un conjunto X es una funcion
d: X xX — R tal que

(i) d(x,y) >0 paratodo x,yeX, cond(x,x)=0yd(x,y)>0six#y.

Curso - OPTIMIZACION EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR



108 APENDICE A. TOPOLOGIA

(ii) d(x,y) =d(y,x) paratodo x,y en X.

(iii) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) para todo x,y,zen X.!

Veamos algunos ejemplos que usaremos en estas notas.

Ejemplos A.17. 1. Métricas en R"
En R" podemos definir las siguientes métricas

. d(x,y) = (S0 -nf?) '

w di(x,y) =Y [xi—yi

" doo(x,y) :=maX;_q, .,

)

xi = il-

2. Métrica inducida
Sea (X,d) es un espacio métrico, y A c X. La restriccion de d a
A x A es una métrica, y por lo tanto (A,dax4) es un espacio métrico.

3. Distancia uniforme
Sea X un conjunto, y sea B(X,R) el conjunto de funciones f:X - R
acotadas.” En B(X,R) definimos la métrica

d(f,8) = sup|f(x) - g(x)]

4. Espacios normados
Sea V un espacio vectorial real o complejo. Una norma en V es una
funcién real |- | : V - R que verifica
(i) [lx]| >0,y |lx]|=0siysdlosix=0enV;
(ii) |Ax| =|A||x|, para todo A escalar, y x€V;
(iii) [x+y[ < x| +]y]. para todox, yen V.
Si (V,|-|) es un espacio normado entonces d(x,y) := | x—y|| es una
métricaen V.

Observar que las métricas definidas en R” en el Ejemplo 1 son
métricas que provienen de las normas respectivas

'A esta propiedad se le llama desigualdad triangular.
2Decimos que f: X — R es acotada si existe K > 0 tal que |f(x)| < K para todo x € X.
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1/2,

o = (i bal?)
w = X bls

=[x oo i= mdxi, . lxil-

A.6.1. Topologia métrica

Definicion A.18 (Bola). Si (X,d) es un espacio métrico, definimos la bola de
centro x y radio r como el conjunto B(x,r) :={yeX : d(x,y) <r}.

Definicion A.19 (Topologia métrica). Recordar que el conjunto de bolas de un
espacio métrico forman una base de X. A la topologia generada por esta base se le
llama topologia métrica .

A.7. Completitud

La nocién de sucesion convergente no es una nocion intrinseca de la sucesion
dado que asume la existencia de un punto particular, el limite de la sucesion. La
idea es construir una nocién de convergencia de sucesiones que sea intrinseca.

Definicion A.20 (Sucesién de Cauchy). Una sucesion {x,} en un espacio métrico
es una sucesion de Cauchy si para todo € > 0 existe un N tal que d(x,,x,,) < € para
todos n y m mayores que N.

Observar que intuitivamente las términos de una sucesion de Cauchy se apro-

ximan entre si, a medida que n crece. (Comparar con la definicién de sucesiones
convergentes, donde los términos se aproximan a un mismo punto.)

A.8. Compacidad

Definicion A.21 (Cubrimiento). Un cubrimiento de un espacio X es una familia de
subconjuntos U c P(X) tal que Uy U = X. En tal caso decimos que U cubre a X.

3Cuando no especifiquemos la topologia en un espacio métrico significa que estamos trabajando
con la topologia métrica asociada.
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Diremos que U es un cubrimiento abierto si estd formado por conjuntos abiertos.
Un subconjunto V c U que cubre a X es un subcubrimiento de U.

Definicion A.22 (Compacidad). Decimos que X es compacto si todo cubrimiento
abierto de X tiene un subcubrimiento finito.

¢ A.23. Un subconjunto compacto en un espacio Hausdorff es cerrado.

Observacion A.24. El resultado anterior nos permite concluir que un espacio
métrico M compacto es necesariamente completo. Esto resulta de que M es un
compacto es su completacién M, que es completo. Por lo tanto M es un subespacio
cerrado en un completo, y por lo tanto completo.

¢ A.25. La interseccion arbitraria de compactos, en un espacio Hausdorff, es
compacta.

¢ A.26. Sea X un espacio compacto e Y Hausdorff. Una funcién f: X — Y continua
es cerrada. Concluir que si f es continua y biyectiva entonces es un homeomorfis-
mo.

Definicion A.27 (Propiedad de Bolzano-Weierstrass). Decimos que un espacio X
satisface la propiedad de Bolzano-Weierstrass si todo subconjunto infinito de X
tiene un punto de acumulacién en X.

¢ A.28. La compacidad implica la propiedad de Bolzano-Weierstrass.

Definicion A.29 (Secuencialmente compacto). Un espacio X se dice secuencial-
mente compacto si toda sucesion tiene una subsucesion convergente.

<¢ A.30. Un espacio secuencialmente compacto cumple la propiedad de Bolzano-
Weierstrass.

Teorema A.31. Sea X un espacio métrico. Entonces son equivalentes:

(i) X es compacto;
(ii) X es satisface la propiedad de Bolzano-Weierstras,

(iii) X es secuencialmente compacto;
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A.9. Topologia cociente

Consideremos un espacio topoldgico (X, ), ~ una relacién de equivalencia en
X y m:X - X/ ~ la proyeccién al cociente.

¢ A.32. La familia = {A e X/~ 7~1(A) € 7} es una topologia y es la mds fina
que hace a la proyeccion 7 continua.

A la topologia del ejercicio anterior se le llama topologia cociente de X[ ~.
Observar que los abiertos en el cociente estan definidos por el conjunto de clases
de equivalencia tales que su unién es abierta en X.

En general si X es un espacio topolégicoy f: X — Y es una funcién podemos
definir del mismo modo una topologia en Y que resulta ser la mds fina que hace a
f contiua. Esta se denomina topologia final de Y con respecto a f.

¢ A33. f:X/~—Y escontinuasiysélosi for:X 7Y loes.

Propiedad universal del cociente y ejemplos

<¢ A.34. Propiedad Universal del Cociente. Sean X e Y dos espacios topoldgicos,
~unarelacionen X,y f: X —Y continua constante en las clases de equivalencia (i.e.
x ~yentonces f(x) = f(y)). Entonces existe una tinica funcién continua f:X/~—Y
tal que f = for.

¢ A.35. Sea X compacto e Y Hausdorff, y sea f: X — Y continua y sobreyectiva.
Definimos la relacion de equivalence ~ en X declarando x ~y siy sélo si f(x) = f(y).
Entonces X/ ~ es homeomorfoa Y.

¢ A.36. Sea ~ una relacion de equivalencia en X tal que la proyeccion es abierta.
Entonces X/ ~ es Hausdorff si y s6lo si R = {(x,y) e X xX : x~y} es cerrado en
X xX.

¢ A.37. Se considera en R la siguiente relacion: x ~ y si 'y s6lo si x—y € Z. Entonces
R/ ~ es homeomorfo a [0, 1] identificando 0 y 1 (Sugerencia: probar que R/ ~ es
Hausdorff).

Concluir que el cociente R/ ~ es homeomorfo al circulo S'.
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< A.38. El roro n-dimensional T" se define como el cociente R"/ ~ donde (xj,...,x,) ~
(V1,...,yn) siy sblosix;—y;€Zparai=1,...,n. T" es homeomorfo a (S!)".

¢ A.39. Sea X un espacio topoldgico, y sea ~ una relacion de equivalencia en X.
Las propiedades en X de ser compacto, conexo o arcoconexo son propiedades que
pasan al cociente X/ ~.

¢ A.40. Paran > 1 definimos P" = 5"/ ~, donde x ~y siy s6lo six=y ox=-y (i.e.
se idenfican puntos antipodales). El espacio P" se llama espacio proyectico real de
dimension n. Observar que P puede ser pensado como el conjunto de rectas por el
origen. Probar los siguientes resultados

1. P" es compacto y Hausdorff.

2. La proyeccion 7 : S"” — P" es un homeomorfismo local, esto es, cada punto
x € 8" tiene un entorno abierto que es mapeado homeomorfamente por 7 en
un entorno abierto de 7(x).

3. P! es homeomorfo al circulo S'.

4. " es homeomorfo al cociente de la bola unidad cerrada B[0, 1] c R” identi-
ficando puntos antipodales de S*~ 1.
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Geometria diferencial

En este capitulo daremos una breve introduccidn a los conceptos mds utilizados
en estas notas como forma de recordar nociones y establecer notaciones.

B.1. Variedad diferenciable

Grosso modo, una variedad es un espacio topologico que localmente se parece a
R”. Con un poco mas de precision, una variedad viene provista de homeomorfismos
que localmente lo identifican con abiertos de R”, y que ademds satisfacen cierta
propiedad de compatibilidad.

Sea M un espacio topoldgico.

Definicion B.1 (Carta local). Una carta local es un par (U, @), donde U es un
abiertode M y ¢ : U — R" homeomorfismo sobre su imagen. Las componentes de
0 =(x1,...,x,) se llaman coordenadas locales.

El abierto ¢(U) c R" se le llama entorno coordenado: dado pe U c M, le
asignamos coordenadas x;(p),...,x,(p), donde cada coordenada x;(p) es una
funcidn a valores reales definida en el entorno U c M.

Dados dos cartas locales (Uq, Qo) y (Ug,@p), los mapas de transicion , o
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cambio de coordenadas son

Qo= Ppo Py : 0a(UanUg) > @5(UxnUp)
P00 = q)ao(PE] g (UanUp) = @a(UanUp)

Definicion B.2 (Cartas compatibles). Dos cartas (Uq, @o) Y (Ug, ¢g) son compa-
tibles si sus mapas de transicion son diferenciables.

Comentario B.3. Nos restringiremos al caso de funciones C°.

Definicion B.4 (Atlas diferenciable). Un atlas para M es una coleccion A =
{(Ug,9q) : o € I} de pares de cartas compatibles, tales que M = Uy Ugy. Di-
remos que un atlas es maximal si otro atlas que sea compatible con A, este lo
incluye.

Con estas definiciones previas estamos en condiciones de dar la siguiente
definicion.

Definicion B.5 (Variedad diferenciable). Una variedad diferenciable de dimension
n es un espacio topolégico Hausdorff, separable, con un atlas.

B.1.1. Mapas diferenciables

Las cartas locales nos permiten definir funciones diferenciables. Diremos que
un mapa entre variedades diferenciables es diferenciable si lo es en coordenadas
locales.

Definicion B.6 (Funcion diferenciable). Sean M y N dos variedades diferenciables,
y F : M — N una funcién. Diremos que F' es diferenciable si para cualesquiera
cartas (U,p) de My (V,y) de N se tiene

yoFo lioUnF (V) w(V),

es diferenciable como funcién entre espacios euclideanos. Decimos que f es un
difeomorfismo si F y F~! son diferenciables.
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B.1.2. Vectores tangentes y espacio tangente

En esta seccion definiremos vectores tangentes y campo de vectores.

Existen varias formas de definir los vectores tangentes. LLa que tomaremos
como definicion es ver los vectores tangentes como una derivacion.

Sea C°°(M) el conjunto de funciones diferenciables de M en R.
Definicion B.7 (Vector tangente). Sea p € M. Un vector tangente a M en p es una
funcién X, : C* (M) — R que satisface las siguientes propiedades.

1. X,(af +bg)=aX,f+bX,g,

2. Xp(f8) =8(p) Xpf + f(P) Xps,

paratodoa,beRy f, g C>®(M).

La propiedad 2 se llama regla de Leibniz .

Definicion B.8 (Espacio tangente). El espacio tangente a una variedad M en p,
al cual denotaremos por T,M, es el conjunto de vectores tangentes. Este espacio
estd dotado de una estructura de espacio vectorial real de la siguiente manera:

(Xp+Yp)(f) =Xpf+Ypf, (aXp)(f):=aX,f,

paratodo X, Y, e T,M yacR.

Este espacio vectorial tiene dimension n.

Tomando coordenadas locales (U, ¢), donde x; son las componentes de ¢,

resulta que el conjunto de operadores %‘ :C*® (M) — R, definido por
ilp

)

_9(foe™h)
oy’ " A

S22 0. feC(on)

p

define vectores tangentes en T, M. (El segundo miembro indica la derivada parcial
de fo@~!, definida en un abierto de R”, respecto al a direccién i-ésima.

9
8)6,'
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definen una base de T,M.

En particular, cuando M es un abierto de R”, los vectores tangentes % son
ilp

exactamente los operadores derivadas parciales.

Definicion B.9 (Curva). Una curva es una funcion o : I — M diferenciable, definida
en un intervalo abierto / c R. La velocidad de la curva es el vector tangente
o' (t) € Ty(yM, tal que

d(foa)
a(t)f=———=(t
para todo f € C>(M).
Definicion B.10 (Diferencial de un mapa). Sea F': M — N una funcion diferencia-
ble. Para cada p € M, el diferencial de f en p estd dado por la funcién
DF (p) : TyM — Ty(,)N,
definido por
DF (p)(Xp)f =Xp(foF),
paratodove T,M,y feC>®(N).

El siguiente resultado muestra que la base dadas por las derivadas parciales
canénica de R” se corresponden con la base (B.1) en 7,M por medio de una carta
local.

Lema B.11. Sea pe M y (U, = (x;)) un carta local. Entonces,

0 0
Do(p) o - o

o(p)
d : d
donde {W| } son la base definida en (B.1), para x € 9(U), y donde { 3~
ilx i

representa la base canonica de T,R".

< B.12. Probar el resultado.

}

o(p)
]

Comentario B.13. Sea U c R" y p € U. Una base del espacio tangente T,U es
el conjunto de (operadores) derivadas parciales. Identificando las derivadas par-
ciales con los vectores ¢; de la base candnica de R”, es facil ver que existe una
identificacion (un isomorfismo) entre R" y T,,U, a saber,

9

n a n
v=>) vie; e R" — =) v eT,U.
i:zl i€i — EN ; 1axi p

p

p
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Luego, utilizando Lema B.11, podemos identificar 7,M = R". Esta identificacion
nos permite “visualizar” los vectores tangentes a una variedad diferenciable como
vectores.

A continuacion mostraremos una forma de calcular derivadas a través de curvas.

Proposicion B.14. Sea F : M — N una funcion diferenciable y sea pe M y X, € T,M.
Sia:I—M esuna curva tal que 0t(0) = p y &/(0) = X),, entonces se tiene

d
DF (p)X,=—-(Foa)| .
Observar que todo vector X € T,M puede ser expresado como

(i) 9
X, = l;xp 7,

done X; son las componentes del vector. Ademas, si X, es conocido podemos
recuperar sus componentes actuando sobre las funciones coordenadas x; = ¢;(x) :
U — R. Resulta que

X —ZXIS””"«p( ) =x®

0
ka_ZXlg) a

donde 7 = x; 0 @~ ! es la proyeccién canénica en la coordenada k-€sima.

B.1.3. Cambio de coordenadas
Con estas notaciones podemos escribir una base del tangente en funcién de otra
mediante el diferencial del cambio de coordenadas o @~!: (UNV) - w(UNV).

Si escribimos para simplificar la notacién y(x) = yo ¢~!(x), y su inversa
x(y) = @oy~1(y), entonces resulta del cdlculo del jacobiano que

)1 s O
8x,p ,; 8ykp'
J X
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B.2. Fibrado tangente

Definicion B.15 (Fibrado tangente). Sea M una variedad diferenciable. El fibrado
tangente de M es el conjunto

T™M=JT,M={(p,vp): peM,v,eT,M}.
peM

El fibrado tangente 7'M puede dotarse de una estructura de variedad diferencia-
ble de la siguiente manera.

Definicion B.16 (Proyeccion canénica). Sea my, : TM — M la proyeccion candnica
:tpu(p,vp) = p, paratodo (p,v,) e TM.

Observar que para cada p e M, ﬂj‘ul (p) = TyM. En términos de fibrados vecto-
riales 7, (p) se llama fibra sobre p.

Dada una carta local (Ug, @q ) de M, consideremos el par (Ugy, ¢y ) donde

. _ " d
o Tyt (Uar) ~R*, @ (X,Zvi I ) = (@a(X), V1,5 vn).
i=1 X

i
La idea es utilizar estos mapas para definir la topologia y estructura diferenciable
de TM. Un conjunto A c TM es abierto si y slo si ¢o(An7,,! (Uy)) es abierto
en R2" para cada o. De esta manera los mapas (), son homeomorfismos entre
abiertos de TM y abiertos de R?". Estos mapas definen un atlas compatible dado
que los cambios de coordenadas involucran a los jacobianos de los cambios de
coordenadas de cartas en M (cf. Seccioén B.1.3).

B.3. Campo de vectores

Definicion B.17 (Campo de vectores). Un campo de vectores X en una variedad
M es una funcion que a cada p € M le corresponde un vector X), € T,M. En este
sentido un campo de vectores X es una seccion de TM, i.e. X : M — TM tal que
Ty oX =Idy.
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Si X es un campo vectorial y f € C*°(M), entonces X f es la funcion definida
sobre M a valores reales tales que

Xf(p)=pr, peM.

Diremos que X es un campo vectorial diferenciable, y escribiremos X € X (M), si
X feC(M) paratodo feC>®(M).

Comentario B.18. La nocion de diferenciabilidad se puede dar en coordenadas
locales. Esto significa que si escribirmos X en coordenadas locales, entonces

los coeficientes del campo son diferenciables. Precisamente, si X, = } pN7 —a‘i' ,
1
P

cuando p se mueve en un entorno U de M, los coeficientes o; estan bien definidos

como funciones de U en R. Resulta que X es diferenciable si los coeficientes ¢; lo
son. Es facil ver que esta definicién es independiente de las coordenadas locales.

Comentario B.19. Existe otra forma equivalente de dar la definicion de diferen-
ciabilidad de un campo de vectores a través del fibrado tangente. El espacio TM
puede dotarse de una estructura de variedad diferenciable (ver Seccién B.2). Luego
un campo de vectores X : M — TM es diferenciable si lo es como funcién entre
variedades.

Un campo X € X'(M) induce un mapa X : C*°(M) - C>(M), que manda f en
X f. Este mapa cumple las propiedades de ser una derivacion

l. X(af+bg)=aXf+bXg,a,beR

2. X(fg)=gXf+fXg. (Reglade Leibniz)

Reciprocamente, toda derivacién D : C* (M) — C* (M) se puede inducir por
un campo vectorial diferenciable. Basta definir X : M — T M, de manera tal que

X,f =D(f)(p), paratodo f e C®(M).

Comentario B.20. A lo largo de estas notas usaremos indistintamente la notacién
X, y X(p) para indicar el valor en 7,M de un campo vactorial X.

Curso - OPTIMIZACION EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR



120 APENDICE B. GEOMETRIA DIFERENCIAL

B.3.1. Corchete de Lie

Ver los campos de vectores diferenciables como derivaciones nos permite
componer campos. Esto es, XY : C*(M) - C> (M), dado por XY (f) =X (Y (f)).
Esta composicion induce naturalmente un campo lineal y por lo tanto satisface
la propiedad 1. Sin embargo no induce en general una derivacion (no satisface la
regla de Leibniz 2).

Definicion B.21 (Corchete de Lie). Dados dos campos X, Y € X'(M), definimos el
corchete de Lie como
[X,Y]:=XY -YX.

< B.22. Probar que si X, Y € X' (M) entonces [X,Y ] define una derivacién y por lo
tanto [X,Y] e X (M).

Para cada p € M, el corchete [X,Y ] estd dado por
(X, Y]pf = Xp(Y ) = Yp(X[).
Se puede probar que el corchete de Lie verifica las siguientes propiedades:
1. [X,Y]=-[Y,X] (antisimetria)
2. [aX+bY,Z] =a[X,Z]+b[Y,Z], a, bR (bilineal)

3. [X,[Y,Z]]+]Y,[Z,X]]+[Z,[X,Y]] =0, (identidad de Jacobi)

Definicién B.23 (Algebra de Lie). Un espacio vectorial V son una operacién
[-,-]:V xV =V que satisface las propiedades (i), (ii) y (iii) se denomina dglgebra
de Lie.

Con estas definiciones podemos conlcluir que el conjunto X' (M), dotado del
corchete de Lie, es un dlgebra de Lie.

B.3.2. Ecuaciones diferenciales y subgrupos a un parametro

Sea X : M — TM un campo campo diferenciable. Una curva integral de X es
una curva o : [ - M, definida en un intervalo 7 c R, tal que (#) es una solucién de
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la ecuacion diferencial en M

o(t)=X(a(t)), tel. (B.2)

En coordenadas locales, la ecuacion (B.2) es una ecuacion diferencial ordinaria
en un abierto de R” (siendo n la dimension de M). Entonces, por el teorema de
existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias, resulta que existe
una unica curva integral solucion de la ecuacion (B.2). En el siguiente resultado
resumimos este resultado.

Teorema B.24. Sea X € X (M) un campo campo diferenciable, y p € M. Entonces
existe un abierto U de p, un invervalo I que contiene a 0, y un mapa diferenciable
¢ :1xU — M tal que oy :1 - M dada por 0y(t) = ¢(t,q), (con g€ U) es la inica
curva que satisface

0y (1) =X (0y(1)),  &(0) =g.
[]

Fijado el pardametro ¢, la funcién ¢, : U - M dada por ¢ (x) = ¢(z,x), se llama
flujo local el cual cumple las siguientes propiedades:

1. ¢ es la identidad de U,
2. ¢s0 ¢ = @54y, paratodo s, t €U,

3. cada ¢, es un difemorfismo con (¢,)~!' = ¢_;

Cuando ¢, estd definida para todo ¢ € R decimos que el campo de vectores X €
X (M) es completo. En particular, si M es compacto entonces cualquier X € X' (M)
es completo.

Definicion B.25 (Grupo a un pardmetro). Si X € X (M) es completo, entonces el
flujo asociado ¢y, t € R, es un grupo a un pardmetro de difeomorfismos. Esto es

Go=Idp,  O50 ¢ = gy, (‘Pt)_l:‘P—Iv

para todo s, € R.
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B.4. Subvariedades

Una subvariedad de una variedad diferenciable es un subconjunto de M que
poseé la estructura diferenciable de M.

Definicion B.26 (Subvariedad). Sea M una variedad diferenciable de dimension 7.
Un subconjunto S c M es una subvariedad si existe una carta carta local (U, @) de
M, en un entorno de p € S, tal que

@:U->RxR™ o(SnU) = o(U)n(RFx{0})

para algin 0 <k <n. A un par (U, @) como antes lo llamamos cartas local con la
propiedad de subvariedad.

En particular, S es una variedad diferenciable en si misma (con la topologia
inducida como subespacio de M), tomando como atlas las cartas locales (Sn
U, @|sny) donde (U, @) es carta local de M con la propiedad de subvariedad.

El espacio tangente 7),S de la subvariedad S en p € S, es considerado como
subespacio vectorial de 7,M.

Definicion B.27 (Valor regular). Sea f: M — N una funcién diferenciable entre
variedades. Decimos que ¢ es un valor regular si Df(p) es sobreyectivo para todo
pe f~1(q). En otro caso diremos que g € N es un valor critico

El siguiente resultado es una herramienta excelente para mostrar que ciertos
conjuntos son (sub)variedades.

Teorema B.28 (Teorema de la submersion). Sea f: M — N una funcion diferen-
ciable entre variedades. Supongamos que q es un valor regular de f. Entonces
S:= f~1(q) es una subvariedad de M de dimensién dimM —dimN, y el tangente
estd dado por

T,S =kerDf(p), VgqeS.

[
Comentario B.29. Pueden existir subconjuntos de M que sean variedades dife-

renciables pero que no sean subvariedades. En particular esto ocurre cuando el
subconjunto tiene una topologia diferente a la inducida por M.
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Definicion B.30 (Inmersion, submersion, encaje). Sea f: M — N una funcién
diferenciable.

1. f es una inmersion si Df (x) : TM — Ty, N es inyectiva en todo x € M.
2. f esuna submersion si Df(x) : TM — Ty(,)N es sobreyectiva en todo x € M.

3. f esuna encaje si f es una inmersion, inyectiva, de manera tal que f induce
un homeomorfismo entre M y f(M), donde f(M) tiene la topologia como
subespacio de N.

Definicion B.31 (Subvariedad inmersa). Si f: M — N es una inmersion inyectiva,
entonces f(M) es una suvariedad inmersa.

A una subvariedad inmersa se le puede dar una estructura de variedad dife-
renciable. Una forma de introducir una estructura diferenciable es via el mapa
f:M — f(M). Esto es, definimos una topologia en f(M) de manera tal que
f:M — f(M) sea un homeomorfismo, para luego usar la estructura diferenciable
de M para inducir una estructura diferenciable en f(M).

Comentario B.32. Es importante destacar que una subvariedad inmersa f(M)
puede no ser una subvariedad de N. La razén es que la topologia de la subvariedad
inmersa puede no coincidir con la topologia inducida como subvariedad. Un

ejemplo de esto es la “rotacion irracional en el toro” T2 = S x S1. (Ver Ejemplo
C.s)

B.5. Puntos criticos

Sea M una variedad diferenciable, y f: M — R una funcién C2 = C>(M). Dire-
mos que una funcion tiene un punto critico en p € M siladerivada Df (p):T,M - R
es la aplicacion nula (donde 7, M denota el espacio tangente de M en p). Denotare-
mos por C(f) al conjunto de puntos criticos de f.

Una subvariedad N c M de dimensidn [ conexa, se dice subvariedad critica si

NcC(f).
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B.6. Hessiano

Si p € M es un punto critico de una aplicacién f: M — R, f € C2, entonces se
define el Hessiano de f en p como la forma bilineal simétrica

H,(f): TyM xT,M - R,
dada en la base coordenada por (U, ),

9 f o
p 0% )= Fox, PP b=,
p

() (5

siendo f= fo1.
Lema B.33. La definicion del Hessiano en un punto critico no depende de las
coordenadas locales.

Demostracion. Sea (y,V) otra carta local tal que p € V. Observar que usando el
cambio de coordenadas dado més arriba resulta que

)_ Z 8xk

p kk'=

d2fop!

TN (o0

(llf(p))

Hy(F) (o ol 5

Luego, para que la definicion sea consistente se tiene que probar que

azfol//_ 8xk 82]" (p—
o (VD= 3% SN o) T (o)

8xk

Usando la regla de la cadena resulta, si s: (V) - R, es diferenciable, y
escribimos x como funcién de y, entonces

ds . & ds,  Ox
(9_y,~(y) = ; a_xk(")a_y,-(” (B.3)

Luego, resulta de (B.3), paras= foy~!,

2f 0wl w1 N
TIN5 o | 03]

9Yja)’i k=19Yj
&9 (dfoy! )@ 8fovr 88xk
-k;ayj( S 0) S0 L ) 0T

Curso - OPTIMIZACION EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR



B.6. HESSIANO 125

Utilizando nuevamente (B.3) tenemos

dfoy! 2foy ! dxy
8yj( 8xk ( )) k’Z=:1 8xk18xk (X) 8y] (y)’

de donde concluimos

I foy! Pfoy !l Oy,  dx, . dfoyl 9 9
dy;dyi ()= k; Oxr 0y, (x)(9yj (y)8y,-(y)+ dxy, (x dy;

El resultado sigue de observar que el ultimo miembro es cero en el punto critico.
[

Comentario B.34. Si p no es un punto critico de f, entonces el Hessiano no
estd bien definido dado que dependeria de la carta empleada. Hay formas de
extender el hessiano a puntos no criticos pero se requiere dar una estructura de
métrica Riemanniana.

Comentario B.35. Hay otra forma de probar lo anterior usando el corchete de Lie.
Sean X y Y dos campos de vectores C*°. Observar que X f define un mapa C*° en
M: acada peM, X f(x) dala derivada direccional de f en la direccién del vector
X(p). Luego tiene sentido tomar Y (X f).

Afirmacién 1: Si p es un punto critico de f entonces X (p)(Y f) =Y (p)(Xf).
Esto resulta de que el corchete de Lie define un nuevo campo de vectores, y
entonces

[X,Y](p)f =Df(p)[X.Y](p) =0.
Afirmacién 2: Si X’y Y/ son campos que coinciden en p con X e Y respectivamente,

entonces X (p)(Yf) =X"(p)(Y'f).

<$ B.36. Probar la afirmacion.

Luego, se puede definir el Hessiano de f en p como H,(f)(X(p),Y(p) =
X(p)(Y f). Observar que con esta definicion H,(f) es un mapa bilineal simétrico.

2
)= aaf sien-

xidx;’

< B.37. Mostrar que con esta definicion resulta H,( f ) (2 e
do f=fop.

p’ 8xj
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Dada una subvariedad critica N ¢ M, consideramos un fibrado vectorial normal
1 en N. Esto es 1(x) es un subespacio complementario a T,N en T,M, i.e.

T:M = TN @1 (x).

En el caso de haber una métrica Riemanniana, podemos tomar 1 (x) = T,N* c T,M.
Observar que el Hessiano de f en p, tiene la propiedad de que toma el valor cero si
nos restringimos a 7,N. Luego H,( f) determina una forma bilineal simétrica en el
fibrado normal

H;:n(p)xn(p) > R.
Decimos que N ¢ M es una subvariedad critica no degenerada si H;(f) es no
singular (como forma cuadrética).

B.7. Funciones de Morse, Morse-Bott

Definicion B.38 (Funcion de Morse-Bott). Sea f: M — R diferenciable, se dice
que f es de Morse-Bott si C(f) =|_JN; con N; subariedades criticas no degeneradas

J
disjuntas. En particular si N; son puntos, decimos que f es de Morse.

Como Hj(f) es no degenerada, sus valores propios (reales) son no nulos, por
lo tanto podemos descomponer 1(p) en dos subespacios 1(p)* y n(p)~ tales que

n(p)=n(p)*en(p) y Hy(f) es positivo sobre n(p)* y negativo sobre n(p)~.

Definicion B.39 (indice de subvariedad critica). Sea N c M una subvariedad critica,
se define el indice de N como la dimensién de 1(p)~ con p e N.

Observacion B.40. Observar que por continuidad la dimension de n(p)~ tiene
que ser constante Vp € N dado que Hy (f) es no degenerado.

Lema B.41 (de Morse). Sean f: M — R de clase C* y N subvariedad critica no
degenerada de indice A. Dado a € N existe (¢,U) carta local tal que

a) :UnN - R x{0}!

2 conxpeR! xR xp €

b) fO(P—l(x07xlax2)f(x07xlax2) =f(a) +||x2||2—||x1
Rn—l—l'

]
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B.8. Meétrica Riemanniana

Definicion B.42 (Métrica Riemanniana). Sea M una variedad diferenciable, y sea
TM el fibrado tangente. Una métrica Riemanniana es una familia de productos
internos (-,-)x, x € M, definidos en cada espacio tangente 7,M, de manera que tal
que la dependencia en x es diferenciable.

En otras palabras, una métrica Riemanniana en M es una funcion que a cada

x € M le corresponde una forma bilinieal simétrica definida positiva en T, M.

La condicién de diferenciabilidad de los productos internos se puede establecer
de la siguiente manera. El mapa x € M ~ (-,-), es diferenciable, si para cualesquiera
campos X, Y € X' (M), se tiene

xeMw— (X, Y ) eR,
es una funcion diferenciable.

Definicion B.43 (Variedad Riemanniana). Una variedad Riemanniana es una
variedad diferenciable dotado de una métrica Riemanniana.

Es un resultado clasico de geometria Riemanniana que existen métricas Rie-
mannianas sobre cualquier variedad diferenciable.

Comentario B.44. Utilizaremos indistintamente la notacién (M,g) o (M, (-,-)x)
para indicar que M es una variedad Riemanniana.

Ejemplo B.45. En R”, dar una métrica Riemanniana es equivalente a dar
una familia de matrices simétricas definidas positivas Q : R" — R, (Esto
resulta de que dar un producto interno es equivalente a dar una matriz
definida positiva.)

B.8.1. Meétrica inducida por inmersion

Si f: M — N es una inmersion, entonces dada un métrica Riemanniana en N
induce una métrica Riemanniana en M (el pullback de la métrica). Basta definir

(vw)e:= (D (), D ()W) f(x), XM,
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y para todo v, w e T, M.

En particular, si M c N es una subvariedad, y f es la inclusion, entonces
cualquier métrica Riemanniana en N induce una métrica Riemanniana en M. De
la definicion anterior, el producto interno en 7M esta dado trivialmente por la
restriccion del producto internode TN a TM.

B.9. Gradiente

Sea (M, (-,-,)x) una variedad Riemanniana. Sea ¢ : M — R una funcién C*(M).
El diferencial de esta ¢ puede ser pensado como un campo de vectores “duales”,
i.e. es una seccion D¢ : M - TM* donde

D¢ (x) e TM*,
siendo T,M* el espacio dual de T,:M.

Digresion S ea V es un espacio con producto interno (-,-). Si @ € V*, i.e.
¢ :V — R es una funcional lineal, entonces por el teorema Riesz se tiene que existe
vp €V tal que

(w) = {vp,w), VweV

La digression anterior motiva la siguiente definicion.

Definicion B.46 (Gradiente). Sea (M, (-,-,),) una variedad Riemanniana, y ¢ :
M — R una funcién diferenciable. Definimos el gradiente de ¢ como el vector
tangente grad ¢ (x) € T,M, x € M, que satisface

DY (x)v, = (grad g (x),v,), Vo e M.
El gradiente induce el campo vectorial gradiente definido por grad¢ : M — TM

Comentario B.47. Es importante destacar que el gradiente de ¢ depende de la
métrica Riemanniana empleada.

Lema B.48. Si ¢ : R"\ {0} — R es diferenciable y grad ¢ (x) es el gradiente para
la métrica (£, M)y =nTQ(x)C, (cf. Ejemplo B.45), se tiene

grad ¢ (x) = (x) ™'V (x).
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Demostracion. Se tiene por un lado

D¢ (x)i = (grad ¢ (x), 1), = i O(x) grad ¢ (x)

a Su vez

D¢(x)x = (Vo(x),1) =X Vo (x) =" Q(x)Q(x)"' Vo (x)
de donde resulta
grad¢(x) = O(x) "'V (x).
[l

Lema B.49. Sea ¢ : N — R diferenciable en M variedad Riemanniana, y sea M c N
una subvariedad con la métrica Riemanniana inducida (ver Seccion B.8.1). Sixe M,

entonces el grad |y (x) de la restriccion ¢pr : M — R es la proyeccion ortogonal de
grad ¢ (x) € .M en TyN. O

¢ B.50. Dar una prueba de este lema.

Corolario B.51. Sea M c R" una subvariedad diferenciable, con la estructura
Riemanniana inducida por la métrica Euclidea en R". El gradiente de una funcion
¢ :M — R, que tiene una extension ¢ a un abierto Euclideo de M, puede obtenerse
como la proyeccion ortogonal del gradiente de la extension en R" en el espacio
tangente TyM. Esto es, si denotamos por V (x) al gradiente de ¢ en x (con métrica
Euclidea), entonces

grad|y @ (x) = w1u V P(x),

siendo mr - R" - T,.M la proyeccion ortogonal.

B.10. Flujo gradiente

Sean (M, g) una variedad Riemanniana y ¢ : M — R una funci6n diferenciable,
tenemos entonces grad¢ : M — TM y se define la ecuacién diferencial x(z) =
—grad ¢ (x(z)). Si x(¢) es una solucidn, resulta

%cb(?c(f)) =D (x(1))(r) = (grad ¢ (x(1)) (1)) = || grad ¢ (x(1)) > < 0

siempre que x(7) no sea punto critico de ¢. Es decir, ¢ es decreciente en las lineas
del flujo.
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Teorema B.52. Sean M una variedad Riemanniana compacta 'y f: M — R una
funcién C2. Entonces la solucién ¥,(t) de 7= —grad f(), con condicién inicial
1(0) = x estdn definidas Vt € R y ademds lligrn Ye(t) y tll’zn % (t) son puntos

criticos de f.

Demostracion. Sea ¥, : (—€,€) - R solucién de y = —grad f(7) con 7%,(0) = x, al
ser M compacta, podemos extender las soluciones de modo que estén definidas
paratodo f € R.

Sea 7y una solucion genérica, resulta que

for)-fora= [ L(ren(a

Como M es compacta tenemos que Im( f o ¥) es acotada, luego se tiene que |% fo

d
()| estd acotado y lliin ’E foy(t)] =0. En particular,

i erad £(1(0)] 0.

Sea U una unidén de entornos abiertos disjuntos de los puntos criticos. Luego M \U
es compacto y por lo tanto || grad f(x)|| > a9 >0, Yxe M\ U, es decir tiene minimo.
Luego usando que ||grad f(y(¢))|| tiende a cero, para fy suficientemente grande,
y(t) eU; Vt > 1y, siendo U, una componente conexa de U. Si ahora nos tomamos
una sucesion decreciente tales U, obtenemos que ¥(¢) tiene a un punto critico de

f O

Comentario B.53. El resultado anterior se puede extender para el caso M no
compacta pero pidiendole a f que tenga subniveles compactos, i.e. f~!(-oc0,a] sea
compacta para todo a € R. Observar que en tal caso, y(¢) existe para todo 7 € R,
Ademas y(¢) converge a una componente conexa del conjunto de puntos criticos.
Es decir, se sigue cumpliendo el teorema anterior solo que obtengo informacién a
futuro.

Comentario B.54. Si M es compactay f: M — R es de Morse-Bott, entonces ()
converge a un dnico punto critico. En efecto, del teorema anterior sabemos que Y(7)
“converge” a una componente conexa de C(f), i.e. ¥%(t) - N; para algin j. Luego,
el w-limite de x esta contenido en N;. Sea p € w-limite. Tomando coordenadas
locales de Morse-Bott, es decir, un entorno abierto U c M de p tal que (U NN j) =
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Rix {0}y fop™l(x1,x2,x3) = ||x2|> = ||x3]%, con x1 € RE, x5 € R y x3 € R
siendo [ +n, +n_ =n (asumimos f(p)=0). Luego en coordenadas locales y para una
métrica adaptada’, el flujo gradiente se describe como las soluciones de

xX1=0
Xy =—X)
X3 =X3

Luego, en el caso en que la condicion inicial fuera x3 # 0 eventualmente se esca-
para del abierto U y tenderia a otra componente de C(f). Por lo tanto en estas
coordenadas ¥, (?) es de la forma (x1,x,,0) y por lo tanto

lim (P(’}/X(t)) = (X],0,0).

t—+o00

Andlogo parat — —oo.

Comentario B.55. Este argumento sugiere que si hay una tnica variedad critica de
indice 0, entonces el conjunto de condiciones inciales x donde el flujo no converge
a dicha subvariedad tiene medida cero.

"Por una métrica adaptada nos refereimos a una perturbacién local de la métrica. En nuestro
caso podemos hacer una homotopia, en coordenadas locales, entre la métrica usual y la Euclidea de
manera tal que s6lo afecte a la métrica en un entorno del punto. Si ¢ : @(U) — R es una funcién
chichon que toma el valor 1 en una bola coordenadas pequefia (puntos con coordenadas xi,...,x,
tales que x; +---+x2 < r) y que tome el valor 0 fuera de una bola mayor — todo dentro de @(U).
Luego se define g = go(x) (1 - ¢(x)) + gean(x)@(x), en U y se extiende como g fuera, siendo go la
métrica de M.
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Apéndice C

Grupos de Lie

Sea R el espacio de las matrices n x n con coeficientes reales con la identi-
ficacion R ]R”z, convirtiendo R en un espacio topoldgico. El subconjunto
Gl(n,R) c R™" de las matrices A € R"*" con detA # 0, es un abierto de R"" ya
que det: R™" — R es un polinomio, y por tanto continuo. Luego por ser un abierto
de R™" resulta que Gl(n,R) es una variedad diferenciable.

n
Por otro lado, siA = (a;;), B=(b;;) en Gl(n,R), se tiene que (AB);; = > ayby;, lue-

k=1
go la funcién producto Gl(n,R) xGl(n,R) - Gl(n,R) es una funcion diferenciable.

Ademds, A~' = {1rad j(A) y por lo tanto la funcién inversa Gl(n,R) - Gl(n,R)
es diferenciable.

En conclusion, Gl(n,R) es un a variedad diferenciable, un grupo, y ademas las
operaciones del grupo son diferenciables. Esto es lo que llamamos grupo de Lie.

Definicion C.1 (Grupo de Lie). Sea G una variedad diferenciable. Entonces deci-
mos que G es un grupo de Lie si

1. G es un grupo
2. las operaciones Gx G — G, (x,y) = xyy G — G, x — x~! son diferenciables.

Definicion C.2 (Morfismos de grupos de Lie). Sean H y G grupos de Lie. Un
mapa ¢ : H — G es un morfismo de grupos de Lie o simplemente un morfismo si es
un morfismo de grupos diferenciable.
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Ejemplos C.3. 1. (R* +), (C",+) son grupos de Lie.
2. R*, C* con la operacién producto son grupos de Lie.

3. S! es un grupo de Lie. En efecto, S' = R/Z, al ser Z subgrupo
normal de R, se tiene que S! es un grupo. Ademds por ser Z discreto,
S1 es una variedad diferenciable y ademas las operaciones pasan
diferenciablemente al cociente. Otra manera es considerar S c C*
como subgrupo que lo veremos en seguida.

4. G,H grupos de Lie, entonces G x H con la multiplicacién coordena-
da a coordenada es un grupo de Lie. En particular tenemos que el
toro T” = §' x ---x S! es un grupo de Lie.

Definicion C.4 (Subgrupo de Lie). Un subgrupo de Lie H de un grupo de Lie G es
un subgrupo de G que ademads es un grupo de Lie con su estructura diferenciable y
que ademas es una variedad inmersa.

Ejemplo C.5. En T2 = S! xS, donde S! lo pensamos como subconjunto
de C*, consideremos y: R — T? dada por y(t) = (€27 7<) con c e R\ Q,
observar que ¥ es un morfismo de grupos. Luego H = Imy c T? es un
subgrupo de T2 c C* x C*. Sobre H inducimos la estructura difereciable
que hace y: R — H un difeo (U c H abierto sii y!(U) abierto en R y
cartas locales o y~! : U — R siendo ¢ carta local de R). Luego, H €s un
grupo de Lie y por tanto un subgrupo de Lie de T2. Observar que H es
denso en T? y por lo tanto no puede ser un encaje.

El siguiente resultado importante lo hacemos sin demostracion.

Teorema C.6 (Cartan). Sea H < G un subgrupo de un grupo de Lie G que es
cerrado como subconjunto. Entonces, H es una subvariedad de G y por lo tanto
un subgrupo de Lie. En particular tiene la topologia inducida. ]

Con este resultado en cuestion podemos construir més ejemplos de grupos de
Lie, considerando subgrupos cerrados de R” o Gl(n,R).

Ejemplos C.7. 1. Grupo lineal especial SL(n,R) = {A € Gl(n,R) :
detA=1}

2. Grupo ortogonal O(n) = {AeGl(n,R): ATA=1d}
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3. Grupo unitario U(n) ={A e Gl(n,C): A*A=1d}
4. Grupo ortogonal especial SO(n) ={Ae€O(n): detA=1}
5. Grupo unitario especial SU(n) ={AeU(n): detA=1}

Observacion C.8. Los grupos O(n),U(n) pueden identificarse con los grupos de
isometrias lineales de R” o C" respectivamente.
Dado (, ) producto interno sobre R”, (x,y) = > x;y;, tenemos que

O(n)={AeR™": (Ax,Ay) = (x,y), Vx,ye R"}.

Andlogo para U (n).

C.1. Espacio tangente a un grupo de Lie

A continuacién veremos la importancia que tiene en un grupo de Lie el espacio
tangente a la identidad. Para ver esto consideremos los siguientes mapas. Dado
a € G, se define la traslacion a izquierda por a al mapa L, : G - G dado por
L,(g) = ag. Andlogamente sea R, : G — G dado por R,(g) = ga la traslacién a
derecha. Observar que son difeomorfismos, ya que (L,)~! = L,-1. Estos mapas nos
permiten movernos dentro de G. Por ejemplo, todo a € G puede ser trasladado a
la identidad, y también sus vectores tangentes, pues dL,1(a): T,G - T,G es un
isomorfismo.

Definicion C.9 (Campos invariantes). Decimos que un campo vectorial X € X (G)
es invariante a izquierda si X, = dL,(g)X, para todo a,g € G.

Observacion C.10. Un campo X invariante a izquierda queda determinado por su
valor X, € T,G. En efecto, X, =dL, (e)X,. Ademds por ser la traslacién diferenciable,
todo campo invariante a izquierda es automaticamente diferenciable.

Definicion C.11. g es el conjunto de campos invariantes a izquierda. Es un espacio
vectorial con las operaciones habituales.

¢ C.12. Probar que si X,Y € g, entonces [X,Y] €g.

En este sentido el espacio vectorial g, dotado del corchete de Lie, es un dlgebra
de Lie .
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Proposicion C.13. El mapa g — T,G, dado por X — X, es un isomorfismo.

Demostracion. Si X, =0, al ser invariante a izquierda se tiene, X, = dLg(e)X =
0 Vg e G, por lo tanto X = 0. Ahora, dado v € T, G, definimos el campo XV dado por
Xy =dLg(e)v. Es claro que X" € g y satisface X} = v. O

Este isomorfismo define un corchete de Lie sobre 7,G, a saber
[u,v] := [ X", X"](e).

Ejemplos C.14. 1. Es un ejercicio verificar que el algebra de Lie aso-
ciada a Gl(n,R), gl(n,R) es R™" con el corchete de Lie matricial

[X,Y]=XY-YX.

2. Andlogamente, sl(n,R) = {X e R :tr(X) =0} es el dlgebra de
Lie de SL(n,R).

3. antisim(n,R) = {X e R™": XT = X} es el dlgebra de Lie de O(n).
4. Skew(n,C)={X eC»":X* =X} es el dlgebra de Lie de U(n).

En todos los casos el corchete de Lie es corchete matricial.

C.2. Subgrupos a un parametro

Definicion C.15 (Subgrupo a un parametro). Un subgrupo a un pardmetro de un
grupo de Lie G es un morfismo de (R,+) a G. Es decir, una curva diferenciable

sobre G.
Ejemplos C.16. 1. ¢(¢) =€’ es un subgrupo a un pardmetro de (R,+)
2. ¢(t) = €' es un subgrupo a un pardmetro de S' =2/(1)

cost  senft

es un subgrupo a un parametro de O(2
—sent cost) grup p (2)

3. 0(1) - (

4. ¢(t) = e es un subgrupo a un parametro de Gl(n,R)

El resultado central de esta seccion es el siguiente.
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Teorema C.17. Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie. Entonces, YX € g,
existe un tinico subgrupo a un pardmetro ¢ tal que ¢(0) =ey ¢(0) = X,.

Demostracion. Sea X € g, luego, por existencia y unicidad de las soluciones de
ecuaciones diferenciales ordinarias, existe ¢ : (-g,€) - G tal que ¢(0) =e y
¢(t) = Xy()- Sean s,1,5+1 € (a,b) siendo (a,b) un intervalo donde ¢ esté de-
finida. Luego, si ¢1(z) = ¢(s+1) y ¢2(¢) = ¢(s)9(z) resulta que ¢(0) = ¢-(0).
Ademis, ¢1(t) = ¢(s+1) = Xo(s+1) = Xp,(r)> luego @y es una curva integral de X.
qu otro lado, ¢2(t) = Lo ()9 (t) = %L(p(s)((p(t)) = DLy (5 (9(2))#(t), entonces
$2(t) = DLy (5) (9 (£))Xp () = Xo(5)6 (1) = Xp() Y POT lO tanto ¢, es una curva inte-
gral de X. Dado que hay unicidad de curvas integrales, tenemos que ¢ (¢) = ¢, (7).
Es decir, ¢ es un morfismo de grupos donde este definida. Veamos ahora que ¢
estd definida para todo R. Sea ¥(r) = ¢ (5)9(5%). Observar que ¥ estd definida en
(-£,38) y que ¥(t) = ¢2(¢) si tomamos s = £, por lo tanto 7(0) = ¢(0) y (¢) =Xy(1)-
Luego 7 extiende a ¢ en (—¢,3£), trabajando por induccién cconcluimos que ¢
estd definida para todo ¢ € R. Falta probar que si ¢ : R — G es un subgrupo a un
pardmetro con ¢(¢) = X,, entonces ¢ es la curva integral asociada. Sea X € g el
campo invariante a izquierda asociado. Se tiene

. d d d
6(1) =], 0 (t+5) =] 09 (09(5) = 5] Lo (6(5))
=DLy(1y((0))9(0) = DLy () (e)Xe =X (9(1)).
Es decir, ¢ es una curva integral. ]

Definicion C.18. Sean G un grupo de Lie, y g su algebra de Lie. El mapa expo-
nencial esta definido por

exp:g—>G, exp(X) = ¢x (1),
siendo ¢y el subgrupo a un pardmetro definido por X € g.
¢ C.19. Probar que exp(tX) = ¢x(t) paratodo 7 € R.

Corolario C.20. Sea X € g. La curva y(t) = exp(tX) es el inico morfismo en G
con ¥'(0) = X. Ademds, por ser §x un morfismo, resulta que

1. exp((s+1)X)=exp(sX)exp(tX) Vs, t €R
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2. exp(tX) ' =exp(-tX) VteR

Observacion C.21. El mapa exponencial exp : g — G es un mapa diferenciable
donde dyexp : Tog = g — T,G = g. Utilizando que exp(tX) = ¢x (¢) resulta

d d )
doexp(X) = E‘tzoexp(tX) = E‘tzoqu(t) =¢x(0) =X, =X.

Es decir, con las identificaciones anteriores, doexp : g — g es la identidad. Luego se
concluye el siguiente.

Teorema C.22. Existe un abierto U de O € g tal que el mapa exponencial es un
difeomorfismo de U con exp(U) abierto de e en G.

Comentario C.23. En Gl(n,R) tenemos g = R™". Consideremos Exp : R*" —
Gl(n,R) dado por Exp(A) =Y, %, la exponencial de matrices. Observar que si
definimos ¢ (¢) = Exp(tA) tenemos un subgrupo a un pardmetro con ¢(0) = A. Por

lo tanto por el corolario anterior tenemos que es el mapa exponencial.

C.3. Acciones de grupos

La definicién axiomatica de grupos es relativamente reciente. Historicamente
los grupos surgieron como “grupos” de transformaciones de ciertos objetos. Por
ejemplo este fue el punto de vista de Galois, quien considero el grupo de permu-
taciones de raices de polinomios. En esta direccion es que se motiva la siguiente
definicion.

Definicion C.24 (Accion de un grupo). Sea G un grupo y X un conjunto. Decimos
que G actiia en X y escribimos G ~ X, si hay un mapa ¢ : G x X — X (denotamos
g-x:=0(g,x)) tal que

1. eex=x

2. g-(h-x)=(gh)-xVgheG, xeX.

Si G es un grupo topoldgico y X un espacio topoldgico entonces se requiere que O
sea continua. Andlogamente si G es un grupo de Lie y X una variedad diferenciable,
se requiere que O sea suave.
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Observacién C.25. Para cada g € G, el mapa 6,:X — X dado por 0, (x) = g-x, defi-
ne un automorfismo de X. Esto resulta de que 0,-1 : X — X satisface 0,-1 0 0, = idx.
En este sentido, tenemos un mapa p : G - Aut(X), g = 0. Cuando X es un espacio
vectorial, p es una representacion de G. Observar ademas que p es un morfismo
de grupos.

Reciprocamente, un morfismo de grupos p : G — Aut(X) define una accién de G
en X, a saber, g-x=p(g)(x).

Ejemplos C.26. 1. Gl(n,R) ~R" A-x=Ax

2. Si H c Gl(n,R) es un subgrupo de Lie, entonces oy : H x R"* — R”
define una accién dado que 6 = 6 o (T xidgn ), siendo 7 la inclusién.
En particular O(n) ~R".

3. O ~Sym(n),U-A=UAU"!

Definicién C.27 (Orbita de un grupo). Dada G ~X, se define la drbita de x € X
como el subconjunto G-x={g-x: g€ G}. Decimos que x € X es un punto fijo si
G-x=x.

La accion se dice transitiva si existe un x € X tal que G-x = X.

Ejemplos C.28. 1. Con Gl(n,R) ~R", 0 es punto fijo, la accién es
transitiva en R” \ {0}.

2. Con O(n) ~R", tiene como 6rbitas esferas centradas en 0.

Cociente por la accion

La gran mayoria de las variedades tratadas en este curso resultan de cocientar
un espacio por la accién de un grupo de Lie.
Una accion de un grupo de Lie G en una variedad M induce una relacion de
equivalencia en M, a saber,

x~y<3dgeG :y=g-x.

En particular, la clase [x] de x € M coincide con la érbita de x. Denotamos por M /G
al espacio cociente, es decir al espacio de orbitas

M/G={G-x: geG}.

Curso - OPTIMIZACION EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR



140 APENDICE C. GRUPOS DE LIE

En M/G inducimos la topologia cociente (la mas fina que hace 7: M - M/G
continua).

Lema C.29. La proyeccion candnica ©:M — M|G es abierta.

Demostracion. Sea U c M abierto, entonces 0, (U) es un abierto en M para todo
g € G. Luego

i (n(U)=G-U={g-u: geG,ueU}= Lécg(U)
ge

que es una union de abiertos. [

Consideremos ahora H < G subgrupo de Lie. Observar que H ~ G a izquierda
por h-g=gh~!. Por lo tanto el espacio cociente G/H = {gH : g€ G}.

Teorema C.30. 7w :G — G/H es continua y abierta. Ademds, G[H es Hausdor{f si
y solo si H es cerrado.

Demostracion. La continuidad y que es abierta ya lo probamos. Resta probar la
segunda afirmacion, y utilizando el ejercicio A.36 basta probar que H es cerrado
siysolosi R={(x,y)eGxG:x~y} escerradoen GxG. Sea F:GxG - G dado
por F(x,y) =y~ 'x. Observar que F es suave por ser G un grupo de Lie. Luego

F'(H)={(x,y)€GxG:y'xeH} = {(x,y) eGxG:xeyH} =R,

Como F es continua, resulta que si H es cerrado, R también. Reciprocamente, si
G/H es Hausdorff, R es cerrado. En particular los puntos son cerrados. Por lo tanto
H =7n"1(eH) es cerrado. O

C.4. Espacios homogéneos

En lo que sigue G es un grupo de Lie, M es una variedad diferenciable.

Definicion C.31 (Espacio homogéneo). M se dice espacio homogéneo de G si G
actda en M transitivamente.

Ejemplos C.32. 1. 5" ! es un espacio homogéneo de O(n)
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2. R*~ {0} es un espacio homogéneo de Gl(n,R)
3. §27=1 c C" es un espacio homogéneo de U (n)
4. RP" es un espacio homogéneo de O(n+1)

5. Grassg(k,n) es un espacio homogéneo de O(n)
6. Flag(n,C) es un espacio homogéneo de U (n)

Definicion C.33 (Grupo de isotropia). Sean G ~M y x € M. Se define el grupo de
isotropia de x (o el estabilizador de x) como G, :={geG:g-x =x}.

Observacion C.34. Consideremos la accion de G en M desde el punto de vista
conjuntista. Dado xo € M sea F : G -~ M dada por F(g) = g-xo. Si G ~M es transitiva,
resulta F sobreyectiva. Ademds, F~!(xy) = H siendo H el grupo de isotropia de x.
Observar que F es equivariante por la accién de G, es decir g-F(g') = F(gg’), por
lo tanto F~1(x) = gH siendo g, € G tal que g,-xq = x.

Luego el espacio cociente inducido por F coincide con el cociente inducido por la
accién H ~ G, que denotamos G/H. Entonces F : G/H — M es un mapa biyectivo
y equivariante por la accién de G. Por lo tanto concluimos que desde el punto
de vista conjuntista G/H y M son lo mismo y las acciones 6 : GxM - M y
A:GxG/[H — G/H son equivalentes.

Teorema C.35. Si G es un grupo de Lie y H es un subgrupo cerrado de G, entonces
existe una unica estructura diferenciable en G/H tal que la proyeccion n:G -~ G/H
es una submersion. Ademds, dimG/H =dimG-dimH, y A : GxG/H - G/H es
suave.

Observacion C.36. Este resultado tiene una aplicacién muy importante, a saber,
dota de estructura diferenciable a conjuntos no tan triviales (como veremos en los
ejemplos més adelente). El método es relativamente sencillo:

Sea G un grupo de Lie que actia de manera transitiva sobre un conjunto
X, de tal manera que existe algin x € X con subgrupo de isotropia G
cerrado. Luego la biyeccién entre G/G, y X permite dotar a X con una
unica estructura diferenciable que hace la accion suave.

Cuando el conjunto ya tiene una estructura diferenciable, resulta el siguiente.
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Teorema C.37. Sean G ~ M transitiva y H el grupo de isotropia de un x € M.
Entonces,

1. H es un subgrupo cerrado de G.
2. Elmapa F : G/H — M dado por F(gH) = g-x es un difeomorfismo.

3. dimG/H =dimG -dimH.

Con este resultado en mente podemos redefinir un espacio homogéneo.

Definicion C.38 (Espacio homogéneo). Un espacio homogéneo es una variedad
M con una accion transitiva de un grupo de Lie. Equivalentemente es una variedad
de la forma G/H donde G es un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado.

Ejemplos C.39. 1. Un grupo de Lie G es trivialmente un espacio
homogéneo tomando la accién trivial y {e} como subgrupo.

2. (La esfera §") El grupo ortogonal O(n+1) actda en S* c R"*! con
la restriccion de la accién de Gl(n+1,R) en R*! (ver ejemplo).
Ademds la accién es transitiva. El grupo de isotropia de (1,0,---,0) =

e1 € R™*1 son las matrices de la forma (1 ) € O(n+1), donde

0
0 0
Q € O(n). Identificando este subgrupo con O(n), obtenemos que
O(n+1)/O(n) es difeomorfo a §*. Andlogamente para SO(n+1),
tenemos que SO(n+1)/SO(n) es difeomorfo a $". En particular S"

€S COnexo.

3. Andlogamente al caso anterior, pero para el caso complejo, resulta
que la esfera real $27+! c C"*!, se puede describir como espacio
homogéneo S =U(n+1) /U (n).

4. (Espacio proyectivo RP" y CP") El grupo O(n+ 1) actia de manera
natural sobre RP" (1 € RP" » QI € RP"). El subgrpo de isotropia de

. 1 0y, (-1 O
(1:0:---:0) son las matrices de la forma (0 Q) 6 ( 0 Q') con

0,0' € O(n). Observando que O(1) = {1,-1}, obtenemos RP" =
O(n+1)/O(n)xO(1). Andlogamente, CP" =U (n+1)/U(n) xU(1).
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5. (Grassmaniana) El grupo O(n) actia de manera natural sobre subes-
pacios de R”. Luego O(n) ~ Grassg (k,n). Ademds, esta accién es
transitiva. Sea V el subespacio generado por {ej, -, e} c R". El
subgrupo de isotropia asociado a V esta dado por matrices de la
forma (?) g) conAeO(k)y Be O(n—k). Luego Grassg(k,n) =
O(n)]O(k) x O(n—k). Observar que de esta manera es clara la
identificacion entre Grassg (k,n) y Grassg (n—k,n). Andlogamente
se prueba Grassc (k,n) =U(n) /U (k) xU(n-k).

6. (Variedad de Stiefel) El grupo O(n) actia sobre St(k,n) de ma-
nera natural y es transitiva. El subconjunto de isotropia de X =
(e1,+,er) € St(k,n) es el subconjunto de las matrices de la forma
(I(()i g) con Q € O(n-k). Luego St(k,n) = O(n)/O(n-k). Anélo-
gamente si consideramos la versién compleja Stc (k,n) = {X € C"*k:
X*X =Id}, resulta Stc(k,n) =U(n) [U(n-k)

7. (Espacio bandera) Como ya vimos en la Seccion 2.22, el espacio
bandera Flag(C") formado por F = (Fy,---, F,) siendo F; subespa-
cios de dimension i tales que F; c Fj, 1, puede identificarse por el co-
ciente GI(n,C)/R,(C) 6 U(n)/U'(n) de las acciénes de Gl(n,C)
y U(n) en Flag(C") respectivamente.

8. (Banderas generalizadas) Sean ny,---,n, enteros positivos tales que
ny +---+n,=ny Flagg (ny,---,n,) el conjunto de banderas parciales
F = (Fy, -, F,) tales que dimF; =ny+---+n;, y F;c F;;| parai=
1,---,r—1. Motivado por el ejemplo anterior, Flagy (ny,---,n,) es el
espacio homogéneo O(n)/O(ny) x---xO(n,) yU(n) [U(ny) x - x
U(n,) para K =R 6 C respectivamente.

Observacion C.40. Una forma de verificar que las estructuras diferenciables de
los ejemplos anteriores coinciden, es probar que la accién del grupo en la variedad
en suave.
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C.5. Metricas Riemannianas en grupos de Lie

Todo grupo de Lie posee métricas naturales que preservan ciertas invarianza.
Esta son las métricas invariantes a izquierda o derecha, o bi-invariantes.

Definicion C.41 (Métricas bi-invariantes). Sea G un grupo de Lie. Una métrica
Riemanniana invariante a izquierda en G es una métrica Riemanniana tal que
las traslaciones a izquierda son isometrias. Andlogo para métricas Riemannianas
invariantes a derecha 6 bi-invariantes.

Construir una métrica invariante a izquierda es sencillo. Sea (, ), un producto
interno en g (0 7,G) dlgebra de Lie de G. Luego mediante la traslacion a izquierda
Le : G — G podemos “pull-backear” la métrica en cualquier tangente 7,G:

(u,v)g := (DLg(e)'u, DLy (€)™ )., u,v € T,G, g€ G (C.1)

Dado que esta métrica es constante sobre campos invariantes a izquierda, es decir
(Xg,Yg)g = (Xe,Ye)e, y de que todo campo diferenciable en G es combinacion lineal
de campos invariantes a izquierda con coeficientes en C*(G), resulta que los pro-
ductos internos definidos en C.1 son una métrica Riemanniana. Equivalentemente
se puede definir una métrica invariante imponiendo que ciertos campos invariantes
a izquierda sean base ortonormal.

Proposicion C.42. Las métricas invariantes a izquierda estdn en correspondencia
con productos internos en g.

Observacion C.43. Como composicion de isometrias es una isometria, resulta
que DL,(h) : TG — T,,G son isometrias para cualesquiera g, € G.

C.5.1. Meétricas bi-invariantes

La existencia de métricas bi-invariantes en un grupo de Lie es un poco mas
complicada. Para estudiar siu existencia es importante considerar el automorfismo
I : G - G dada por I,(g) = xgx~'. El mapa I, se llama automorfismo interno de G,
y coincide con Iy =L oR -1 =R -1 0L,.

Curso - OPTIMIZACION EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR



C.6. METRICAS RIEMANNIANAS EN ESPACIOS HOMOGENEOS 145

Definicion C.44 (Representacion adjunta). La representacion adjunta de G es el
morfismo
Ad:G— Aut(g), Ad(g) = DI,(e).

Observacién C.45. Dado que I, o1, = I, resulta que Ad(x)Ad(y) = Ad(xy). De
la igualdad I, = Ly o R, resulta
Ad(x):g— g, Ad(x) = DL,(x"')DR - (e)

y por lo tanto (, ), es una métrica bi-invariante si y sélo si Ad(x) es una isometria
para todo x € G. En este caso la métrica se dice Ad-invariante.

En el curso asumiremos el siguiente resultado sin demostracion.

Teorema C.46. Todo grupo de Lie compacto estd dotado de una métrica Rieman-
niana bi-invariante. O]

Ejemplo C.47. (Métrica bi-invariante en O(n),U(n)) Sea (,)r el pro-
ducto interno en el espacio de matrices n x n, es decir (A, B)r = tr(ATB).
En O(n) podemos definir la métrica invariante a izquierda que resulta de
inducir (, )4 en TjqO(n). Si U € O(n), se tiene DLy (X)X = UX para todo
X € Tx(/) (I’L)

Definimos

(X,7)x = tr((DLx (1) ' X) (DLx (1d) 7))
= ir((X~1X)T (X71¥))
=rr(XT(x "TXx71Y)
=tr(XTY).
En particular, la métrica invariante a izquierda inducida coincide con la
métrica invariante inducida por el ambiente.

Ademas es facil ver que la métrica es bi-invariante.
Anadlogo para U (n), con (A,B)q =tr(B*A).

C.6. Métricas Riemannianas en espacios homogéneos

Sea G un grupo de Lie, H un subgrupo cerrado de G. El espacio homogéneo
G/H puede dotarse de una estructura diferenciable de manera tal que la proyeccion
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7 : G - G/H sea una submersion y la accién A : Gx G/H - G/H suave.
Tomando diferenciales se tiene que Dx(e) : g = T,G - T,y G/H es un mapa lineal
sobreyectivo.

Afirmacién: KerDz(e) = b, siendo b el dlgebra de H. Esto resulta de que 71" y ©S
constante igual a eH, siendo H subvariedad de G, y que w(g) = m(e) sii g€ H.
Luego el tangente T, G/H puede identificarse con g/h. Si G posee una métrica
podemos identificar T,y G/H con m subespacio de g siendo m = h*.

¢, Como podemos definir una estructura Riemanniana sobre G/H?

Una forma posible es definir el producto interno en T, G/H inducido por T,
ie. (€,C)en = (D) Y], &Dr(2)!],,. ) siendo H g = Ker(D7(g))* es
espacio horizontal. En particular, Hyp.=m, Hy o = DLo(e)m.
¢, La definicién anterior es independiente del representante?

Sea g’ = gh, con h e H. Luego para que la definicién anterior tenga sentido es
necesario que

(Dn() '], &0m(g) |, &)=(n(e)],, &), O
Dado que mwo R, = 7, se tiene
Dr(g) |y, & =DRi(8)oDa(g) ', &
Por lo tanto se requiere que

(DRu()DE(2) ], &.DRu()D(2) |, $)=(Dn(8) '], &Da(2) ], €)-

Estas discusiones motivan y prueban el siguiente resultado.

Teorema C.48. Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado. Si (,) es una
métrica Riemanniana invariante a izquierda en G y ademads es invariante a derecha
por H, entonces en G/H puede inducirse una métrica Riemanniana tal que 70 : G —
G/H es una submersion Riemanniana. Ademds la accion a izquierda de G en G/H
deja la métrica invariante. 0

Ejemplo C.49. Dado que O(n) y U(n) poseen métricas Riemannianas
bi-invariantes resulta que esferas, proyectivos, grassmanianas, variedad de
stiefel, espacios bandera pueden dotarse de manera natural con estructura
Riemanniana que son invariantes por la accion del grupo base.
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Apéndice D

Conexiones

D.1. Introduccion

El método de Newton es un método que sirve para hallar los ceros de una
funcién f: R"” - R, por lo que también puede ser utilizado para hallar los puntos
criticos de una funcién haciendo uso de la informacién de segundo orden de la
misma, concretamente:

d(grad(f))
av ’

siendo % la derivada direccional en la direccion del vector v € R”.

Cuando el método resulta convergente, la convergencia es superlineal. Para
poder generalizar el método de Newton a una funcién f: M — R donde M es una
variedad, debemos introducir el concepto de conexion afin que generaliza el de
derivada direccional de un campo respecto de un vector.

D.2. Conexiones afines

Sea M una variedad, C*=(M) el conjunto de funciones a R diferenciables y
X(M) el conjunto de campos tangentes en M.
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Definicion D.1 (Conexién). La funcién V: X (M) x X(M) — X (M) es una conexion
si verifica las siguientes propiedades. Utilizaremos la notacién siguiente V(X,Y) =
VxY.

1. C*°(M) linealidad en X

Vix+grZ=fVxZ+gVyZ.

2. R linealidad en Y
VxaY +bZ =avVxY +bVxZ.

3. Regla de Leibniz
VxfY =X(f)Y +fVxY.

Usaremos indistintamente X (p) 6 X),.

Observacion D.2. En R” la derivada direccional define una conexion afin.

Sean X, Y campos en R”, es decir, X,Y : R” - R” diferenciables, la funcién definida
como (VxY), = aaTYp( p) verifica las tres propiedades de la definicion. Es facil ver
que las propiedades de linealidad se verifican. Probemos que se verifica la regla de
Leibniz:

(Vx ), =lim - [(7V)(p+1%,) - (V) ()]
tim - [(FY)(p X))~ F(p+X,)Y (9) + £(p+1X,)Y (p) - (FY) (p)]
tim - [£(p+1%,) (¥ (p+1X,) ~¥ (p) +¥ () (/0 +1X,) ~ £ (p))]
of

_ f(p)g—)g(p) (D) S (0) = (fTRY+YX(1)

dado que - (p) = (X(£)) ().

La anterior se denomina conexion euclideana candnica, o simplemente cone-
Xion candnica.

Proposicion D.3. Toda variedad admite infinitas conexiones afines. [
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A continuacién daremos una idea de la prueba. Para tal fin, utilizaremos las
propiedades de la conexion para poder dar una expresion que nos permita utilizar
como definicion.

Consideremos en primer lugar el caso M = R". Sea {ey,...,e,} la base candni-
ca, y consideremos los campos vectoriales X = 3% Xie; y Y = Z;f:lY Jej. Por
propiedades de conexion tenemos

n n n
VXY = Vs xig 2 ¥Vej=2 X' ) VeYe,
= -1 =

n n
=3 X' Y ei(Y)ej+Y/ Ve = Z X'(ei(Y))ej+YIVe;)
i=1 j=1 i,j=1

De donde se concluye

VyY = ZX’
i,j=1

(9(Y °9)

e ej+YJVel.ej). (D.1)

Luego para que quede bien definida la conexidn es necesario explicitar el campo
vectorial V.e;. Luego

n
k ..
Veeij=3 T e, (ij=1,...,n). (D.2)
k=1

Los simbolos FEJI.C) se denominan simbolos de Christoffel y definen la conexion.

De esta manera podemos concluir que R” puede ser dotado de infintas cone-
xiones: alcanza con especificar las n3 funciones C*, dadas por los simbolos de
Christoffel.

Para probar el mismo resultado sobre una variedad se procede de igual manera
tomando una carta local ¢ = (xq,...,x,):V,cM - U cR", donde {Dy,---,D,} es
la base canénica de TV, c TM. Anédlogamente a lo anterior, si X = Y7 X'D; e
Y= 2721 Y/Dj, utilizando las propiedades de conexién podemos concluir

XY ZXL(&(Y O(P)

i,j=1

+Yjv D;].
axl Dz ])

Luego eligiendo los simbolos de Christoffel

Vp,Dj = Zr()Dk, (i,j=1,....n),
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obtenemos que localmente existen infinitas conexiones posibles. Para terminar la
prueba es necesario probar que este construccion es compatible con otra eleccion
de cartas locales.

Observacion D.4. También es posible dar una forma matricial a la expresion de la
conexion.

I(Viod .

( (8xl ) +YJVD'Dj)

- (lea(YJoq))) + Y xivir®p,
J=1\i i,j.k=1

n J o
i,j,k=1
i,j,k=1

Tenemos que el campo VxY se compone por

la derivada direccional (en coordenadas locales) de Y respecto del vector
(X17“',Xn)’

un sumando que depende tanto de la conexion particular que estemos consi-
derando como de los valores puntuales de los campos X e Y.

Los simbolos de Christoffel dependen de la carta utilizada.

.. L . k
En R”, la conexion candnica corresponde a considerar Ffj) = ( para todo
iajak: 17'"7”

Observacién D.5. 1. (VxY), depende puntualmente de X, por lo cual pode-

2.

3.

mos pensar en una funcién (V),: T,M x X(M) - X(M)

(VxY), depende localmente de Y. En particular, si ¥ = Z en un entorno de p
entonces se cumple que (VxY), = (VxZ),.

Si V' y V son dos conexiones se cumple que (VxY - VxY), depende pun-
tualmente de Y, en efecto,

VxY -VxY = lel(a(y °0) +Yf'vD,.D,~) (a(Y °Wp +YJ'%,D,~)]=

i o0x; o0x;
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n
= Y X'Y/(Vp,Dj-Vp,Dj).
i,j=1

En particular, si Y, = 0 obtenemos que
(VxY)p=(VxY),.

En particular, si f € C*°(M), siendo M una variedad diferenciable, entonces
Vx grad f no depende de la eleccion de la conexion elegida. (Cf. Seccion B.6 y
Seccion D.7.)

D.3. Conexion Riemanniana

Si bien existen infinitas conexiones en una variedad riemanniana tenemos una
distinguida que satisface ciertas condiciones adicionales, y cuando M = R” coincide
con la conexion euclideana canodnica.

Definicion D.6 (Conexion simétrica). Decimos que una conexion V es simétrica
.k k ..

si Fl(j) = Fg.l.) para todo i, j, k.

Observacion D.7. Si bien en principio esta definicion dependeria de la carta

escogida, sucede que es equivalente a pedir que VxY — VyX = [X,Y ] lo que muestra

la independencia de la carta escogida. En efecto, si la conexidn es simétrica se
cumple que

VxY -VyX = Z X{(Di{(Y)D;j+YIVp,D;) ( > Y{(Di{(X/)Dj+X/Vp,D; ))
7/ 1 ,j 1

ZXD(YJ (ZYD(XJ) ):[X,Y].

i,j=1 i,j=1
Reciprocamente, si Vp,D;—Vp;D; = [D;,D;], entonces por ser [D;,D;] =0 (ver en
coordenadas locales), resulta que Vp,D ;= Vp,D;y por lo tanto V es simétrica.

Definicion D.8 (Conexion Riemanniana). Decimos que una conexion V es compa-
tible con la métrica si

Z((X,Y)) =(VzX,Y)+(X,VzY).
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Asumamos el siguiente resultado.

Teorema D.9 (Levi-Civita). Sea M variedad Riemanniana, entonces existe una tini-
ca conexion Riemanniana simétrica y compatible con la métrica. Dicha conexion
se denomina conexion de Levi-Civita o Riemanniana. O

Observacion D.10. La conexion de Levi-Civita queda caracterizada por la férmula
de Koszul:

2(VxY,Z)=X(Y,Z)+Y(Z,X)-Z(X,Y) - (X,[Y,Z]) +(Y,[Z,X]) +(Z,[X,Y])

Demostracion. Veamos que la conexién de Levi-Civita verifica la formula de
Koszul

X((Y,2))+Y((Z2,X))-Z({X,Y)) - (X,[Y,Z]) + (Y, [Z,X]) +(Z,[X.Y])
(VxY,Z)+{Y,VxZ)+(VyZ,X) +{Z,VyX) - (VzX,Y) - (X,VzY)
—~(X,VyZ-VzY)+(Y,VzX -VxZ)+(Z,VxY - VyX)

2(VxY,Z).

Reciprocamente, veamos que si una conexion verifica la férmula de Koszul,
entonces se cumple tanto la propiedad de simetria como de compatibilidad respecto
de la métrica. Veamos en primer lugar que verifica la propiedad de compatibilidad
respecto de la métrica.

2[(VZX,Y)+(X,VzY)] =
Z(X, Y)Y+ X(Y,Z)-Y{(Z,X) - (Z,[X,Y]) +(X,[Y,Z]) +(Y,[Z,X]) + Z(Y,X)
+Y(X,Z)-X(Z,Y)-(Z,[Y,X]) +{Y,[X,Z]) +(X,[Z,Y])
=2(Z(X,Y)).

Veamos en ahora que verifica la propiedad de simetria, para todo campo Z se
tiene que

2((VxY,Z)-(VyX,Z)) =

X(Y,Z)+Y(Z,X)-Z(X,Y)-(X,[Y,Z]) +(Y,[Z,X]) +(Z,[X,Y])
-Y(X,Z2)-X(Z,Y)+Z(Y,X)+(Y,[X,Z])-(X,[Z,Y]) - (Z,[Y,X])
=2(Z,[X,Y]),
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de donde se deduce que VxY - VyX =[X,Y].
L

¢ D.11. Si consideramos R” con la métrica usual se cumple que la conexion
Riemanniana queda dada por la derivada direccional, es decir,

(VxY)p =DY (p)[X)]

D.4. Conexiones en subvariedades Riemannianas

Sea M variedad Riemanniana, M ¢ M una subvariedad y consideremos las
conexiones de Levi-Civita asociadas V y V. Nos interesa saber como se relacionan,
comenzaremos por observar que una no es “restricciéon”de la otra en el sentido
siguiente:

Sea X, en T,M,Y en X(M) y consideremos Y una extensién local de Y a M,
sucede que si bien (VxY) p no depende de la extension Y considerada (puesto
que la dependencia local respecto de Y estd dada por una derivada direccional en
coordenadas locales), podria no encontrarse en 7,M como en el ejemplo siguiente.

Ejemplo D.12. Sea S' c R? con la métrica usual y Y (x,y) = (y, -x).
Por lo cual (VxY), # (VxY),.

Proposicién D.13. (VxY), = Pr,u ((%xf/’)p), siendo Pr,y la proyeccion ortogo-
nal en T,M.

Demostracion. Veamos que la funcion PTpM((%(?) p) €s una conexion y que
verifica las propiedades de simetria y compatibilidad respecto de la métrica.

(Vix+erZ)p =P (V pxsgrZ) = Prou(fVxZ+gVyZ)
= fPrm(VxZ) + gPru(VyZ) = f(VXZ)p+8(VyZ),

2. Andlogo.
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(VxfY)p :PTpM((ﬁxﬁ)P) =Prm ((VxfY)))
ZPTpM(Xp(f)Yp +f($X7)p)
:Xp(f)PTpM(Yp) +fPTpM((§X?)p)
=X, ()Pt (Yp) + fPrmt (VxY)p) = Xp ()Y, + £ (VXY ).

4. (VxY-VrX), ZPTPM((%(Y— ﬁY)?)p) =Pr,m ([ij]p) =Pr,u (mp) =
[XvY]P

5. Utilizando que (Pr,u(X}),Y,) = (X,.Y,), obtenemos que

]

Observacion D.14. Sea N c R" y consideremos R” con la métrica usual. Sabemos
que (Vx¥), = §¢-(p) = DY (p)[X, ], luego,

(VxY)p =Prn(DY (p)[X,])

D.4.1. Ejemplos

Ejemplo D.15. Consideremos R” con la métrica usual. Sea S~ c R”
con la métrica inducida. Tenemos que Py g1 (v) = (I, - pp')v, luego, de
la observacién anterior se desprende que

Vx,Y = Prgt (DY (p)[Xp]) = (I = pp") (DY (p)[X,])
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Ejemplo D.16. Sea St(k,n) c R™k = R con la métrica inducida. Tene-
mos que Pr (k) (V) = (In = NN")v + Nskew(N'v), luego, de la observa-
cion anterior se desprende que

VxyY = Prysi(p.n) (DY (N)[XN])
_ (I, -NN')DY (N)[Xn] + Nskew (N'DY (N)[Xy])

D.5. Conexion Riemanniana en espacios homogéneos

Supongamos que G un grupo de Lie con una estructura Riemanniana. Sea H
un subgrupo de Lie cerrado. Supongamos que G/H es un espacio homogéneo para
el cual puede inducirse la métrica Riemanniana (ver Seccion C.6).

SiX,Y e X(G/H), denotaremos por X, ¥ € X(G) alos campos levantados sobre
G que son horizontales.

Proposicion D.17. Sean V y V las conexiones Riemaniannas sobre G y sobre G|H
respectivamente. Entonces

VyX = PH(V)A/X')

siendo X, Y € 8%, PH la proyeccion orthogonal en el espacio horizontal.

Este resultado es de mucha utilidad para poder calcular conexiones sobre
espacios homogéneos. Lo que dice es que el levantado horizontal de la derivada
covariante de X en al direccion de Y coincide con la proyeccion ortogonal en el
espacio horizontal de la derivada covariante del levantado de X en la direccion del
levantado de Y.

<¢ D.18. Dar férmulas para la conexion de la variedad de Stiefel como espacio
homogéneo.
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D.6. Campo aceleracion

Sea M una variedad Riemanniana y V conexién afin. Sea y curva en M con
dominio /. Denotaremos X(y) al conjunto de campos en 7, es decir

X(Y) = {X:Im(y) > TM : X(v(1)) € Tyiym}

Lema D.19. Sea y curva en M, y X,Y campos definidos en M. Denotemos por
p:=7(0), yv:=9(0). Si X,Y son campos vectoriales definidos en un entorno de y
tales que coinciden sobre 7, i.e. X oy=Y o7, entonces V,X =V,Y.

Demostracion. En coordenadas locales, con base local {D,...,D,}, podemos
escribir X = ¥, a;D;, y y = 3 ; B;D;. En particular se tiene que @; oy = f§;oy. Luego,
resulta

(VsX)y(0) = 2. Vol @) o)
d
_ Zg(aioy>|p~Di+ai<Vva>v<0>

Z (ﬁ OY)|p +ﬁ(vai)y(0) = (VVY)y(O)
[]

Este resultado muestra que tiene sentido definir la derivada de un campo x a lo
largo de una curva. En particular, vV, X sélo depende del valor de X a lo largo de y.

Dado que todo campo sobre una curva puede extenderse localmente (sin de-
mostracion), el Lema D.19 nos permite hacer la siguiente definicién.

Definicion D.20 (Derivada covariante). Sea Yy curva en M. Se define derivada
covariante de un campo X € X(y), y lo denotamos por 2%, al campo definido por
Vy(,)X , siendo X alguna extensién local de X en un entorno de ¥(z).

Proposicién D.21. La funcion 2 : X(y) - X(y) asi definida verifica las siguientes
propiedades

1. R-linealidad DX DY
—(aX +bY —+b—
(a +bY)=a 7 + o
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2. Regla de Leibniz
D DX
Z(fX)= X+ f=——
SUX) = fX e f

3. Si X e X(M), entonces

2 (X o)1) = (V50X )ty

<¢ D.22. Dar una prueba de este resultado.

Un caso muy especial, y por el cual se introduce la nocién de conexidn, es
poder definir la nocién de aceleracion de una curva.

Definicion D.23 (Aceleracion de una curva). El campo aceleracion de y se define

como
D? D .
—(7)=—7

A veces se utiliza la notacién Vy(t))'/(t).

Observacion D.24. Podemos obtener una expresion para % (7) en coordenadas
locales. Dada una carta ¢ : V, c M - U cR" y sea ¢(y(t)) = (x1(),--,xa(2)),
sabemos que (r) = X;%i (1) Di(¥(1))

D2
= m-—(zx,(r)D wa)))

= ;Xi(’)Di(?’(’)) + 3 %(0x;()(Vp,D)(¥(r).  (D.3)

i,j=1

< D.25. De (D.3) resulta que y es geodésica si y s6lo si las coordenadas locales
satisfacen la ecuacion diferencial de segundo orden

K +ZF JXixj=0, (k=1,...,m).

Luego por teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones di-
ferenciales resulta que existen geodésicas definidas localmente con condiciones

iniciales p = y(0) y v =7(0).
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Definicion D.26 (Geodésica). Una curva y en M se dice geodésica si %(y) =0
para todo ¢.

¢ D.27. sea M c R" una variedad encajada con la métrica Riemanniana inducida
por el ambiente. Sea ¥ una geodésica en M. Entonces el campo aceleracion de 7,
como curva euclidea, es ortogonal a M. (cf. Seccién C.4.)

¢ D.28. Extender el resultado anterior a M subvariedad Riemanianna de una
variedad Riemanianna /.

¢ D.29. Sea M una variedad Riemanianna con V la conexién compatible. Sea y
curvaen M,y sean X, Y € X(). Probar que

%(xm:(%,y,)%x,%) (D.4)

Observacion D.30. Para todo p en M y X, en T,M existe un tinica curva y geodési-
ca tal que ¥(0) = py 7(0) = X,,. La notacion utilizada serd y(¢) = y(¢; p,X,).

Definicion D.31 (Mapa exponencial). Denominaremos mapa exponencial al mapa
Expp:T,M — M definido como
Expp(xp) = ¥(1;p,xp).

Comentario D.32. No siempre sucede que las geodésicas estdn definidas para
todo tiempo, y por lo tanto el mapa Exp, no tiene por qué estar definido sobre
todo el espacio tangente 7,M. (;Podrias dar un ejemplo?) Cuando ocurre que el
dominio de Exp), es todo T,M, para todo p € M, se dice que M es una variedad
Riemanianna completa .

Utilizaremos el siguiente resultado sin demostracion.
Teorema D.33. El mapa exponencial es una retraccion. O
Proposicion D.34. La curva t — Exp,(tX,), es la geodésica que pasa por p con
velocidad X,,.

Demostracion. Dado que Exp), es una retraccion se tiene que

d
EExpp(tXp)L:O - DExp,(iX,) 'X"L:o

=DExp,(0)-X,=X,
O
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D.7. Hessiano

Sea M una variedad Miemanniana y V la conexién Riemanniana.

Definicion D.35. El Hessiano de la funcién f en C>°(M) en el punto p es una
transformacion lineal Hess, /' : T,M — T,,M que verifica

Hess, f[X,] = Vx, grad(f).

El siguiente ejercicio muestra que con esta definicion coincide con el Hessiano
euclideano.

< D.36. Sea M = R" con conexion Riemanniana V, y f € C*(M). Probar que

(Hess, f1X,](1),v) = D*f(p) (u,v), (D.5)
siendo D2f el operador derivada segunda de f. Observar que en particular, si
{e1,...,e,} es la base candnica, entonces resulta

92

(Hess, Xy )(e0) )= 523 () (1j=1,eom)

Veamos que el Hessiano asi definido verifica ciertas propiedades que el Hes-
siano usual también verifica y que son de nuestro interés particular.

Lema D.37. El Hessiano verifica la siguiente férmula para todo X,Y en X(M).

(Hess f[X],Y) =X (Y (f)) - (VxY)/[.

Demostracion. (Hess f[X],Y)=(Vxgrad(f),Y), por ser una conexién compatible
con la métrica tenemos que (Vy grad(f),Y) = X(grad(f),Y) - (grad(f),VxY) =
XY () -(vxY)(f) O

Proposicion D.38. El Hessiano es simétrico, es decir, para todo X,Y en X(M) se
cumple que
(Hess f[X],Y) = (X,Hessf[Y]).
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Demostracion. Por el lema anterior tenemos que (Hess f[X],Y) = X(Y(f)) -
(VxY)(f) y (Hessf[Y],X) =Y (X(f)) - (VyX)(f). A su vez, por la simetria
de la conexion se tiene que

(Hess f[X],Y) =X (Y (f)) - (VxY)(f) =X (Y (/) - (Vv X) (/) + [X, Y](f)) =

XY () -[(vrX)(f)+X (Y (f)) =Y (X(f))] = (Hess f[Y ], X).
U

Observacién D.39. La funcion B: T,M xT,M — R dada por B(X,,Y,) = (Hess,, f[X,],Y,)
es una forma bilineal simétrica

Proposicion D.40. Se tiene

d?
(Hess fy[u.u) = —5 (fo Expp(iXy))|
Demostracion. Observar que
2
o)) - 25 [ E )]l
- S P ) (5w ) s
- di(gradexpp(rxp))) GEP X)) |y

De (D.4) se tiene

di<grad(f(ExPp(tXp))) ExPP([XP)) ‘t =0~

s

- ({7 et Espy 05, & By (e o). o) )|

Utilizando la Proposicién D.34, y que Exp,(tx,) es una geodésica se concluye

—(foExpp> (1Xp)| _ = (Vx, grad(£). ;).

lo que termina la prueba. []
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En algunos textos se utiliza el resultado de la Proposicién D.40 como definicién
del Hessiano (ver por ejemplo [EAS]).

Corolario D.41. Hess,, f = Hess,(f o Exp))

Demostracion. Probaremos que (Hess, f[X,],Y,) = (Hesso(foExp,)[X,],Y,) pa-
ra todo X,,,Y,,. Basta probarlo para X, =Y, dado que B(X,,Y}) definida como en la
observacion es una forma bilineal simétrica. Por propiedades del Hessiano usual se
tiene que

d2
(Hesso(foExPp)[Xp]7Xp> = d?(foExPp)(tXP) |t:0'

Luego el resultado sigue de la Proposicién D.40. U

Curso - OPTIMIZACION EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR



162 APENDICE D. CONEXIONES

Curso - OPTIMIZACION EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR



Bibliografia

[AMT] P.-A. Absil, Robert Mahony, and Jochen Trumpf, An extrinsic look at the Riemannian
Hessian, Geometric science of information.

[AMS] Absil, Mahony, and Sepulchre, Optimization Algorithms on Matrix Manifolds, Princeton
Univsersity Press.

[A] Gregory S. Ammar, Geometric aspects of Hessenberg matrices, Differential geometry:
the interface between pure and applied mathematics (San Antonio, Tex., 1986).

[AM] Gregory Ammar and Clyde Martin, The geometry of matrix eigenvalue methods, Acta
Appl. Math. 5 (1986), no. 3, 239-278. MR868890

[B] Andrew Baker, Matrix groups, Springer Undergraduate Mathematics Series, Springer-
Verlag London, Ltd., London, 2002. An introduction to Lie group theory. MR1869885

[BCSS] Lenore Blum, Felipe Cucker, Michael Shub, and Steve Smale, Complexity and real
computation, Springer-Verlag, New York, 1998. With a foreword by Richard M. Karp.
MR1479636

[B] William M. Boothby, An introduction to differentiable manifolds and Riemannian
geometry, Second, Pure and Applied Mathematics, vol. 120, Academic Press, Inc.,
Orlando, FL, 1986.

[C] Ralph Cohen, Topics in Morse theory: lecture notes.Notas de clase.

[D] Jean-Pierre Dedieu, Points fixes, zéros et la méthode de Newton, Mathématiques &
Applications (Berlin) [Mathematics & Applications], vol. 54, Springer, Berlin, 2006
(French). With a preface by Steve Smale.

[DNT] P. Deift, T. Nanda, and C. Tomei, Ordinary differential equations and the symmetric
eigenvalue problem, SIAM J. Numer. Anal. 20 (1983), no. 1, 1-22.

[D] Shaogiang Deng, Homogeneous Finsler spaces, Springer Monographs in Mathematics,
Springer, New York, 2012. MR2962626

163



164

BIBLIOGRAFIA

[dC]

[DKV]

[EAS]

(H1]

(H2]

[H3]

[GHL]

[IMKNZ]

(K1]

(K2]

(HM]
[P]

[T]

[S]

Manfredo Perdigdo do Carmo, Riemannian geometry, Mathematics: Theory & Ap-
plications, Birkhduser Boston, Inc., Boston, MA, 1992. Translated from the second
Portuguese edition by Francis Flaherty.

J. J. Duistermaat, J. A. C. Kolk, and V. S. Varadarajan, Functions, flows and oscilla-

tory integrals on flag manifolds and conjugacy classes in real semisimple Lie groups,
Compositio Math. 49 (1983), no. 3, 309-398. MR707179

Alan Edelman, Tomas A. Arias, and Steven T. Smith, The geometry of algorithms
with orthogonality constraints, SIAM J. Matrix Anal. Appl. 20 (1999), no. 2, 303-353.
MR1646856

Mads Hansen, Morse Theory on Complex Grassmannians, Construction from the classi-
cal outset to Morse-Bott theory.Notas de clase.

Ralph Howard, Analysis on Homogeneous Spaces, Royal Institute of Technology Stock-
holm.Notas de clase.

, The kinematic formula in Riemannian homogeneous spaces, Mem. Amer. Math.
Soc. 106 (1993), no. 509, vi+69. MR1169230

Sylvestre Gallot, Dominique Hulin, and Jacques Lafontaine, Riemannian geometry, 3rd
ed., Universitext, Springer-Verlag, Berlin, 2004.

Arieh Iserles, Hans Z. Munthe-Kaas, Syvert P. Ngrsett, and Antonella Zanna, Lie-group
methods, Acta numerica, 2000.

Narendra Karmarkar, Riemannian geometry underlying interior-point methods for linear

programming, Mathematical developments arising from linear programming (Brunswick,

ME, 1988).

Takashi Koda, An introduction to the geometry of homogeneous spaces, Proceedings of
the 13th International Workshop on Differential Geometry and Related Fields [Vol. 13].

Helmke and Moore, Optimization and Dynamical Systems, Springer.

Peter Petersen, Riemannian geometry, 3rd ed., Graduate Texts in Mathematics, vol. 171,
Springer, Cham, 2016. MR3469435

Carlos Tomei, The Toda lattice, old and new, J. Geom. Mech. 5 (2013), no. 4, 511-530.
MR3180710

Smith, Optimization Techniques on Riemannian Manifolds, Fields Institute Communica-
tion.

Michael M and Pappas Zavlanos George J, A dynamical systems approach to weighted
graph matching, Automatica, 44, 11, 2817-2824, Elsevier, 2008.

Curso - OPTIMIZACION EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR



Indice alfabético

Algebra de Lie, 120, 135

Accibn de grupos, 138
oOrbita, 139

Algoritmo
QR, 35

Algoritmos
Cociente de Rayleigh, 98

generalizado, 30
Conexiones

definicion, 148

derivada covariante, 156

euclideana, 148, 150

Riemanniana, 151
geodésicas, 158

simbolos de Christoffel, 149

Método de Newton para campos vec- simétrica, 151

toriales, 96
Minimizacién Grass(p,n), 99

Newton para puntos criticos, 97

QR, 36

Algoritmos:Armijo modificado, 79

Algoritmos:buisqueda lineal, 78
Aproximacion de Euler, 94

Campo de vectores, 118
completo, 121
flujo local, 121
Campo vectorial
gradiente, 128
Cartas compatibles, 114
Clase de equivalencia, 104
Cociente de Rayleigh, 26
algoritmo, 98

Conjugacion topoldgica, 17
Coordenadas locales, 113
Corchete de Lie, 120
campo vectorial, 125
matrices, 38
Curva
aceleracion, 157
integral, 120

Derivacién, 119
Descomposicion
de Schur, 25
en valores singulares, 40
QR, 35

Ecuacion de Brockett, 58
esfera, 59

165



166

INDICE ALFABETICO

Ecuacion de Riccati
una variable, 20
vectorial, 19
Espacio bandera, 23
accion de Gl(n,C), 24
Espacio cociente, 104
propiedad universal, 111
proyeccion cociente, 104
Relacion de equivalencia, 103
topologia cociente, 111
Espacio homogéneo, 140
Espacio horizontal
distribucion, 77
Espacio métrico
bola, 109
métrica, 107
métrica inducida, 108
topologia métrica, 109
Espacio normado, 108
Espacio proyectivo, 17
Espacio topologico, 104
compacto, 110
cubrimiento, 109
Hausdorff, 105
producto, 107
fibras, 107
inclusioén canonica, 107
proyecciones, 107

isoespectral, 38

isosingular, 41

Toda, 51

Funcién

continua, 105

diferenciable, 114
valor critico, 122
valor regular, 122

encaje, 123

inmersion, 123

Morse-Bott, 126

submersion, 123

Gradiente, 128

Grafos, 65
adyacencia, 67
automorfismo, 66
1somorfos, 65

Grassmaniana
espacio horizontal, 88
espacio vertical, 88
geodésica, 89
gradiente, 90
métrica, 88

Grupo
representacion, 139
a un pardmetro, 121
accion, 138

propiedad Bolzano-Weierstrass, 110 Grupo de Lie, 133

secuencialmente compacto, 110

Fibrado tangente, 118
proyeccion candnica, 118
Flujo
gradiente, 129
Rayleigh, 27

mapa exponencial, 137
campo invariante, 135

grupo lineal especial, 134
grupo ortogonal, 134

grupo ortogonal especial, 135
grupo unitario, 135

grupo unitario especial, 135

Curso - OPTIMIZACION EN VARIEDADES - 2017

PEDECIBA - UdelaR



INDICE ALFABETICO

167

subgrupo de Lie, 134

traslacion a izquierda, 135
Grupos

isometrias lineales, 135

Hessiano, 124

Integral de un sistema Hamiltoniano, 52
Inversa de Moore Penrose, 42

Lema de Morse, 126

Meétodo de la potencia, 16, 17
en Flag(C"), 23
en P(C"), 17
Método de Newton, 93
operador, 94
Métrica Riemanniana, 127
Meétricas bi-invariantes, 144
Matrices
Hessenberg, 50
logaritmo, 20
mapa exponencial, 19
parte antisimétrica, 32
parte simétrica, 32
producto interno de Frobenius, 30
Minimos cuadrados, 41
Morse-Bott, 126

Problemas
automorfismos de grafos, 66
Graph Matching Problem, 67
isomorfismo de grafos, 66
programacion lineal, 57
subespacios invariantes, 21
vector propio dominante, 15

Programacion lineal, 57
politopo, 62

Simplex, 59
Pseudoinversa, 42
Punto critico, 123
subvariedad critico, 123

Regla de Leibniz, 115
Representacion de un grupo, 139
Retraccion, 73
Retracciones

sn=1.75

St(k,n), 76

Grass(k,n), 78

O(n), 75

P(R"), 77

Simbolos de Christoffel, 149
Simplex, 59

Subespacio dominante, 29
Sucesion de Cauchy, 109

Sucesion gradiente relacionado, 78

Teorema
Cartan, 134
Courant-Fisher, 26
de las sumbersiones, 122
dindmica flujo gradiente, 130
dindmica QR, 37
flujo corchete doble, 44
Flujo de Brockett en §"~1, 60
flujo generalizado de Rayleigh, 34
flujo gradiente de Rayleigh genera-

lizado, 35

flujo QR, 39
flujo Toda, 53
Shub-Vasquez, 25

Topologia, 104
base, 106

Curso - OPTIMIZACION EN VARIEDADES - 2017

PEDECIBA - UdelaR



168 INDICE ALFABETICO

borde, frontera, 105 subvariedad, 122
cerrado, 104 inmersa, 123
comparacion, 105 vector tangente, 115
continuidad en un punto, 105 Variedad Riemanniana, 127
entorno, 104 completa, 158

punto de acumulacion, 104 mapa exponencial, 158
punto interior, 105 Vector propio dominante, 15

sucesion convergente, 105
topologia final, 111

Variedad
ortogonalmente semejantes, 43, 54

Variedad de Stiefel
definicién, 29, 30
espacio horizontal, 86
espacio normal, 32
espacio vertical, 86
estructura diferenciable, 30
métrica euclidea, 82
métrica homogénea, 87
métrica Riemanniana, 32
tangente, 31

Variedad diferenciable, 114
atlas diferenciable, 114
cambio de coordenadas, 114
campo de vectores, 118
Carta local, 113
cociente

espacio horizontal, 77

curva, 116
difeomorfismo, 114
diferencial de mapas, 116
espacio tangente, 115
fibrado tangente, 118
funcion diferenciable, 114
mapa de transicién, 113

Curso - OPTIMIZACION EN VARIEDADES - 2017 PEDECIBA - UdelaR



	Introducción
	Descripción del curso

	I Métodos globales
	Algorítmos clásicos para valores propios
	Método de la Potencia
	Método de la potencia sobre CPn-1
	Método de la potencia vs ecuación de Riccati
	Subespacios invariantes
	Método de la potencia en `39`42`"613A``45`47`"603AFlag(Cn)

	Cociente de Rayleigh
	Flujo gradiente de Rayleigh

	Cociente de Rayleigh generalizado
	Geometría de la variedad de Stiefel
	Aspectos geométricos y dinámicos del flujo

	Algoritmo QR
	Algoritmo QR y flujo asociado

	Descomposición en valores singulares
	Flujos isosingulares

	Mínimos cuadrados

	Flujos Isoespectrales
	Flujo en O(n)
	Flujos Toda
	Flujos isoespectrales y ecuación de Riccati

	Otras aplicaciones
	Programación lineal en el caso convexo
	Ecuación de Brockett
	Ecuación de Brockett simplificada (en la esfera)
	Ecuación de Brockett simplificada (para PL en el simplex)

	Programación Lineal en un Polítopo
	Gradiente de  en 
	Flujo de gradiente de  en 
	Flujo en el Simplex

	Flujos en O(n) y Graph Matching


	II Métodos locales
	Retracciones y búsqueda lineal
	Ejemplos de retracciones
	Retracciones en variedades encajadas

	Retracciónes en variedades cociente
	Algoritmos de búsqueda lineal

	Geometría diferencial computacional
	Variedad de Stiefel euclídea
	Geodésicas en St(n,p)

	Variedad de Stiefel cociente
	Geometría de `39`42`"613A``45`47`"603AGrass(p,n)
	`39`42`"613A``45`47`"603AGrass(p,n) como cociente de St(p,n)

	Hessiano de funciones
	Hessiano de una función en St(p,n) y `39`42`"613A``45`47`"603AGrass(p,n)


	Método de Newton
	Método de Newton en Rn
	Método de Newton en variedades
	Método de Newton para puntos críticos
	Cociente de Rayleigh en la esfera
	Método de Newton en `39`42`"613A``45`47`"603AGrass(p,n)



	III Apéndice
	Topología
	Relaciones de equivalencia.
	Espacios topológicos
	Funciones continuas y homeomorfismos
	Bases
	Espacio producto
	Espacios métricos
	Topología métrica

	Completitud
	Compacidad
	Topología cociente

	Geometría diferencial
	Variedad diferenciable
	Mapas diferenciables
	Vectores tangentes y espacio tangente
	Cambio de coordenadas

	Fibrado tangente
	Campo de vectores
	Corchete de Lie
	Ecuaciones diferenciales y subgrupos a un parámetro

	Subvariedades
	Puntos críticos
	Hessiano
	Funciones de Morse, Morse-Bott
	Métrica Riemanniana
	Métrica inducida por inmersión

	Gradiente
	Flujo gradiente

	Grupos de Lie
	Espacio tangente a un grupo de Lie
	Subgrupos a un parámetro
	Acciones de grupos
	Espacios homogéneos
	Metricas Riemannianas en grupos de Lie
	Métricas bi-invariantes

	Métricas Riemannianas en espacios homogéneos

	Conexiones
	Introducción
	Conexiones afines
	Conexión Riemanniana
	Conexiones en subvariedades Riemannianas
	Ejemplos

	Conexión Riemanniana en espacios homogéneos 
	Campo aceleración
	Hessiano



