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Practico 3

1. Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas.
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Un producto interno debe tener valores sobre los reales o complejos.

S

Un producto interno es lineal en ambas componentes.

Hay un tinico producto interno sobre R".

& O
~— — ~— ~— ~—

La desigualdad triangular solo vale en espacios de dimensién finita.

e) Todo conjunto ortonormal es LI

2. Sean u = (2,1+1,i), v=(2—14,2,1+2i) € C3, con el producto interno habitual. Calcular (u,v), ||ul|
y ||v]| y verificar que se cumplen la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad triangular.

3. Probar que (x,y) = zAy* define un producto interno en C?, donde A = ( _11 ; >
Calcular ((1 —1,2+ 3i), (2 +14,3 — 27)).
4. Sea V un espacio vectorial con producto interno sobre k.

a) Probar la ley del paralelogramo: ||u + v||? + [[u — v|* = 2 ([Jul|® + [Jv]|?).
b) Probar las identidades polares:
1) (u,0) = gllutol® = fllu—of*, sik=R.
2)  (u,v) = L0 =3iF|lu 4 k|2, sik = C.
5. En los siguientes casos, hallar una base ortonormal B de V aplicando el método de Gram-Schmidt al
conjunto S dado y calcular los coeficientes de Fourier con respecto a la base B del vector v dado.
a) V =R3, con el producto interno habitual, S = {(1,0,1),(0,1,1),(1,3,3)}, v = (1,1,2).
b) V = C? con el producto interno definido en el ejercicio 3, S = {(1,0),(0,1)}, v = (i, —1).
c) S =1{(1,i,0),(1 —i,2,4i)}, V es el subespacio de C* generado por S, con el producto interno
habitual en C3, v = (3 + 1,44, —4).
6. Se define {, ):R? x R? — R mediante ((z,y), (2',y")) =2z2' +y2' +zy +yv'

a) Probar que (, ) es un producto interno en R2,

b) Hallar una base de R? que sea ortonormal respecto a este producto interno.

7. Sea V un espacio vectorial real o complejo (aqui no suponemos que V' tenga producto interno) de
dimensién finita y B = {v1,...,v,} una base cualquiera de V. Definimos ( , ) : V. x V — k por
(vywy =Y " xyisiv=> 1" x;v;y w=)y ., y;v. Probar que (, ) define un producto interno en
V' y que B es una base ortonormal respecto a { , ).

8. Hallar explicitamente un producto interno en R? que verifique que {(2,3),(1,2)} sea una base orto-
normal de R?.
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Sean V = C3 con el producto interno habitual y W el subespacio generado por {(i,0,1)}. Hallar bases
ortonormales de W y de W+. Calcular P, y P,,1 y verificar que Py + P,,1 = id.

Sea V' un espacio vectorial con producto interno, W un subespacio de V' y v € V. Se pide:

» Hallar W+,
» Calcular la proyecciones Py (v) y P, 1 (v).

= Calcular la distancia de v a W.
En los casos siguientes :

a) V=R% W=/{(z,y): y =4z}, v=(2,6), con el producto interno habitual.

b) V =C3, W es el subespacio generado por {(1,i,1 —1), (i,1+14,2)}, v = (0,2 — 1,1 +14), con el
producto interno habitual.

c) V =Rylz], W = Ry[z], p(x) = 4 + 3z — 222, con el producto interno (p,q) = folpq. (;Por
qué (p,q) = folpq define un producto interno en Ry[x]?)

Sean Wp y Wy subespacios vectoriales de un espacio vectorial con producto interno V. Probar que
(W1 + W)t = Wi- n Wik y que Wit + Wi € (Wi N Ws)+. Probar que si V es de dimensién finita,
entonces (Wi N Wa)t = Wit + Wi,

Sea V' un espacio vectorial con producto interno, S y T subconjuntos de V' y W un subespacio de V.
Probar:

a) S C T implica T+ C S*.
b) ScC (SL)L, y luego [S] C (SL)L.
c) W= (WJ-)l, si V' es de dimensién fnita.

Sean V un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno, W un subespacio de V y
@0 € L(V) tal que ply =id y W+ C ker . Probar que ¢ es la proyeccién ortogonal sobre .

Sean V' un espacio vectorial de dimension finita con producto interno, W un subespaciode V y v ¢ W.
Probar que existe z € W+ tal que (v,z) # 0.

Sea V el conjunto de sucesiones ()3 ; tales que z,, € R para todon > 1y que > oo |z,|* < .
a) Sean x,y €V, x = (zy,), y = (yn). Probar que
N 2 00 00
(Snl) <SS
n=1 n=1 n=1

para todo N > 1y concluir que la serie > >° | @, y, converge.

b) Probar que V es un espacio vectorial real con las operaciones:
T+ Yn=Tn+Yn, (AT)n = Azy,

para todo n > 1, donde =z = (z,,), y = (yn).

¢) Probar que (z,y) := > 7| &, Y, es un producto interno en V, donde = = (), y = (yn).

d) Sea W el subespacio generado por {z‘:i = 1,2,...}, donde z; = (a:fl)n, conzl, =0sin#iy
z¢ = 1. Probar que W ¢ W+,



