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A modo de introduccion

Lo que sigue es el resultado de la planificacion de las clases para el
curso de Topicos de geometria 2018 — Geometria proyectiva. No pre-
tenden (al momento de ser escritas) ser un texto formal, ni notas de
curso.






Capitulo 1

Geometria afin

1. El plano afin

La nocién de “plano y espacio (de 3 dimensiones)” aparece tempra-
namente en el desarrollo de la matematica. En occidente, Euclides dio
en sus Postulados, un sistema de axiomas para estudiar al mismo:

PosTUuLADO DE EUCLIDES

1.
2.

Dos puntos cualquiera determinan un segmento de recta.
Un segmento de recta se puede extender indefinidamente en una
linea recta.

. Se puede trazar una circunferencia dados un centro y un radio

cualquiera.
Todos los dangulos rectos son iguales entre si.

. Postulado de las paralelas. Si una linea recta corta a otras dos,

de tal manera que la suma de los dos angulos interiores del
mismo lado sea menor que dos rectos, las otras dos rectas se
cortan, al prolongarlas, por el lado en el que estan los angulos
menores que dos rectos — posteriormente, este postulado se
cambio por otro equivalente: por un punto exterior a una recta,
se puede trazar una unica paralela.

Esta presentacion de las “relaciones de incidencia en el plano”,
esta modelada en la percepcion de la “realidad” como en plano o espa-
cio 3-dimensional real.

Abstraigamos estas relaciones, independizandonos de la descripcion
)
del plano “real”:

DEFINICION 1.1 (Plano afin). Un plano afin es un conjunto 7 y
un conjunto £ de subconjuntos de 7, llamados rectas, cuyos elementos,
llamados puntos, satisfacen los siguientes axiomas :

A1: Dados dos puntos P, () € 7, existe una tnica recta contiendo

a Py Q (por dos puntos pasa una inica recta).

A2: Dada una recta £ y un punto P ¢ /, existe una tnica recta

m tal que P € my £Nm =0 (dada un recta £ y un punto P
7



8 1. GEOMETRIA AFIN

no perteneciente a ella, se puede trazar una unica paralela a ¢
por P).

A3: Existen 3 puntos no colineales, es decir no pertenecientes a
una misma recta.

OBSERVACION 1.2. El axioma A3 estd implicito en los postulados
de Euclides, ya que una circunferencia contiene puntos que no estan en
una recta.

NOTACION 1.3. Notaremos al plano afin 7 con conjunto de rectas £
como (7, L£). A veces diremos “m es un plano afin” omitiendo especificar
el conjunto de rectas.

DEFINICION 1.4. Sea 7 un plano afin. Dos rectas £, m € 7 se dicen
paralelas si coinciden o no tienen puntos en comun (no se cortan).

EJEMPLOS 1.5. (1) El conjunto R? = (x,y) TS ]R} junto con
las rectas ¢ de ecuacion ax + by + ¢ = 0, a,b,c € R es un plano afin,
llamado el plano afin real.

(A1) Dados P = (p1,p2) v Q = (¢1, q2), la tinica recta que pasa por ellos
es larecta de ecuacion (go—p2)x+(p1—q1)y+ (p2—q2)p1+(q1 —p1)p2 = 0.
(A2) Dado P = (p1,p2) v ¢ de ecuacion ax+by+c = 0 tal que P ¢ £, la
Unica paralela a ¢ por P es la recta de ecuacién ax + by —ap; —bps = 0.
(A3) (0,0),(1,0),(0,1) no son colineales.

(2) M4s en general, si k es un cuerpo, el conjunto k? = (x, y):x,y € ]k}
junto con las rectas ¢ de ecuacion ax + by + ¢ = 0, a,b,c € k es un
plano afin, llamado el k—plano afin.

EJeEmMpPLO 1.6 (El plano afin de 4 puntos). Si en el ejemplo anterior
consideramos k = Z,, obtenemos un plano afin de 4 puntos:

Seam = {P,Q, R, S} y consideremos como rectas todos los subcon-
juntos de 2 elementos de 7. Entonces m con sus rectas son un plano
afin.

Confirmemos ahora que los axiomas elegidos respetan nuestra in-
tuicion que “las rectas no son puntos”

PROPOSICION 1.7. Sea (w,L) un plano afin y { € L una recta.
Entonces { tiene al menos 2 puntos.

PRUEBA: Supongamos por absurdo que existe una recta con un
tnico punto: {P} € £. Como 7 tiene al menos 3 puntos no colineales,
existen otros 2 puntos distintos @, R € w\ {P}, tales que P, @), R no son
colineales (sino, todos los puntos de 7 serfan colineales). Consideremos
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la recta PQ y sea { la unica recta paralela a PQ por R. Entonces { P}
y P(@) son 2 rectas distintas, paralelas ambas a ¢ por P, absurdo. [

PROPOSICION 1.8. Dos rectas de un plano afin o son paralelas, o
se cortan en un unico punto.

PRUEBA: Si se cortan en mas de un punto, coinciden. O

PROPOSICION 1.9. Sea 7 un plano afin. Entonces la relacion de
paralelismo es una relacion de equivalencia en el conjunto de las rectas.

PRUEBA: Es claro que una recta ¢ es paralela a si misma, y que si
{||m entonces m||¢. Supongamos ahora que £||m y que m||n. Si {Nn = ()
no hay nada que probar. Sea P € N n. Entonces ¢ y n son paralelas a
m por P, por lo que coinciden. O

PROPOSICION 1.10. Un plano afin tiene al menos 4 puntos.

PRUEBA: Sea 7 un plano afin. Por (A3), 7 contiene al menos 3
puntos distintos P, @, R. Consideremos la recta QR. Por (A2), existe
una recta £ que pasa por P, paralela a (QR. Del mismo modo, existe
una recta m paralela a PQ) que pasa por R.

Si £||m, entonces QR||¢||m||PQ, por lo que PQ||QR. Pero entonces
PQ = QR y los puntos P,Q, R son colineales, absurdo. Luego ¢ /|m,
por lo que se cortan en un punto S, que no puede ser (). 0

DEFINICION 1.11. Sea 7 un plano afin. Un haz de rectas es o bien
(1) el conjunto de rectas que pasa por un punto P € 7, o
(2) el conjunto de rectas paralelas a una recta ¢ C 7.

Notaremos al haz de rectas paralelas a ¢ € £ como [{].

El siguiente lema puede ser 1til para resolver los ejercicios.

LEMA 1.12. Sea m un plano afin con mds de 4 puntos. Entonces 7
no puede ser la union de dos rectas paralelas.

PRUEBA: Sea ¢ y m dos rectas paralelas tales que 7 = ¢ U m.
Entonces podemos suponer que m tiene al menos dos puntos P, Q) y
que ¢ tiene al menos 3 puntos R, S,T. Tenemos que PR||QT, ya que si
no se intersectarian en un punto de £ o m. Pero entonces PSNQT # ()
(por la unicidad de la paralela a QT por P), absurdo. O

EJeErcicio 1.1. Probar que un plano no puede tener 5 puntos.

PARA PENSAR:. ;El conjunto Z? = Z x Z, podra convertirse en un
plano afin eligiendo astutamente las rectas?
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2. Transformaciones del plano afin

EJEMPLO 1.13. Sea 7 el plano euclideo. Si aceptamos que la linea
recta euclidea esta en biyeccién con los niimeros reales, eligiendo dos
rectas £ y m que se cortan en un tnico punto O, podemos establecer
un sistema de coordenadas, es decir una biyeccién entre m y R?:

EL punto O determina dos semirrectas en ¢ y m, y eligiendo un
punto en cada una de ellas distinto de O, determinamos biyecciones
x:0— Rey:m — R. De este modo, a cada punto P ¢ ¢ Um le
podemos asociar los vértices del paralelogramo determinado por P y
O, con lados paralelos a ¢ y m (considerando las paralelas a ¢ y m por
P.

Tenemos entonces que coordy,, : m — R?, coordy,,(P) = (2(Q),y(9))
es una biyeccién del plano euclideo con R2.

La biyeccion construida depende de la eleccién de las dos rectas ¢
y m.

Dadas dos rectas ¢/ y m’ que se cortan en O’, podemos establecer
la funcién de cambio de coordenadas como sigue.

Supongamos que ¢ es la recta por O’ de direccién (a,b) y que m’
es la recta por O’ con direccion (b, c). Sea (xo,yo) = coordy ., (P) las
coordenadas de O’ en el sistema ¢/, m’. Entonces

coordy,,(P) = (? ;) coordgr,, (P) — <§§)

EjempLO 1.14. Consideremos el plano de 4 puntos (Ejemplo .
Si consideramos una permutacién o cualquiera de {P, @, R, S}, tene-
mos que lleva rectas en rectas. Si consideramos ahora los puntos en
el orden {o(P),0(Q),0(R),c(S)}, tenemos que “las relaciones de inci-
dencia entre las rectas son las mismas que antes”.

Tratemos de formalizar un poco los ejemplos anteriores.

PROPOSICION 1.15. Sea (m, L) un plano afin, y sea ¢ : 7 — ¢ una
biyeccion. Entonces si p(L) = {¢(0) : £ € L} denota el conjunto de
los subconjuntos formado por las imagenes de las rectas de 7, entonces

(C, gp(ﬁ)) es un plano afin.
Los ejemplos y muestran dos biyecciones de un plano afin
en si mismo, tales que producen el mismo plano afin de partida.

DEFINICION 1.16. Sean (m, L) y (7/, L") dos planos afines. Un iso-
morfismo entre m y 7' es una biyeccién ¢ : m — 7’ de modo que

o(L)=L".
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Un automorfismo de 7 es un isomorfismo de 7 en si mismo. En
otras palabras, un automorfismo es un isomorfismo que lleva puntos
colineales en puntos colineales.

OBSERVACIONES 1.17. (1) Por definicién la restricciéon de un au-
tomorfismo ¢ : m — 7 a una recta { C m, produce una biyeccién
ply = 0(0).

(2) Sea ¢ : m — 7 un automorfismo. Entonces

1. o(fNm) = p(f) N p(m) para todo par de rectas ¢, m C .
2. p(PQ) = ¢(P)p(Q) para todo par de puntos P,Q € 7.

LEMA 1.18. Sea ¢ : m — 7' una biyeccion tal que o(L) C L.
Entonces ¢ es un isomorfismo.

PRUEBA: Sean P,(), R € 7' tres puntos colineales. Tenemos que
probar que A = ¢! B = ¢'(Q),C = ¢ '(R) son colineales (de este
modo, p(AB) = PQ). Si no lo fueran, AB # BC, por lo que PQ =
©(AB) # ¢(BC) = QR, absurdo — recordar que ¢ lleva rectas en
rectas, y que la restriccion de ¢ a una recta es una biyeccién. 0

El lema puede “mejorarse” de este modo:

PROPOSICION 1.19. Sean (m, L) y (7', L) dos planos afines y T :
m — 7' una biyeccion. Entonces T es un isomorfismo si y solo si lleva
puntos alineados en puntos alineados.

PRUEBA: Si 7 es el plano afin de 4 puntos entonces toda biyeccién
es un automorfismo. Supongamos que 7 tiene mas de 4 puntos. Si 7' es
una biyeccién que lleva rectas en rectas entonces lleva puntos alineados
en puntos alineados.

Sea T una biyeccién que lleva puntos alineados en puntos alineados,
y £ € PL. sean P,Q € (. Entonces T'(¢) estd contenido en la recta
' =T(P)T(Q) € PL. Sea R’ € {' y supongamos que T~ (R') ¢ PQ =
(. Entonces T7Y(R') = PT™Y(R') N QT '(R'). Aplicando T, tenemos
que T (PT‘I(R)) C (. Sea S € P un punto y consideremos la recta
m = ST (R'). Entonces, o bien £ corta a m en un punto H o bien
son paralelas. Como T'(m) = T(T~'(R)H), tenemos que T'(m) C ¢'. Si
m||¢, entonces m es la tinica recta que paralela a ¢ por T~!(R). Tenemos
entonces que P’ = T'(P) C LUT(S)R, lo que es un absurdo, pues ningtin
plano afin de mas de 4 puntos puede ser la unién de 2 rectas.

Finalmente, si ¢ € PL’ es una recta y P, (Q dos puntos distintos de
ella, tenemos que T(T-H(P)T1(Q) = ¢.

La ultima afirmacién es obvia. O



12 1. GEOMETRIA AFIN

PROPOSICION 1.20. Sea Aut(r) el conjunto de automorfismos del
plano afin 7. Entonces Aut(m) es un grupo, con neutro id, : m — .

PRUEBA: Es claro que la identidad es un automorfismo, y que la
composicién de automorfismos es un automorfismo. El lema [1.18] im-
plica que ¢! es también un automorfismo. U

PROPOSICION 1.21. Un automorfismo ¢ : @ — w del plano afin
lleva rectas paralelas en rectas paralelas

PRUEBA: Si ¢(€) N ¢(m) # 0, tenemos que £ N'm = ¢~ (p(£)) N
Pt (p(m)) #0. O

DEFINICION 1.22. Una transformacion afin del plano R?, es una
funcién de la forma

plzy) = Aly) +(5)
donde A € M3(R) es una matriz invertible.

EJERCICIO 2.1. Probar que las transformaciones afines del plano
son automorfismos.

Probar que un automorfismo del plano que deja fijo al origen, lleva
la suma de vectores en la suma de vectores.

DEFINICION 1.23. Una dilatacién del plano afin © es un automor-
fismo ¢ : m — 7 tal que PQl¢(P)p(Q). Notaremos por Dil(x) al
conjunto de sus dilataciones.

EJjEMPLO 1.24. Las traslaciones y las homotecias con centro en un
punto son dilataciones de R2.

PROPOSICION 1.25. Sea m un plano afin. Entonces Dil(7) C Aut(n),
es un subgrupo.

PrRUEBA: Claramente id € Dil(n). Por otra parte es claro que la
composicién de dilataciones es una dilatacién. Sea ¢ € Dil(7). Entonces

(e (P))e(¢'Q)) le~ (P)e~H(Q) para todo P,Q € m; es decir, ¢!
es una dilatacion.

PROPOSICION 1.26. Una dilatacion estd determinada por su valor
en dos puntos distintos.

PRUEBA: Sean ¢, v € Dil(7) que coinciden en dos puntos distintos
P, Q). Como la composicion de dilataciones es una dilatacion, tenemos
que p o1~ es una dilatacién que deja fijos P, Q. Luego, alcanzo con
probar que una dilatacién que deja fijo dos puntos P, @) es la identidad.
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Sea R ¢ PQ. Entonces PR||Pp(R)y QR||Qp(R), porlo que p(R) €
PRNQR = R. Sea ahora S € PQ. Aplicando el mismo argumento para
los puntos P, R, probamos que ¢(S) = S. O

DEFINICION 1.27. Una traslacion del plano afin m es una dilata-
cién ¢ € Dil(7) sin puntos fijos, o la identidad. Notaremos Tras(m) al
conjunto de las traslaciones.

PROPOSICION 1.28. Si ¢ Tras(w) es una traslacion distinta de la
identidad es una traslacion, entonces para todo todo P, Q) € 7, se cum-

ple que Po(P)||Qp(Q).

PRUEBA: Supongamos que ¢ # id es una traslacién y P, () € 7 pun-

tos tales que Pp(P) f|Q¢(Q). Entonces Pp(P) N Qu(Q) = {O}. Pero
¢(Pp(P)) es la paralela a Po(P) por ¢(P), por lo que p(Pyp(P)) =

Pyp(P). Del mismo modo go(@@(@)) = Q¢(Q), por lo que p(0) = O.
lo que es una contradiccion.

Sea ahora 1 # id una dilatacion tal que Py(P)||Qp(Q) para todo
P.Qem.

PROPOSICION 1.29. El conjunto de las traslaciones Tras(m) es un
subgrupo normal del grupo de las dilataciones del plano .

PRUEBA: La identidad es una traslaciéon por definicién, y clara-
mente la inversa de una traslacion no tiene puntos fijos, por lo que
es una traslacién. Sean 11,7 € Tras(m) dos traslaciones y suponga-
mos que 7, o Ty tiene un punto fijo P. Debemos probar que en ese
caso o1y o 7, = id. Tenemos que 7 (TQ(P)) = P. Sea Q) ¢ Pry(P).
Entonces por la Proposicién tenemos P1y(P)||Q72(Q), por lo que
7(Q) = Qn(Q) N 12(P)72(Q), la interseccién de la paralela a Pry(P)
por @ vy la paralela a PQ por m5(P) (jrecordar que @) no pertenece a
Pry(P)!).

Por otro lado, tenemos que () es la interseccién de la recta paralela a
72(P)72(Q) por P = 71(72(P)) con la recta paralela a 71 (12(P)) 72(P) =
Pry(P) por 72(Q). por lo que 7y (ﬁ(@)) =Q.

Entonces 71 o 75 tiene dos puntos fijos, y es la identidad.

Si 7 € Tras(r) y o € Dil(r), tenemos que o o 7o o' € Dil(m).
Supongamos que existe P € 7 tal que 0 o7 o 0~ !(P) = P. Entonces
Too ' =0"1(P), porlo que 7 =1id, de donde c o T o0~ = id. O

3. Ejercicios

1. a. Sea 7 un plano afin y ¢ y m dos rectas paralelas. Probar que

40 = Hm.
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b. Probar que dos rectas cualesquiera de 7 tiene el mismo cardinal.
2. Sea 7 un plano afin y ¢ C 7 una recta con n puntos. Probar que
#Hm =n?.

3. ;Cuadles son los automorfismos del plano con 4 puntos?

EJERCICIO 3.1. a) Hallar las transformaciones afines del plano k?
que son dilataciones.
b) Probar que toda traslacion del plano real es una transformacién afin.
SUGERENCIA: recordar la “regla del paralelogramo” — este resultado
vale para todo cuerpo.



Capitulo 2
El plano proyectivo

1. El plano proyectivo como completacion del plano afin

DEFINICION 2.1. Sea (7, £) un plano afin. Consideremos la relacién
de equivalencia ~ en £ definida por el paralelismo. Dada una recta ¢ €
L, notamos Py al punto del espacio cociente £/ ~ que se corresponde
al haz de rectas paralelas definido por /¢ lo llamamos punto ideal o punto
al infinito definido por la direccion de la recta €.

Definimos la completacion de (w, L) como el par (S, L), donde S =
TU (L) ~),y L el conjunto de rectas proyectivas, es el conjunto de
subconjuntos de S cuyos elementos son

(a) Los subconjuntos de la forma ¢ U Py, con £ € L.
(b) La recta al infinito oy = {Py : £ € L}.

La completacion de un plano afin es el ejemplo por excelencia de
un plano proyectivo:

DEFINICION 2.2. Un plano proyectivo es un par (P,PL), donde P
es un conjunto y PL es un conjunto de subconjuntos de P (las rectas o
rectas proyectivas de P, que verifica los siguientes axiomas

(P1) Dados P, € IP existe una unica recta ¢ que los contiene — existe
una unica recta pasando por ellos.

(P2) Dos rectas distintas se cortan en exactamente 1 punto.
(P3) Existen 3 puntos no alineados.
(P4) Toda recta contiene por lo menos 3 puntos.
OBSERVACION 2.3. El axioma (P2) puede reemplazarse por dos

rectas distintas se cortan, ya que por (P1), si dos rectas se cortan en
mas de un punto, coinciden.

EJEMPLO 2.4 (La completacién de un plano afin es un plano proyec-
tivo). Probemos que si (7, £) es un plano afin, entonces su completacion
es un plano proyectivo.

(P1) Si P, @ son dos puntos distintos de 7, no pertenecen a f,, y solo
pasa una recta de £ por ellos. Si P, () son puntos ideales, como la tinica

15
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recta con mas de un punto ideal es /., ésta es la Unica recta que pasa
por ellos. Supongamos que P € my Q = Py para alguna recta £ € L,
entonces por P pasa una unica recta paralela a ¢, que debe entonces
contener a ()y; esta es la Unica recta que contiene a ambos.

(P2) Es claro que una recta P U Py corta a £y, en Py. Por otra parte,
observemos que ¢ = (U Py es distinta de m’ = m U Py, si y s6lo si
¢ # m. Si l|jm, tenemos que Py = Py, v ' N m = {Pg}. Si L [f|m,
entonces { N'm = {Q}, y como Py # Py, tenemos que ¢’ Nm’ = {Q}.
(P3) Sea P,Q,R € m tres puntos no alineados. Entonces no estan
alineados en S.

(P4) Toda recta ¢ € L tiene al menos dos puntos de 7 (ver Proposicién
1.7), y como tiene ademéds al punto Py, tenemos que tiene al menos 3
puntos.

Nos queda ver que la recta al infinito /., tiene al menos 3 puntos.
esto es equivalente a probar que hay 3 haces de rectas paralelas dis-
tintos. Consideremos tres puntos no alineados P, ), R € 7. Entonces
PQ,PR,QR determinan 3 haces de rectas paralelas distintos.

EJjeEMPLO 2.5 (La completacién del plano real). Los haces de rectas
paralelas de plano real se pueden identificar de esta manera: tomemos
un par de rectas que se cortan como ejes coordenados; llamémoslas
Ox, Oy, donde O es el punto de corte, que identificamos con el 0 de
cada una de las rectas. Sea ¢ la recta paralela a Oy por 1. Entonces /¢
corta a todas las rectas por el origen, menos a Oy. La recta ¢, posee
estd entonces en biyecciéon con la recta £ U Py.

EJempLO 2.6 (El plano proyectivo de 7 puntos). Es facil probar que
la completacién del plano con 4 puntos produce un plano proyectivo
con 7 puntos (ejercicio!)

DEFINICION 2.7. Sean (P,PL) y (P,PL’) dos planos proyectivos.
Una biyeccién T : P — P’ es un isomorfismo si lleva puntos colineales
en puntos colineales.

Si (P,PL) = (P,PL') y T es un isomorfismo, diremos que 7" es un

automorfismo del plano proyectivo P. Notaremos por Aut(PP) al conjun-
to de los automorfismos de P.

PROPOSICION 2.8. Sean (P,PL) y (P,PL') dos planos proyectivos
y T : P — P una biyeccion. Entonces T es un isomorfismo si y sdlo si
induce una biyeccion T : PL — PL' — es decir, lleva las rectas de P
en las rectas de P’ de un modo biyectivo.

En particular, si £ € PL, entonces T|, : £ — T({) es una biyeccion
entre las rectas € y T'({).
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PRUEBA: Si T es una biyeccién que lleva rectas en rectas entonces
lleva puntos alineados en puntos alineados.

Sea T un isomorfismo, y ¢ € PL. sean P, € (. Entonces T'({)
estd contenido en la recta ¢/ = T'(P)T(Q) € PL'. Sea R € ' y suponga-
mos que T-'(R) ¢ PQ = (. Entonces T"'(R) = PT"*(R)N QT (R).
Aplicando T, tenemos que T'(PT*(R)) C (. Sea S € P un punto y
consideremos la recta m = ST~ (R). Entonces, £ corta a m en un pun-
to H por el axioma (P2). Como T'(m) = T(T"'(R)H), tenemos que
T(m) C /.

Finalmente, si ¢ € PL’ es una recta y P, dos puntos distintos de
ella, tenemos que T(T1(P)T1(Q) = /.

La ultima afirmacién es obvia. O

COROLARIO 2.9. El conjunto de los automorfismos del plano pro-
yectivo (P,PL) es un grupo con la composicion.

PRUEBA: Es claro que id es un automorfismo y que la composicién
de automorfismos es un automorfismo. Sea 7' : P - Py P,QQ < R 3
puntos alienados de P. Si T7*(P),T7(Q), T~'(R) no estan alineados,
tenemos que PQ) # R(Q), absurdo. O

2. El espacio proyectivo asociado a un espacio vectorial

EJjempLO 2.10 (EI plano proyectivo real como un cociente). Consi-
deremos en R*\{)}, donde O = (0, 0, 0) la relacién siguiente: (g, 1, 2) ~
(Yo, Y1, y2) si {(:Uo,xl,a:g), (yo,yl,yg)} es linealmente independiente o
coinciden (en otras palabras, si O, (zg, x1,22) ¥ (Yo, Y1, y2) estan alie-
nados). Entonces ~ es una relacién de equivalencia (jprobarlo!)

Llamemos P(R?) = (R*\ {O})/ ~ al conjunto cociente; notaremos
[z : 1 : 25] a la clase de equivalencia de (g, 1, z2).

Sea 7 : R*\ {O} — P(R?) la proyeccién canénica. Consideremos un
plano por el origen v = {(z,y,2) € R* : az + by + cz = 0}. Definamos
t,:=m(y\ {0}) C P(R?). Sea

PL = {&Y : v C R? plano por el origen}

Entonces (P(R3), IP’C) es un espacio proyectivo:
(P1) Dados dos puntos P = [zg : 21 : Z2],Q = [yo : ¥1 : yo] € P(R?),
tenemos que existe un unico plano por el origen v que contiene a
(2o, 71,%2) Y (Y0,Y1,Y2). Luego, £, es la tinica recta de P(R® que con-
tiene a Py Q.
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(P2) Sean ., ¢, € PL dos rectas distintas. Entonces, por construccién
6,00, = (3 \ {0)) N (p\ {0}) = 7((v N ) \ {O}).

Pero como v y p son dos planos por el origen distintos, se cortan
en una recta por el origen. Luego 7((y N p) \ {O}) es un punto.

(P3) Sea P, Q, R € R? tales que O no pertenece al plano que determinan
P, @, R. Entonces [P], [Q], [R] nos son colineales.

(P4) Sea ~ un plano por el origen, y sean P,Q), R € v tres puntos
tales que las rectas OP OQ, OR son distintas dos a dos. Entonces
[P], [Q], [R] son puntos distintos de £, (ver ejercicio [6.3).

TEOREMA 2.11. El plano proyectivo construido en el ejemplo Y
la completacion de R? son planos proyectivos isomorfos.

PRUEBA: Sea (S (R?), L' ) la completacion del plano real afin. Para
construir la biyeccién T : P(R?) — S(R?), buscamos una “copia” del
plano afin R? dentro de P(R?®). De acuerdo a la construccién de la
completacion, en caso de ser cierto el teorema, debemos restarle a P(IR?)
una recta proyectiva (que se corresponderad a la recta {,, de puntos
ideales).

Consideremos Us = {[zg : 21 : 1] : 2,21 € R} C P(R?), el conjunto
de las clases de equivalencia con tercera coordenada no nula. La pro-
yeccién en las primeras coordenadas, pia : R? — R?, pyo(xg, 21, 22) —
(20, z1) es una transformacién lineal, por lo que lleva rectas por el origen
en rectas por el origen. Luego, la restriccién de p12 a R?\ {0} es cons-
tante en las clases de equivalencia, e induce una funcién pr, : P(R?) —
R?. Definimos 7' en Uy como la restriccién de prp. T, : Us — R?,
T([zo : x1 : 1]) = (20, 21).

Noétese que si x5 # 0, tenemos que [z : 1 : T3] = [2o/T2 : x1/29 :
1], por lo que P(R*) \ Uy = {[zo : z1 : 0] : zg,21 € R}. Definimos
T([zo D wy O]) = Plz,2—20y=0}, €] punto ideal de la recta y = x; /0.
(jsi g # 0!: si g = 0, es el punto ideal del eje Oy). Es facil ver que esta
definicién tiene sentido: si consideramos la funcién R* — ¢, C S(R?)
definida por (2o, 1, T2) = Plao—azgy=0}, esta funcion es constante en las
clases de equivalencia, por lo que induce una funcién J : P(R3) — /..
Nétese que P(R?) \ Uy = lg4,-0y, la recta proyectiva asociada al plano
{.I‘Q = 0} C Rg

Tenemos que probar que la funcién 7' que hemos definido es una
biyeccion que lleva puntos alienados en puntos alineados.

Observemos que 7|, es una biyeccién entre Us v R?: claramente
Uz

T,

Ua

es sobreyectiva, y si T'([zo : 1 : 1]) = T([yo : w1 : 1]), entonces



2. EL ESPACIO PROYECTIVO ASOCIADO A UN ESPACIO VECTORIAL 19

x; = y;, por lo que [z : x1 : 1] = [yo : v1 : 1]. Por otra parte, T|%2:0} es
una biyeccion entre £,,—o} v {s: dada una recta del plano de ecuacion
ar + by +c¢ = 0, T([b D —a O]) = Plaatbyte=0} Y S Plaz—zoy=0) =
Pty o—yoy=0}, tenemos que (xo, 1) e (yo,y1) son colineales, por lo que
[0 : x1 : 0] = [yo : 1 : 0]. Como P(R3) es la unién disjunta de U,
¥ liz—oy ¥ S(R?) es la unién disjunta de R? y (o, tenemos que T es
biyectiva.

Veamos que T lleva puntos alineados en putos alineados. Ya vimos
que Ty, _, = T(P(R®) \ Us) = (. Entonces, necesitamos estudiar
la imagen de una recta £, € PL, con v C R? un plano de ecuacién
azrg + bry + cre = 0, con (a,b) # (0,0). Si [xg : @1 : x2] € ¢, con
x9 # 0, entonces [xg : x1 : T3] = [wo/x2 : w1 /20 1] y T([a:o DXy xg]) =
(xo/x9,x0/22), con a(xg/xe) + b(x1/x2) = —c. En otras palabras, los
puntos de £, que no tienen su tercera coordenada cero son enviados
por T" a la recta m de ecuacién ax + by + ¢ = 0. Si x5 = 0, entonces
T([:co A O]) = Pz 2—wgy—0}- Pero de la ecuacion axg + bry = 0,
deducimos que (a, b) es colineal con (z1, —xp), por lo que m es paralela
alarecta de ecuacién z1x—zpy = 0; en otras palabras T([xo DT O]) =
P{aztby+e=0y, por lo que T’ ([xo DX O]) pertenece a la recta proyectiva
{a(l’o/l‘Q) + b(l’l/l‘Q) +c= O} U P{a(mO/ZQ)er(ml/m)Jrc:Q} e L. J

NOTACION 2.12. Notaremos por P?(R) al plano proyectivo real.

PROPOSICION 2.13. Sea ¢ C P*(R) una recta proyectiva. Si m =
PXR)\(y L= {mnNm:PL\{l}}, entonces (m,L) es un plano afin,
de modo que S(7) es isomorfo a P*(R).

PRUEBA: Sea vy C R? el plano tal que £, = /; supongamos que v tie-
ne ecuacioén az + by + cz = 0. Consideremos una base de v {eg, €1} (por
ejemplo ey = (b, —a,0) y e = (¢,0,—a)), y completemos a una base
B = {ep, e1,e2}. Entonces, si trabajamos con coordenadas (zg,x1, )
en la base B tenemos que 7 tiene ecuacién xo = 0. Se sigue que Uy = 7
es un plano afin, tal que su completacién es isomorfa a P?(R) (la recta
al infinito se corresponde con /). O

Notese que en el ejemplo no usamos que estabamos trabajando
con los numeros reales: la construccién del ejemplo mencionado es vali-
da para cualquier cuerpo (ver ejercicio Mas aun, la construccion
anterior se generaliza a dimensiones mayores, obteniendo de ese modo
la nocion de espacio proyectivo.

DEFINICION 2.14. Sea V un k-espacio vectorial. Definimos el es-
pacio proyectivo P(V') como el cociente de V' \ {0} por la relacién de
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equivalencia v ~ w si v y w colineales: es decir, si v = w o {v,w} es un
conjunto linealmente independiente.

La recta proyectiva en P(V) es la imagen por la proyeccién candnica
7 : V\{0} — P(V) de W\{0}, con W C V un subespacio de dimensién
2.

EJjemMPLO 2.15 (El plano proyectivo como cociente de la esfera). Sea
S? C R? la esfera de centro el origen y radio 1. Entonces los puntos de
S? satisfacen la ecuacién 2+1y%+22 = 1. Consideremos en S? la relacién
de equivalencia “ser puntos antipodas”: P, € S? son equivalentes si
coinciden o estan alineados con el origen.

La restriccién p : S? — P?(R) de la proyeccién canénica R3\ {0} —
P%(R) a la esfera es constante en las clases de equivalencia, por lo que
induce una funcién S?/ ~— P?(R), claramente biyectiva. La preimagen
por p de una recta £, en P?(R) se corresponde con la intersecciéon yN.S?,
es decir, con un circulo meridiano. Luego, si definimos en S?/ ~ las
rectas como m(yNS?), donde 7 : S% — S?/ ~ es la proyeccién canénica,
tenemos que el plano proyectivo se puede ver con S?/ ~. Ver ejercicio

3. El axioma de Desargues

En 1648 A. Bosse publicé un libro (en francés) sobre el uso de
las técnicas de la perspectiva. En un apéndice al mismo, atribuye a
Desargues la prueba del siguiente resultado:

TEOREMA 2.16 (Teorema de Desargues). Si dos tridngulos ABC' y
A'B'C' estdn en perspectiva central, entonces sus lados respectivos estdn
en perspectiva azial.

Expliquemos un poco el significado del llamado Teorema de Desar-
gues:

Dos triangulos ABC y A’B'C" estan en perspectiva central, si las
rectas AA’, BB’ y C'C’ se cortan en un unico punto comin, que notare-
mos O. Los tridngulos estan en perspectiva axial, si los lados respectivos

se cortan en puntos alineados: ABN A'B', ACnA'C', y BCnNB'C'
estan alienados.

El resultado anterior es valido en el espacio euclideo real, pero te-
nemos que tener en cuenta algunas configuraciones especiales (dege-
neradas): {qué pasa cuando A = A’? Si A’B'C’ es la imagen de ABC
por una homotecia, entonces los tridngulos estan en perspectiva central
pero sus lados son paralelos, ...
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Hay varias pruebas del teorema de Desargues, en varios contextos
(para el plano real, para el espacio real, para el plano proyectivo, para
el espacio proyectivo...)

Resulta interesante ver si no se puede generalizar el teorema [2.16
a, digamos, un plano proyectivo cualquiera. Primero veamos que el
enunciado sigue teniendo sentido, ya que si bien no tenemos la nocién
de “tridngulo” (los puntos de nuestras rectas no estan ordenados), las
definiciones de perspectiva central y perspectiva axial estan hechas en
términos de relaciones de incidencia entre rectas.

DEFINICION 2.17. Tres rectas ¢, m,n de un plano proyectivo se di-
cen concurrentes en O si {Nm =mNn =/{Nn = 0. Observemos que
en particular las 3 rectas son distintas, y perteneces todas al haz de
rectas por O.

Consideraremos entonces el siguiente

Axioma de Desargues (P5) Sea (P, PL) un plan proyectivoy A, B,C, A', B,C
seis puntos diferentes tales que tales que A, B,C' y A’B’,C’ no estan
alineados y las rectas AA, BB’ y CC se cortan en un tnico punto

comun. Entonces los puntos ABNA'B", ACNA'C', y BCNB'C’ estan
alienados.

El lector atento notard que pusimos la etiqueta de “Axioma” y no
de “Teorema”: el Teorema de Desargues para el espacio euclideo no
se puede probar usando exclusivamente los axiomas (P1) — (P4): se
utilizan otras propiedades del espacio real, que no se derivan de los
axiomas.

De hecho, es posible construir planos proyectivos en donde (P5) no
se verifica: “el enunciado (P5) es independiente de los axiomas (P1)-
(P4)”, por lo que podemos agregarlo como axioma — y producir resul-
tados interesantes: el plano proyectivo real si cumple (P5).

Un plano proyectivo que no cumple (P5) se dice que es no-desarguiano
(y uno que lo cumple, obviamente, desarguiano). Su construccién esta li-
gada al problema de la existencia de planos proyectivos (o afines) que
no son isomorfos a espacios vectoriales de dimension 2.

La prueba del teorema de Desargues en el caso real, puede hacerse
de modo sintético, usando que existen proyecciones del espacio real en
el plano real (ndtese que usamos mds azxiomas!).

Veamos aqui una prueba analitica, dejando la prueba sintética para
mas adelante (ver ?77?)
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TEOREMA 2.18 (Teorema de Desargues para el plano proyectivo
real). Sean A, B,C y A’, B',C" dos ternas de puntos no alineados tales
que las rectas AA BB’ y CC son concurrentes en el punto O. Entonces
P=ABNAB,Q=ACNAC"y R=BCnNV'C" estan alineados.

PRUEBA: Notemos que por hipdtesis, los puntos A, B,C, Oy A'B'C", O
son tales que ninguna terna de ellos estd alineada. Mas ain, pode-
mos suponer que O # A’ B’ C" (de lo contrario, intercambiamos los
triangulos). Sean va,vp,vc,v0 € R? representantes de las clases de
equivalencia de A, B, C, O respectivamente. Entonces, tomando coor-
denadas en la base B = {va,vp,vc}, tenemos que ninguna coorde-
nada de vp se anula. Si coordg(vp) = (a,b,c), consideremos la base
B' = {ava, bug, buc}. Entonces coordg(vo) = (1,1,1). Tenemos enton-
ces que A = [va] = [bva], B = [vg] = [bug], C = [vc] = [cve]. Tomando
coordenadas, tenemos que A=[1:0:0[, B=[0:1:0],C=1[0:0:1]
yO=[1:1:1].

Calculemos ahora las coordenadas de A’, B',C’. Como A" = [ay :
aj : ag] € OA, tenemos que (ag, aq, ag) pertenece al plano que pasa por
(0,0,0), (1,0,0),(!,1,1), que tiene ecuacién paramétrica (A(1,0,0) +
wu(1,1,1), luego A" = [\ + p : o : p] para algun par A, g no simultédnea-
mente nulos. Méds atin, como A" # A, tenemos que p # 0. Entonces
(dividiendo por p) tenemos que A’ = [@’ : 1 : 1] para algin o’ € R,
Del mismo modo, tenemos que B = [1 : ¥ : 1]y C =[1:1: ]
Observemos que a’, b;’ y¢’ no son 1 pues O # A’, B'C".

APARTE: Dados A, B,C, como el resultado es véalido para toda
terna A’, B’, C" que verifique el resultado, debemos probar el resultado
para cualquier valor de o/, 0/, # 1

Determinemos ahora P, (), R. La recta AB se corresponde con el
plano determinado por (0,0,0),(1,0,0) y (0,1,0), que tiene ecuacién
29 = 0. Del mismo modo, la recta A’B’ se corresponde con el plano
determinado por (0,0,0),(a’,1,1) y 1,V/,1, que tiene ecuacién (1 —
b)xo+ (1 —ad' )z, + (@'t — 1)z = 0. La interseccién de estos planos es
la recta de ecuacion

To = 0

{ (1-=b)zg+(1—a)zy= 0

Tenemos entonces que P = [1 —a’ : i — 1 : 0]. Del mismo modo,
tenemos que Q@ =@’ —1:0:1 -]y R=[0:1-¥:¢ —1]. Como
(1—ad,0'—1,0)4+(a’—1,0,1—¢)+(0,1-b',—1) = (0,0, 0), el conjunto
{(1-a,V —1,0),(d —1,0,1 = ¢),(0,1 —=¥,¢ — 1)} es linealmente
dependiente, determinando un plano por el origen. En otras palabras
,P, Q) v R estan alineados. O
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DEFINICION 2.19. Una configuracién es par (C, L) donde C' es un
conjunto (los puntos y L es un conjunto de subconjuntos de C' (las
rectas) tales que satisfacen el siguiente axioma:

(C1) Dos puntos distintos pertenecen a lo sumo a una recta.

Notemos que dos rectas si se cortan, lo deben hacer en a lo sumo
un punto.

EJEMPLO 2.20 (La configuraciéon de Desargues). Tomemos 2 tridngu-
los A,B,C'y A", B",C" del espacio euclideo que en que estén en pers-
pectiva central “en posicién general” (es decir, evitamos paralelismos,
coincidencia de puntos , etc) . Sean O = AA'NBB'NCC"y P,Q, R las
intersecciones de los respectivos lados. Entonces, junto con las 10 rec-
tas AB, AC,BC,A’'B',A'C", B'C",PQQ = PR=QR,0A = AA",OB =
BB'.OC = CC’, formamos una configuracién de 10 puntos y 10 rectas.

En la configuraciéon podemos detectar 5 planos “obvios”: ABC, A'B'C',OAB =
OA'B",OAC = OA'B",OBC = OB'C".

Cualquier punto de la configuraciéon se puede ver como en centro
de perspectiva de dos triangulos: la configuracion de Desargues tiene
muchas simetrias.

4. El ejemplo de Moulton

El ejemplo de Moulton es un plano afin tal que su completado
no satisface el axioma (P5). Como ya vimos que si k es un cuerpo,
entonces el plano proyectivo P?(k) satisface el axioma (P5), deducimos
que estamos en presencia de un plano que no se obtiene a partir de un
cuerpo.

La idea atras del ejemplo de Moulton es “muy simple”: en la con-
figuracion de Desargues “torcer” la recta QR de modo que no pase
por P. El principio usado para “torcer” las rectas es el observado en
la refraccion de la luz (cuando un rayo de luz cambia de medio, “se
tuerce”). Entonces si la configuracién de Desargues estd ubicada astu-
tamente en relacién al “cambio de medio” la recta QR se torcera de

modo adecuado y no pasara por P.

Formalicemos la idea anterior.

EJEMPLO 2.21 (Plano de Moulton). Definimos el plano de Moulton
como el par R?, £ donde £ es un conjunto indexado por RU {oo} x R.
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La recta de Moulton £,,, asociada al par (m,b) es

y=mzr+b sim<0
0 r=0b sim=o0
mb = {y:mx+b siy >0

y:%x+§ siy <0 sim>0

Probemos que el plano de Moulton es un plano afin.

Sean P = (p1,p2),Q = (q1,¢2) € R? dos puntos distintos. Si p; = ¢,
entonces ambos estan en la recta vertical que los une. Supongamos que
1 < q1. Si g2 < po, entonces ambos estan en una recta de pendiente
negativa, que es la tinica que los contiene.

Queda ver el caso cuando g > po. Sipy > 0, 0 ¢ < 0, entones es
facil ver que hay una unica recta que los une. Si tenemos que ¢ > 0 >
p2, debemos resolver un pequeno sistema de ecuaciones para ver que
efectivamente hay una tnica recta que los une.

Si/ e Ly P e R?% Tomamos la recta de Moulton de misma pen-
diente por P: ser a la unica paralela a ¢ por P.

Finalmente, claramente tres puntos de semiplano superior no ali-
neados (para las rectas usuales) son no alineados para las rectas de
Moulton.

Tomemos ahora una configuracién de Desargues y la movamosla
(usando simetrias, rotaciones, traslaciones) para que sélo el punto P
esté en el semiplano superior, y de modo que la pendiente de QR sea
positiva. Entonces la recta de Moulton por RQ) no pasa por P.

5. Dualidad

DEFINICION 2.22. Sea (P, P£) un plano proyectivo y P € P. El haz
de rectas por P (“pencil of lines” en inglés) es el conjunto de rectas que
pasa por P.

LEMA 2.23. Sea (P,PL) un plano proyectivo y P,Q € P dos puntos
distintos. Entonces los haces de rectas por P y @) son distintos, y PQ
es la unica recta que pertenece a ambos haces.

PRUEBA: Sea R un punto no colineal con P, (). Entonces PR esta en
el haz por P pero no en el haz por (), ya que en caso contrario P, @, R
estan alineados. Sea ¢ una recta en ambos haces. Entonces P, () € /,
por lo que £ es la tinica recta que pasa por P, Q). O

DEFINICION 2.24. Sea (P,P£) un plano proyectivo. Definimos el
plano proyectivo dual como el par (PV,PLY), donde P¥ =PL y PLY es
el conjunto de haces de rectas en P.
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PROPOSICION 2.25. Sea (P,PPL) un plano proyectivo. Entonces el
plano proyectivo dual es un plano proyectivo. Mds aun, si P es desar-
gquiano, entonces PPV también lo es.

PRUEBA: Veamos primero cémo se leen los axiomas P1-P5 en
términos de los “puntos” y “rectas” del plano proyectivo dual.

(D1) Existe un tdnico haz de rectas que contiene a dos rectas distintas
dadas.

(D2) Dos haces de rectas distintos tienen una tnica recta en comun.

D3) Existen 3 rectas de P que no se intersectan en un punto comin
no son concurrentes).

(
(
(D4) Todo haz de rectas tiene al menos 3 rectas.
(D5) Sean a,b,c y da',b',¢ dos ternas de rectas de modo que los ha-
ces determinados por a,d’, b,b’ y ¢, contienen una (unica) recta o
en comun. Entonces las rectas comunes a los haces determinados por
a,by d,b,a,cyd,d, bcylb, d pertenecen a un haz de rectas (son
concurrentes).

Si ¢,m € PY son dos puntos distintos (dos rectas distintas de P),
entonces £ y m se intersectan en un tnico punto P de P. Luego, el tinico
haz de rectas que contiene a £ y m es el haz de rectas por P.

Sean A y B dos haces de rectas por P y (). Entonces A y B son
distintos si y solo si P # @), y en ese caso la unica recta en comun de
Ay B es larecta PQ.

Sean P, (), R 3 puntos no alineados de P. Entonces las rectas PQ, PR, QR
no coinciden, y PQ N PRN QR = (). Luego, no existe ningtin haz de
rectas que contenga a las 3 rectas.

Consideremos el haz de rectas por un punto P, y sea ¢ € PL una
recta que no contiene a P. Como ¢ tiene al menos 3 puntos A, B, C,
tenemos que el haz de rectas por P contiene a las rectas PA, PB, PC.
Como estas rectas se cortan en A, no pueden ser iguales.

Supongamos que P satisface el axioma de Desargues. Sean a,b,c y
a'b, ¢’ 2 ternas de rectas tales que los haces determinados por a,a’, b, b
y ¢,c tienen una recta o en comin. Queremos probar que las rectas
comunes a los haces determinados por a,by d', V', a,cy d',c,b,cy ¥, c
son concurrentes.

Consideremos los puntos O = aNa’ = oNanNa’, A = bNb = oNbNV,
B=anb, C=adnb, A =cnd =o0onecnd, B =anc,C' =dnNc.
Entonces las rectas AA’ = o, BB’ = a, CC’ = d’ se intersectan en O,

por lo que podemos aplicar el axioma de Desargues (en IP), obteniendo
que los puntos P = ABNA'B" =bne, Q = ACNAC =V nd
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y R = BC N B'C’ estéan alineados. Pero r = PQ es la recta comin
a los haces determinados por b,c y b, c, mientras que la recta BC'y
B’C’ son las rectas comunes a los haces determinados por a,by a, b
y por a,c y a’,c respectivamente. Tenemos entonces que las rectas
rN BC'NB'C'=R. O

COROLARIO 2.26 (Teorema de Desargues reciproco). Sea (P,PL)
un plano proyectivo. Si dos tridngulos estan en perspectiva azial, estdn
en perspectiva central.

PRUEBA: Es simplemente el enunciado del axioma (D5). O
Tomar “doble dual” da un plano proyectivo isomorfo al original.

PROPOSICION 2.27. Sea (P,IPL) un plano proyectivo. Entonces (PYV =
(PY)Y,PLYY = (PLY)Y) es isomorfo a (P,PL).

PRUEBA: Notemos que como las rectas de PV son los haces de rectas
de P, los puntos de PVV son los haces de rectas por los puntos de P.
El isomorfismo buscado consiste en la biyeccién que envia P al haz de
rectas por P. Ver ejercicio [6.7] O

PARA PENSAR:. jHabra alguna manera de establecer un isomorfis-
mo entre Py PV?

OBSERVACION 2.28 (El principio de dualidad). Consideremos un
plano proyectivo (P, PL) y su dual (P¥,PL"). Entonces toda propiedad
que se deduzca de los axiomas (P1)—(P4) (o (P1)—(P5) si el plano es
desarguiano), es valida para los “puntos” y “rectas” del plano dual
PV, por lo que tenemos un enunciado “dual”, que se enuncia para las
rectas y los haces de rectas de P. La correspondencia en el léxico tiene
el siguiente aspecto:

Dado un enunciado para puntos y rectas del plano P, el enunciado
dual se obtiene intercambiando las palabras:

punto <— recta
(el punto) pertenece (a la recta) <+— (la recta) pasa por (el punto)
alineados <«— concurrentes
interseccién <— recta por (recta comun)

PARA PENSAR:. ;Cémo seria una prueba del enunciado dual?

 Habra alguna manera de dar una prueba “que sirva en todos los
casos”?

Veamos un ejemplo del principio de dualidad:
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PROPOSICION 2.29. Sea (P,PL) un plano proyectivo, supongamos
que una recta de P tiene n + 1 puntos. Entonces #P =n? 4+ n + 1.

PRUEBA: Sea ¢ € PL una recta de n + 1 puntos, y consideremos
P ¢ (. Entonces toda recta del haz de rectas por @) intersecta a ¢ en
un punto, por lo que el haz de rectas por () tiene n+ 1 rectas. Como la
unién de las rectas de un haz es todo el plano proyectivo (;por qué?),
tenemos que P consiste de los n 4+ 1 puntos de la recta ¢, P, y otros
n — 1 puntos por cada recta del haz de rectas por P, con un total de
n+l+1+n+1)(n—-1)=n>+n+1. O

El enunciado dual es entonces:

PROPOSICION 2.30. Supongamos que P es un punto de P tal que
el haz de rectas por P tiene n + 1 rectas. Entonces P tiene n? +mn + 1
rectas. 0

PARA PENSAR:. Revisando los enunciados del plano proyectivo, ver
si dualizando obtenemos resultados nuevos, o si reobtenemos algin re-
sultado que ya habiamos probado directamente, sin usar el principio
de dualidad.

6. Ejercicios

EJERCICIO 6.1. Dibujar la completacion del plano de 4 puntos.

EJERCICIO 6.2. a) Probar que la relacién en R? \ {O} dada por
(20, 21, 22) ~ (Yo, Y1, Yy2) s {(xo,xl,xg), (yo,yl,yg)} es linealmente in-
dependiente (o coinciden) es una relacién de equivalencia.

b) Més en general, probar que dado un k-espacio vectorial V', la relacién
en V'\ 0 dada por v ~ w si y sélo si {v, w} es linealmente independiente
o v = w es una relacion de equivalencia.

EJERCICIO 6.3. Determinar los puntos de una recta de P(R?).

EJERCICIO 6.4. Dado un cuerpo k, construir el plano proyectivo
como el cociente de k3\{(0, 0, O)} (léase: probar que el cociente cumple
con los axiomas).

EJERCICIO 6.5. Consideremos la representacién del plano proyec-
tivo con un cociente de la esfera. Probar que las rectas proyectivas
pueden verso como cocientes de circulos meridianos.

EJERCICIO 6.6. Consideremos en P(R) el conjunto Uy = {[1 : 2y :
To] : Ty, € R}. Entonces, de acuerdo a la proposicion m, tenemos
que Up es un plano afin, y la recta {zo = 0} = {[0 DTy X)) i xy, g €
R}} puede verse como la “la recta al infinito”.
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(a) Probar que podemos definir una funcién 7" : Uy N Us — Uy N U, por
la formula [1: 2y @ @o] = [1/29 1 21 /2o ¢ 1].

(b) Estudiar qué pasa con la imagen de una recta (intersectada con Up)
por T

(c) Probar que UyU U, C P?(R), pero que si definimos Ul{[:cg 1)
o, T2 € R} entonces P?(R) = Uy U Uy U Us.

EJERcCICIO 6.7. Completar la prueba de la proposicion [2.27]



Capitulo 3
El espacio proyectivo

1. Espacio proyectivo

DEFINICION 3.1. Un espacio proyectivo (3-dimensional) es una ter-
na (P3,PL,PP), con P3 un conjunto (de puntos), y PL (las rectas) y
PP (los planos dos conjuntos de subconjuntos de P3, satisfaciendo los
siguientes axiomas de incidencia

(S1) Dos puntos distintos P,@Q € P? determinan una tnica recta que
los contiene.

(S2) Tres puntos no alineados P, (), R determinan un tnico plano que
los contiene.

(S3) Una recta y un plano tienen en comin por lo menos un punto.
(S4) Dos planos tienen en comin por lo menos una recta.

(S5) Existen 4 puntos no coplanares, de modo que ninguna terna de
puntos esta alineada.

(S6) Cada recta tiene por lo menos 3 puntos.

OBSERVACION 3.2. Dado que tres puntos no alineados determinan
un unico plano que los contienen si la intersecciéon de dos planos con-
tiene estrictamente una recta, los planos coinciden.

Observemos que de los axiomas de deduce que si una recta tiene
dos puntos en comun con un plano, entonces la recta esta contenida en
el plano.

LEMA 3.3. Toda recta del espacio proyectivo es interseccion de dos
planos.

PRUEBA: Sea ¢ una recta y P,() € ¢ dos puntos distintos. Por el
axioma (S5) existen R, S € P3 tal que P,Q, R, S no son coplanares
y ninguna terna de ellos estd alineada (sino se contradice el axioma).
Como P,Q, Ry P, @, S determinan planos distintos, estos se cortan en
una unica recta distinta que necesariamente contiene a P, (), por lo que
se cortan en /. 0
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PROPOSICION 3.4. Sea (P3,PL,PP) un plano proyectivo, { € PL
una recta y m € PP un plano. Si #0 N7 > 2, entonces { C 7.

PRUEBA: Sean P,QQ € {N7mysea R € m\/l Sea S ¢ (mU/{) —
si no existiera un tal S, todo conjunto de 4 puntos no satisfaceria el
axioma (S5). Entonces 7 y el plano PQ.S se cortan en una tnica recta,
que contiene a P, (), por lo que es /; en particular, ¢ C . O

COROLARIO 3.5. Sea (P3,PL,PP) un plano proyectivo, { € PL
una recta y m € PP un plano. Si £ no estd contenida en mw, entonces
#lCm=1.

LEMA 3.6. Sea (P?,PL,PP) un espacio proyectivo, {,m € PL dos
rectas distintas que se cortan. Entonces £ U m estan contenidas en un
unico plano.

PRUEBA: Esta claro que si ¢ # m, entonces #¢ N'm < 1. Luego,
(Nm = {P}. Sean Q € {\my R € m\{. Entonces P,Q, R determinan
un unico plano 7, que contiene a £ Um, ya que contiene dos puntos de
cada una de las rectas. Como todo plano que contenga a ¢ U m debe
contener a P, (), R, probamos el resultado. O

PROPOSICION 3.7. En el espacio proyectivo, ewisten rectas que se
cruzan, es decir que no son coplanares.

PRUEBA: Este resultado es una consecuencia directa del axioma
(Sh): si P,@Q, R, S son 4 puntos que satisfacen (S5), entonces las rectas
PQ y RS se cruzan, ya que si se cortan, determinan un plano por el
lema [3.6] O

LEMA 3.8. Sea (P3,PL,PP) un espacio proyectivo. Entonces los
puntos no son rectas, y las rectas no son planos.

PRUEBA: Como las rectas tienen al menos 3 puntos, un punto no es
una recta. Sea £ una recta, supongamos que es un plano. Sea 7 un plano
distinto de ¢ (existe pues sino se contradice el axioma (S5)). Entonces
7N ¥ es un punto P por ser ¢ una recta y es una recta por ser ¢ un
plano, Luego ¢ N1 = ¢ = {P}, absurdo.

PROPOSICION 3.9. Sea (P2, PL,PP) un espacio proyectivo y m €
PP un plano. Entonces m es un plano proyectivo, si consideramos como
rectas las rectas de PL que estdn contenidas en 7.

PRUEBA: Si P,() € 7w entonces determinan una tunica recta PQ
corta a w en al menos dos puntos, por lo que esta contenida en .
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Sean £, m dos rectas distintas contenidas en 7. Consideremos P, () €
¢ dos puntos distintos. Como existe R ¢ 7 (sino se contradice el axioma
(S5)), tenemos que P, @, R determinan un plano v distinto de m, que
corta a m en £. Pero m N 7 contiene al menos un punto S, y m no
estd incluida en v, tenemos que que debe entonces pertenecer a m N /¢,
por lo que S =mnNV¥.

Por el lema|3.8, una recta no es un plano, por lo que existes 3 puntos
no alineados.

El axioma (P4) es consecuencia directa del axioma (S6). O

2. El teorema de Desargues

En esta seccién probaremos que si P? es un espacio proyectivo,
entonces sus planos proyectivos son desarguianos. Como los planos del
espacio proyectivo real son isomorfos a un plano proyectivo, tendremos
en particular una nueva prueba del teorema de Desargues. A diferencia
de la prueba vista en el teorema [2.18] la prueba que veremos ahora es
sintética.

TEOREMA 3.10 (Teorema de Desargues para el espacio proyecti-
vo). Sea (P3,PL,PP) un espacio proyectivo. Sean A, B,C y P,Q, R
dos ternas de puntos no alineados, tales que las rectas AP, BQ,CR
se cortan en un unico punto O (2 triangulos en perspectiva central ).
Entonces los puntos de cortes de las rectas de lados correspondientes

ABNPQ,ACN PR, BCNQR estan alineados.

PRUEBA: Supongamos primero que los puntos no son coplanares.
Entonces los puntos A, B, P, (), O son coplanares, por lo que las rectas
AB y PQ se cortan en un punto U. Del mismo modo ACN PR =V
y BC N QR = W. Pero los puntos U, V,W pertenecen a rectas de
los planos ABC' y PQR por lo que estan en la interseccién de ambos
planos, que es una recta.

Supongamos ahora que los planos ABC y PQR coinciden y sea
X ¢ ABC. Sea D € X B diferente de X y B (recordar que las rectas
tienen al menos 3 puntos). Como X, D, B, @), O con coplanares (X DB
y BQO estéan alineados), tenemos que las rectas OD y X @ se cortan en
un punto Y. Luego, los tridngulos ADC y PY R estan en perspectiva
central desde O, y no son coplanares. Luego, los puntos U’ = ADNPY,
V=ACNPRy W =DCNYR estan alineados.

Afirmamos que los puntos XU U’ estan alineados, y lo mismo sucede
con XWW’. Si esto es cierto, tenemos que los puntos UV W estan en la
interseccién del plano XU'VW' con ABC, por lo que estdn alineados.
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para probar la afirmacion, observemos que los puntos X, U, U’ pertene-
cen a los planos XAB = XABD = XAD y XPQ = XPQY = XPY.
Del mismo modo, los puntos X, W, W’ estan en la interseccion de los
planos XBC' = XBCD = XDCy XQR = XQRY = XYR. O

OBSERVACIONES 3.11. (1) En la prueba del teorema [3.10} usamos
para el caso “plano” el caso “espacial”: esta prueba solo es valida para
planos proyectivos que pueden verse como planos de un espacio pro-
yectivo. Como consecuencia, tenemos que un plano no desarguiano no
puede ser el plano de un espacio proyectivo.

(2) El ultimo argumento de la prueba se puede decir de este modo” los
puntos U, V, W son la proyeccion de U’,V, W’ desde X hacia el plano
ABC, ver ejercicio ?77.



Capitulo 4

Geometria sintética del plano proyectivo

1. El axioma de Fano

El axioma de Fano es un axioma de incidencia en el plano proyec-
tivo, sobre los “puntos diagonales” de un “cuadrangulo completo”.

DEFINICION 4.1. Sea (PP,PL) Un plano proyectivo. Consideremos
4 puntos ABC'D de modo que ninguna terna de ellos esté alineada. El
cuadrangulo completo determinado por los cuatro puntos es la coleccion
de los siguientes 7 puntos y 6 rectas:

1. La rectas AB, AC, AD, BC, BD,CD.

2. Las intersecciones de las rectas anteriores: A = AB N AC =
ACNAD = ABNAD = ABNACNAD, B=BANBCNCD,
C=CANnCBNCD,D=DANDBNDC, P=ABNCD,
Q=ACNBD, R=ADnNBC.

Los puntos P, ), R se denominan los puntos diagonales del cuadrangu-
lo.

EJEMPLO 4.2. Si consideramos el plano afin de 4 puntos A, B, C, D
y su completado (el plano proyectivo de 7 puntos), entonces los pun-
tos diagonales del cuadrdangulo ABC'D (los 3 puntos al infinito) estén
alineados.

PROPOSICION 4.3. Dado un cuadrdngulo de P*(R), los puntos dia-
gonales no estdn alineados

PRrRUEBA: Dado un cuadrangulo ABC D, establecemos coordenadas
como en la prueba del teorema de Desargues[2.18} si A = [v4], B = [vp],
C = [vc] no son colineales, {v4,vp,vc} esuna base de R3. Si D = [vp],
tenemos que vp = avy +bvg+cug, con abe # 0, ya que D no es colineal
con ninguno de los pares AB, BC, AC. En la base {avg, bug, cuc},
tenemos que A = [1 : 0:0, B=[0:1:0,C=100:0:1]y
D=11:1:1].

Calculemos ahora la interseccion ABNC D: debemos intersectar los
planos {(a,b,0) : a,b € R} y {(c,c,c+d) : ¢,d € R}. la interseccién
es la recta {(A\,\,0) : A € R}. Luego P = ABNCD = [1:1:0]. Del
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mismo modo @ = ACNBD =[1:0:1]yR=ADNBC =[0:1:
1]. Como {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} es linealmente independiente, los
puntos P, @, R no estan alineados. 0

El ejemplo y la proposicion nos dicen que el hecho que los
puntos diagonales estén alineados o no puede tomarse como axioma.
Tenemos entonces el

Axioma P6 de Fano. Los puntos diagonales de un cuadrangulo no
estan alineados.

DEFINICION 4.4. Un plano de Fano es un plano proeyctivo que
satisface el axioma P6.

Veamos la versién dual del axioma de Fano.

DEFINICION 4.5. Un cuadrildtero completo de un plano proyectivo
consiste en 7 rectas y 6 puntos, que verifican lo siguiente:

1. 4 rectas a,b,c,d (de las 7) son tales que ninguna recta es con-
currente.

2. Los 6 puntos son A =bNd, B=cNd, C=anb, D=anNc,
E=bne, F=and.

3. Las otras 3 rectas son las rectas p = BC, g = AD, r = EF.

Las rectas p, ¢, r son las rectas diagonales del cuadrildtero.

PROPOSICION 4.6. Si (P, PL) es un plano de Fano, entonces (PV,PLY)
también lo es — es decir, las rectas diagonales de un cuadrildtero com-
pleto no son concurrentes.

PRUEBA: Sea (abcdpgr, ABC DEF) un cuadrilatero completo. Pro-
bemos que ABCD es un cuadrangulo. Si ABC son colineales, tenemos
que C' € AB =d, por lo que anbnNd = C, lo que es una contradiccion.
Del mismo modo se prueba que ABD, BC'D y AC'D no son colineales.

Consideremos el cuadranglo completo asociado a ABC D. Entonces
P=ABNCD =dna=F,Q=ACNBD =bnNnc=Fy R =
AD N BC = pNqg— ademas r = PQ. Entonces R € P(Q si y solo si
P, q,r con concurrentes. O

2. Puntos armodnicos

DEFINICION 4.7. Una cuddrupla ordenada de puntos distintos A, B, C, D
en una recta ¢ se dice una cuddrupla armonica si existe un cuadrangulo
completo XY ZW tal que A, B son puntos diagonales del cuadrangulo
— ordenamos los puntos del cuadrangulo para que A = XY N ZW
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yB =XZNYW — y C,D estd cada uno en los otros lados del
cuadrangulo — ordenamos para que C = XWNly D=YZN/L.

Si A, B, C, D son una cuddrupla arménica, notaremos H (A, B; C, D)
(por Harmonic, en inglés).

OBSERVACIONES 4.8. (1) En la definicién, los roles de A, By C, D
son diferentes. Si A, B, C, D son arménicos, entonces tenemos H (B, A; C, D),
H(A,B;D,C)y H(B,A;D,C).
(2) Nétese que si C' = XWNY Z es el otro punto diagonal del cuadréngu-
lo entonces C' = D: para construir una cuadrupla arménica, necesita-
mos que los puntos diagonales no estén alineados.

En el resto de la seccién, asumiremos que estamos trabajando en
un plano proycetivo de Fano.

PROPOSICION 4.9. Sea (P,PL) un plano proyectivo de Fano, y
A, B,C 3 puntos alineados. Entonces existe D tal que H(A, B;C, D).
Mas aun, si P es desarguiano, entonces D es unico. Diremos que D es
el cuarto punto arménico de A, B, C, o que es el conjugado armoénico
de C respecto a A, B.

PRUEBA: Debemos construir un cuadrangulo completo tal que A, B
sean puntos diagonales y C' pertenezca a un lado. Por el axioma (D3),
sabemos que exiten dos rectas £, m por A diferentes que de recta ABC
(todo haz tiene al menos 3 rectas). Sea n una recta por C, diferente de
ABC — la encontramos aplicando (D3) de nuevo. Sea r la recta por
By /{nr,y slarecta por By W = sNm; como n # m, tenemos que
r # s, y ambas rectas son distintas de n,m y ABC'". Tenemos entonces
que X =/4Nr,Y =4Ns,Z=mnNr, W conforman un cuadrangulo —
Y # Z pues W ¢ r —, tal que A, B son dos puntos diagonales. Sea ¢
la recta por rNm y sN{. Como t # ABC, tenemos que tNABC = D.
Como el plano P es de Fano, sabemos que D es distinto de A, B,C, y
se cumple H (A, B;C, D).

Supongamos ahora que se cumple el axioma (P5) — es decir, que
el plano es desarguiano. Queremos probar que el D construido es tni-
co. Sea D' otro punto tal que H(A, B;C,D’). entonces tenemos un
cuadrangulo X'Y'Z'W' tal que A = X'Y'NZ'W', B=X'Z"NnY'X’,
C=XWnNAB, D =Y'Z"N AB. Si llamamos ¢' = AX', m' = AZ,
n’ = CX', y aplicamos la construccién anterior, tenemos t' = Y'Z".

De lo anterior, deducimos que para probar la unicidad de D, alcanza
con probar que la construccion que realizamos al principio no depende
de la eleccién de las rectas £, m, n. Lo hacemos variando cada recta por
separado.
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Variacion de ¢ Sea (' otra recta por A, distinta de m. Tenemos entonces
un cuadrangulo X' =0 nNr, Y =0nNs, Z' =mnNr’, W =mnNs, donde
r’ es la recta por B y ¢ Nn. Tenemos que probar que t' = Y'Z’ pasa
por D, es decir que YZ NY'Z’' pertenece a la recta AB. Para ello,
observamos que los tridngulos XY X y X'Y'Z’ estdn en perspectiva
central por W, por lo que estan en perspectiva axial: A = XY N X'Y’,
B=XZNX'Z'yYZNY'Z estan alineados.

Variacion de m. Cambiando los roles de ¢ y m en la prueba anterior,
probamos que en este caso obtenemos también el mismo D.

Variacion de n. En este caso los 4 puntos del cuadrangulo cambian,
por lo que la pprueba sigue un derrotero diferente. Probaremos que
los tridngulos XY Z y W/Z'Y" estan en perspectiva central, de donde
deducimos que A = XY NW'Z', B=XZNW'Y'eYZNZ'Y estan
alineados; en otras palabras, D = D’. Primero, observemos que los
tridngulos XYW yv W/Z'X’ estdn en perspectiva axial, ya que A =
XYNW'Z B=YWnNZXyC=XWnNW'X' Luego, los tridngulos
estan en perspectiva central desde el punto O = XW'NY Z'NW X' (por
el axioma dual (D5)). Del mismo modo, observamos que los tridangulos
ZWX vy Y'X'W estdn también en perspectiva axial, por lo que estdn
en perspectiva central desde ZY' N W X' N XW'. Pero observemos que
esta tultima interseccion tiene que ser O, de donde deducimos que los
triangulos XY Z y W/Z'Y” estan perpectiva central desde XW'NY Z’'N
ZY' = 0. O

PROPOSICION 4.10. Sea (P,PL) un plano proyctvo de Fano. En-
tonces si H(A, B;C, D), entonces H(C, D; A, B), por lo que

H(A,B;C,D) < H(A,B:D,C) < H(B,A;C,D) < H(B,A; D,C) <
H(C,D;A,B) < H(C,D;B,A) < H(D,C; A,B) < H(D,C; B, A)

PRUEBA: Sea XY ZW un cuadrangulo asociado a A, B, C, D; con-
sideremos U = DX NCZ yT = XW NYZ. Entonces XTUZ es un
cuadréngulo tal que C, D son dos de sus puntos diagonales (jejercicio!).
Como B = XZNCD, alcanza con probar que A € TU.

Los triangulos XUZ yYTW estan en perspectiva axial, ya que
XUNYT =D, XZNnYW = By UZNTW = C. Luego, los
triangulos estan en perspectiva cventral, por lo que A = XY NWZ =
UrnXynwz. O

EJEMPLO 4.11. Consideremos el completado de Z3 x Zs3; es un plano
proeyctivo con 943+ 1 = 13 puntos. Veremos luego que si un cuerpo k
tiene caracteristica disntina de 2, entonces el plano proyectivo asociado
P(k?) es de Fano. Tenemos entonces que los 4 puntos de una recta



3. PERSPECTIVIDADES Y PROYECTIVIDADES 37

son armonicos, no importa el orden en que se tomen: en efecto, dados 3
puntos de una recta existe un cuarto punto arménico por la proposicién
4.9] El cuarto punto arménico debe ser el restante punto.

EJEMPLO 4.12 (Puntos arménicos y razén doble). La construccién
del cuarto punto armoénico estd ligadon el caso real, a la nocion de razon
doble.

Dados 3 putnos alineados del plano real A, B, C', consideremos el

valor g_;g (el cociente de las distancias con signo de Ay B a C). Si

consideramos el caso especial cuando C' pertenece al segmento AB,
vemos que el valor anterior (la razén simple (A, B;C) = £=4) indica
la proporcién de la longitud de los segmentos en que C' divide a A, B.
Es facil ver que (A, B; C) es negativo si C' pertenece al segmento AB,

y positivo sino.

Por ejemplo, si C' es el punto medio del segmento AB, entonces
(A, B;C) = —1.

El tereoma de Tales nos dice que %
paralela en otra recta (“proyeccion desde el infinito”). Ahora bien, si
realizamos una proyeccion central desde un punto del plano hacia otra
recta, es claro que el valor (A4, B; C') cambia. En otras palabras: la razén
sinmple no es un invariante proyectivo.

es invariante por proyeccion

Ahora bien, si tenemos 4 putnos alineados A, B, C, D, entonces el
valor C_A D_A4A
R, (A, B;C,D) = C_B/D_B
es invarainte por proyeccién central. QUeda como ejercicio ver que los
puntos A, B, C, D son armoénicos su y solamente si R, (A, B;C,D) —
su razon doble —, es igual a —1.

3. Perspectividades y proyectividades

DEFINICION 4.13. Sean ¢,m dos rectas en un plano proyectivo;
cosnideremos un punto O ¢ ¢Um. Entonces toda recta por O corta a ¢
y m en un unico punto, estableciendo una biyeccion entre los puntos de
¢y los de m, que llamaremos perpectividad. Notaremos po ¢, : £ — m la
perspectividad de centro O — diremos qeu O es el centro de perspectiva.
Cuando las rectas ¢, m estén claras por el contexto, notaremos po.

OBSERVACIONES 4.14. (1)Si pom : ¢ — m es una perspectividad,
entonces su inversa palz m - 1 — £ es una perspectividad.

(2) Si £ y m son dos rectas distintas y posm es una perspectividad,
entonces po(¢{ N m) = £ Nm.
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(3) La tnica perspectividad de ¢ en si misma es la identidad.

La composiciéon de perspectividades no es en general una perspec-
tividad.

LEMA 4.15. Sean {,m dos rectas que se cortan y posm : € — m y
DPQmn - M — n dos perspectividades tal que la composicion pg © po =
Dren €S una perspectividad. Entonces { Nn € OO0'.

PRUEBA: En efecto, sea Y = ¢{NneY' = poys,. Entonces Y =
Pren(Y) = Pomn(Y'). Luego Y = O'Y Nm = OY N'm, por lo que
tenemos la igualdad de las rectas YY' = OY = O'Y. O

COROLARIO 4.16. La composicion de perspectividades no es nece-
sartamente una perspectividad. 0

DEFINICION 4.17. Una proyectividad entre dos rectas ¢,m de un
espacio proeyctivo es una biyecciéon py,, : £ — m tal que existen una
cantidad finita de perspectidades pogy.ce;, P01 .01+ - > PO 00,m tal que
DPe;m = POy tryym © **° © DOy 0.0 -

PROPOSICION 4.18. Sea (P,PL) un plano proyectivo y £ € PL una
recta. Entonces el conjunto de las proyectividades de ¢ en si misma es
un grupo, que notaremos PJ({).

PRUEBA: Es claro por la definicion de proyectividad. O

Es facil ver que las proyectividades de una recta ¢ en si misma son 2-
transitivas, es decir dados dos pares de puntos Ay, Ay € £y A}, A, € ¢,
con Ay # Ay y A} # A), entonces existe una proyectividad py, que
lleva A; en A

LEMA 4.19. Sean ¢, m dos rectas distintas, X = {Nm, y Ay, Ay € {
y A}, Ay, € m puntos distintos, distintos de X. Entonces eziste una
perspectiva que lleva A; en Al.

En particular, la accion del grupo de las proyectividades en una
recta { es 2—transitiva.

PRUEBA: La perspectiva buscada es DA A, NAL AL £m-

Probaremos la tltima afirmacién cuadno las rectas tienen al menos
5 puntos. Dados dos puntos disntinos By, By € /¢, consideramos una
recta auxiliar m que pasa por un punto distinto de B;, A;, distinta de
0. Sea O ¢ {Um y sean C; = po e.m(A;). Entonces pp,cynByCym.e©P0 6m
es la proyectividad buscada. U

Veamos ahora que en realidad, podemos probar que la acciéon de
PJ({ es 3-transitiva:



3. PERSPECTIVIDADES Y PROYECTIVIDADES 39

PROPOSICION 4.20. Sea (P,PL) un plano proyectivo y £ € PL.
Entonces la accion de PJ({) en { es 3—transitiva: dadas 2 ternas de
puntos Ay, Ay, Az y A}, Ay, Ay, de la recta €, con A; # Ay, A # A} si
i # j, existe una proyectividad pey : £ — £ tal que peo(A;) = Al

PRUEBA: Sea m € PL una recta diferente de ¢, que no pasa por
Ay, A (¢por qué existe?). Sea O ¢ ¢ Um. Aplicamos la perspectividad
Pom @ los puntos A;, obteniendo A;”, Ay”, A3s” € m. Si podemos
construir una proyectividad py,, que envie A} en A;”, la proyectividad
p;}n °© po,m cumple las propiedades deseadas.

Observando que Ay, A} # ¢Um por construccion, vemos que alcanza
entonces con probar que dadas dos rectas distintas ¢, m y tres puntos
en cada una de ellas A, B,C' 'y A', B',C", con A, A" # ¢ N'm, podemos
construir una proyectividad py,, tal que py,(A) = A’ pem(B) = B,
pf,m(c) ="

Consideramos las rectas por A que pasan por A', B, (', y las rectas
por A" que pasan por A, B,C. Si AB" = A’'B, tenemos que AA'BB’
estan alineados, por lo que ¢ = AB = A'B’ = m, lo que es absurdio.
Luego las rectas AB’ y A’B se cortan. Del mismo modo, las rectas AC’
y A'C se cortan; sean B” = AB'NA'By C” = AC' N A'C. La recta
B”C” es distinta de AA’, por lo que AA’ N B”C” es un punto, que
llamamos A”. Tenenemos entonces que la composiciéon de perspectivi-
dades pa g ¢ ¢ 0 pare o es la proyectividad buscada. O

OBSERVACION 4.21. En principio, la proposicién no garanti-
za la unicidad de la proyectividad construida. Mas adelante veremos
que la unicidad de hecho puede introducirse como un nuevo axioma
(ver ?7). Este nuevo axioma implicard ademéds que la recta B”C” es
independiente de las ternas de puntos elegidas.

Veamos el efecto de una perspectividad en una cuaterna de puntos
armonicos.

LEMA 4.22. Sea (P,PL) un plano proyectivo que cumple P5 y PG6.
Sean € # m dos rectas y p = poem una perspectividad. Si B ={0Nm y

H(A, B;C, D), entonces H(p(A)J)(B) = B;p(C),p(D)).

PRUEBA: Sea X = OB N Ap(D). Entonces p(A)OXp(D) es un
cuadrangulo completo, siendo B = OX N p(A)p(D) y A = Op(4A) N
Xp(D) dos puntos diagonales. El tercer punto diagonal es D = Op(D)N
AB,y como se cumple GH (A, B; C, D), tenemos por unicidad del punto
armoénico que C' = p(A)X N AB.

Por otra parte, el cuadrangulo completo AC X O tiene como puntos
diagonales a p(A) = CXNOAy B=0XNAC. Larecta p(A)B cora a
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OC enp(C)ya AX enp(D), por lo que se cumple H (p(A).p(B); p(CO, p(D)).
U

PROPOSICION 4.23. Sea (P,PL) un plano proyectivo que cumple P5
y P6. Entonces una proyectividad envia puntos armonicos en putnos
armonicos.

PRUEBA: Por definicién, una proyectividad es una composicién de
perpectividades. Debemos entonces probar que una perspectividad p =
Po.e,m lleva puntos armonicos A, B,C, D € ¢ a puntos arménicos en
m. El lema |4.22| nos garantiza este hecho cuando uno de los puntos
armonicos es la £ N m; veamos como usar este caso particular para
probar lo que necesitamos.

Supongamos entonces que p(B) # B, y consideremos la recta auxi-
liar n = Ap(B). Si ¢ = posn, tenemos que q(A) = A, ¢(B) = p(B) y
se cumple H(A,p(B);q(C),q(D)). Pero r = ponm es tal que r(A) =
p(A), r(p(B)) = p(B), r(q(C)) = p(C) y R(¢(D)) = p(D), por lo que
se cumple H (p(A), p(B); p(C), p(D)). O

COROLARIO 4.24. Sea (P,PL) un plano que verifica P5 y P6 y ( €
PL una recta cualquiera. Entonces el grupo PJ({) no es 4-transitivo.

PRUEBA: Si A;, Ay, A3, Ay son 4 puntos armonicos de £y A}, A5, AL, A
son 4 puntos que no son armonicos, ninguna proyectividad puede tener
a A, como imagen de A; para todo i. O



Capitulo 5
Proyectividades: el teorema fundamental

En la proposiciéon ?? vimos que en un plano proyectivo, dadas dos
ternas de puntos colineales Ay, Ao, A3 y A7, A}, A%, existe al menos una-
proeyctividad pa, a, a4, @ A1As — AJ A tal que pa, a, a;4,(4;) = Al
Veremos mas adelante que en el plano proyecivo real, P(R), se cumple
que dicha proyectividad es tnica: es el llamada teorema fundamental
de las proyectividades.

AL igual que con el teorema de Desargues, tenemos que el teore-
ma fundamental de las proyectividades no se deduce de los axiomas
anteriores (P1-P6 en este caso), por lo que es un axioma. De hecho,
probaremos que si asumimos el teorema fundamental como axioma,
entonces P1-P4 junto con P7 implican P5: el teorema de Desargues
se deduce del teorema fundamental de las proyectividades. Tenemos
entonces al momento las siguientes definiciones:

Nombre Axiomas
Plano proyectivo | P1-P4
Plano desarguiano | P1-P5
Plano de Fano P1-P6
Plano de Pappus | P1-P4, P7

1. El teorema fundamental de las proyectividades

AxioMA P7 (Teorema fundamental de las proyectividades). Sea
(P,PL) un plano proyectivo. El axioma P7 es el siguiente:

Sea 0 € PL, y Ay, As, As, Al A, AL 2 ternas de puntos en ¢, los 6
puntos distintos entre si. Entonces existe a lo sumo un proyectividad
p:l— L tal que p(4;) = AL

Veamos tres formulaciones equivalentes del axioma P7

PROPOSICION 5.1. Sea (P,PL) un plano proyectivo. Entonces son
equivalentes:

(1) El axioma P7.
(2) El axioma P7 se verifica para una recta £ dada.

41
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(3) Sean €, 0" € PL, dos rectas distintas, y Ay, Ay, A € £, A}, AL, Al €
¢ 2 ternas de puntos distintos entre si. Entonces existe una inica pro-
yectwidad p : £ — €' tal que p(A;) = Al

(4) Sean 0,0 € PL, dos rectas distintas, y X ={N{. Sip:l— ' es
una proyectividad tal que p(X) = X, entonces p es una perpectividad.

PRUEBA: Es claro que (1) implica (2). Supongamos que existe una
recta ¢ que verifica el axioma, y sea ¢’ otra recta. Sean Ay, Ag, A3, A}, Af, A}
seis puntos distintos, y consideremos una perspectividad ¢ = po e :
¢ — 0. Sipy,ps: € — £ son dos proyectividades tales que p;(4;) = A,
tenemos que g o p; o ¢! : £ — £ son dos proyectividades llevando los
puntos ¢q(A4;) en los puntos ¢(A%). Como ¢ es biyectiva, tenemos por
hipétesis que gopy o gt = qgopy0q~!, por lo que p; = po.

(1) = (3). Sean py, ps : ell tol’ dos proyectividades tales que p;(4;) =
Al y consideremos una perspectividad ¢ : ¢ — ¢ (desde un punto
O¢grur).

Entonces gop; : £ — £, 7 = 1,2, son dos proyectividades enviando
A; en q(A}). Como q es biyectiva, los puntos ¢(A}) son diferentes, por
lo que g o p; = q o po, de donde p; = ps.

(3) = (4). Sea p : ¢ — (' una proyectividad tal que p(X) = X.
Consideremos A, B € ¢\{X}. Entonces existe una perspectividad po ¢ ¢
que envia A, B en A', B" — alcanza con tomar O = AA’ N BB’. Como
poewr(X) =X, deducimos de (3) que p = pose-

(4) = (1) Sean py, ps : £ — ¢ dos proyectividades tales que p;(A;) = A,
para 2 ternas de puntos distintos A, Ay, A3, A}, AS, A;. Consideremos
X ¢ ¢, y tomemos dos rectas m,m’ por X, Consideramos dos pro-
yectividades ¢ : £ — m y ¢ : £ — m' tales que ¢(A;) = X y
¢’ (A}) = X (es facil ver que tales proyectividades existen, es més peu-
den tomarse perpectividades). Entonces, tenemos que ¢'p;g~* : m — m/
so ndos proecytividades tales que ¢'p;q~*(X) = X, por lo que son dos
perspectividades por (4). Pero si ¢ = 2,3, entonces q’p,-q_l(q(Ai)) =
q (pl(Al)) = ¢'(A%), por lo que el centro de ambas perspectividades es
q(A2)q (AL) N q(A3)q'(A}): en otras palabras ¢'pig~! = ¢'pag™, por lo
que p1 = pa. O

Veamos ahora la formulacién dual del axioma P7.

Antes definamos la nocién de correspondencia elemental, que nos
permitira relacionas las proeyctividades en rectas de un plano poryec-
tivo con las poreyctividades de haces de rectas.

DEFINICION 5.2. Sea (P,PL) un plano proyectivo, P € PL y ( €
PL una recta tal que P ¢ (. La correspondencia elemental Tpy es la
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biyeccion 7py : {p — ¢, dada por m — £ Nm. 7, p = Tpy se dice
también una correspondencia elemental, inversa de 7py.

OBSERVACION 5.3. Observemos que una perspectividad es la com-
posicion de dos correspondencias elementales. Del mismos modo, una
perspectividad “en el plano proyectivo dual”, también serd una com-
posicion de correspondencias elementales.

PROPOSICION 5.4. Sea (P,PL) un plano proyectivo que cumple P7,
entoncs su dual también lo cumple. Es decir, es cierta la afirmacion
stquiente:

Axioma D7 Sea P € P, y a1, as, as, ay, ay,5 dos ternas de rectas distin-
tas por P. Entonces existe una unica proyectividad p del haz de rectas
por P en si mismo tal que p(a;) = a;.

Probemos ahora que un plano que verifica el teorema fundamental
de las proyectividades es desarguiano. Antes reformulamos de un modo
mas compacto el axioma P5

OBSERVACION 5.5. El axioma P5 se peude formular del siguiente
modo:

Sean A, B,C, A", B'C", 0, P, Q, R tales que OAA", OBB’,
oCccC', ABP, AB'P, ACQ, AC'Q), BCR, B'C'R estan

alineados. Entonces PQR esta alineados.

TEOREMA 5.6. Sea (P,PL) un plano proyectivo que cumple P7.
entonces el plano es desarguiano (cumple P5).

PRUEBA: Dados puntos A, B,C, A’, B'C’, O, P, ), R como en la Ob-
servacién 5.5 queremos probar que PQR estén alineados. Probaremos
que P pertenece a la recta QR:

Sean S =CPNQR, T=ABNC'S, X=ABNnOC,Y =0CnN
QR, Z = OC' N A'B'. Consideremos la perspectividad p = po ap ap;
tenemos que p(A) = A, p(B) = B, p(X) = Z y p(P) = P. Sea
q = Pcr.Qr,A'B OPC,AB,QR- Tenemos que g(A) = A’, q(B) = B’ q(x) = Z,
q(P)=T.

POr el teomrea fundamental, tenemos que p = ¢, por lo que P =
p(P) = q(P) = T. Tnemos entonces que P = pcr grap(S), por lo
que P € C'S. Como S € CP, tytemoes que S = C'P N CP, de donde
P=S5e€QR. O
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2. Teorema de Pappus

El teorema de Pappus ewstablece que si un “hexagono” tiene inscip-
tos sus vértices en dos rectas, entonces los lados pares de lados opuesso
secortan en puntos alineados.

Veamos ahora que si un plano cumple el teorema fundamental de
las proeyctividades, entonces vcerifica el teorema de Pappus. Como el
panop proyectivo real verifica el teorema fudamental entonces deduci-
mos el teorema de Pappus (la prueba de Pappus usa los posutlados de
Euclides).

TEOREMA 5.7 (Pappus, siglo IV). Sjeea (P,PL) un plano proyec-
tivo que verifica P7. Sean ¢, m son dos rectas distintas, con' Y = £Nm,
y A B,C el \{Y}, A,B C" € m\ {Y} puntos distintos. Entonces
los puntos P = AB'NA'B, Q = AC'NA'C y R= BC'NB'C estin

alineados.

PRUEBA: Sea X = AB'NA'C'y Z =AC"N B'C. Consideremos la
proyectividad p = parapr.ap © per.ap.cp- Entonces p(A) = Z, p(X) =
C, p(B') = B';p(P) = R. Como B’ es un punto fijo de p, deducimos
que p es una perpectividad, de centro AZ N XC N PR. Luego ) =
AC'NA'C=AZNXC € PR. O

Se peude probar que es reciproco del teorema es cierto: si un
plano verifica el teorema de Pappues,entonces verifica el teorema fun-
damental de las proyectividades.

DEFINICION 5.8. Diremos que un plano es pappusiano o de Pappus
si verifica el axioma P7.

OBSERVACION 5.9. Sea /¢ una recta del plano proyectivo real. En-
tonces P(R?) \ ¢ estd un biyeccién con el plano afin. Si identificamos
todos los puntos de £ — es decir, consideramos la relacion de equivalen-
cia P~ Qsi P=QosiP,Q e (—, entonces tenemos que P(R?)/ ~
esta en biyeccion con el plano complejo extendido C..

Si m es otra recta, observemos que la imagen de m por la proyeccién
canénica P(R?) — C,, estd en biyeccién con m, pues m posee un tnico
punto ideal.

LEMA 5.10. Sean ¢, m dos rectas del plano proyectivo real, y po.sm
una perspectividad. Si consideramos €, m como subconjuntos de C,
existe una transformacion de Mebius f tal que fl; = po.om-

PRUEBA: Suponemos primero que O no es un punto ideal. Iden-
tificamos el plano afin R? con C, y suponiendo que ¢ es la recta por
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v = ¢+ di, de vector direccién u = a + bi, con a,b # 0 consideramos
la ecuacién paramétrica (a + bi)t + ¢ + di = ut + v, t € R. Del mismo
modo supongamos que m tiene ecuacién (@’ +b0'i)s+c +d'i = u's+ v/,
s€eR, d'b #0. Sea O = p—+ qi.

Consideramos las siguietnes trasnformaciones de Moebius:

—_

M:fuv,M:fac— 7M:fg,’c’— 7M4:fu’v’
R S VA R G ’ (b, d/_];) (6 49)
Noétese que u # 0, y a(d —q) — b(c —p) # 0 pues los vectores (a,b) y
(¢ — p,d — q) no son colineales, ya que O ¢ £. Del mismo modo, u' # 0
y d'(d —q) =V ( —p) #0.
Afirmamos que po ¢ = h = MyM; ' My M|y Como MMy My M, (ut+
v) = u' M3 My(t) + o', vemos que h(f) C m, ya que My Ms(t) € R.
Debemos entonces probar que O, ut +v y /My ' My(t) +v' son colinea-
les. Para ello, debemos probar que las pendientes de las rectas O ut+v,
y Ou/ M3 My(t) 4+ v' coinciden:
bt+d—q 2 UMy 'Mo(t)+d — g
at+c—p oMy My(t)+¢ —p

Pero EL lado izquierdo es igual a 1/Ms(t), mientras que el lado

derech ioual g, ——L— — = ——/Mst.
erecho es igual a — (6 10) frmlo|—— /M,

El caso cuando O es un punto ideal queda como ejercicio. U

TEOREMA 5.11. El plano proyectivo real es pappusiano.

PRUEBA: Debemos mostrar que se verifica el teorema fundamental
de las proyectividades.

Por el lema[5.10] toda perspectivdad es una transformacién de Moe-
bius, luego, toda proyectividad es una trasnforamcion de Maebius. Pe-
ro toda trasnforamcion de Moebius eta determinada por su valor en 3
puntos, por lo que es teorema fundamental de las proyectividades se
cumple. O






Capitulo 6

El espacio proyectivo asociado a un espacio
vectorial

1. El espacio proyectivo asociado a un espacio vectorial

DEFINICION 6.1 (Una relacién de equivalencia). Sea k un cuerpo
y V un k-espacio vectorial. Definimos en V' \ {0} la relacién de equi-
valencia v ~ w si dim(v,w);y = 1, donde si X C V es un conjunto,
entonces (X )i es el subespacio generado por X.

Observemos que si v, w # 0 entonces dim(v,w)x = 1 si y s6lo si o
bien v = w o {v,w} es un conjunto linealmente independiente. Luego,
es facil ver que ~ es una relacion de equivalencia

1. dim(v, v), = dim(v), = 1, por lo que v ~ v

. dim(v, w) = dim(w, v)y, por lo que v ~ w si y sblo si w ~ v.

3. Sidim(u,v)y = 1y dim{v,w)y =1y u=v o0 v =w, es claro
que u ~ w. Siu # vy v # w, existen a,b € k \ {0} tal que
v = au yw = bv, por lo que w = (ab)u, de donde u ~ w.

[\)

EJEMPLO 6.2. Si V = R? entonces la relacién de equivalencia es la
definida en la definicién ?77.

DEFINICION 6.3 (Proyectivizado de un espacio vectorial). Si V' es
un k-espacio vectorial, definimos el espacio proyectivo asociado a V
P(V') como el cociente de V' \ {0} por la relacién de equivalencia ~
definida en la defincién [6.1] Notaremos por py : V' \ {0} — P(V)
el mapa cociente, y por [v] la clase de equivalencia de v € V \ {0};
asf py (v) = [v].

Diremos que P(V') es de dimension n si dimV =n + 1.

PROPOSICION 6.4. Seamn V, W dos espacios vectoriales yT : V —
W una transformacion lineal inyectiva. Entonces T induce una unica
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funcion T P(V) — P(W), tal que el siguiente diagrama conmuta

4 \l{O} —W \l{O}
P(V) P(W)

PRUEBA: Es una aplicacién directa de la propiedad universal del
cociente a la funcién py o T' (ver las observaciones para pensar que
siguen). O

PARA PENSAR:. (1) ;Por qué pedimos que T sea inyectiva?
(2) Construir un ejemplo de una funcién 7' : R?* — R?® que induzca

una biyeccién T : P(R?) — P(R?) que no sea un isomorfismo de planos
proyectivos.

DEFINICION 6.5. Un isomorfismo entre dos espacios proyectivos
P(V) y P(W) es una biyeccién T : P(V) — P(W) inducida por un
isomorfismo lineal T : V' — W.

COROLARIO 6.6. Sean V, W dos k-espacios vectoriales de la misma
dimension. Entonces P(V') = P(W).

PRUEBA: Sea T': V — W un isomorfismo. Entonces T : P(V) —
P(W) es el isomorfismo buscado. O

EJEMPLO 6.7 (Introduccién de coordenadas). Sea V' un k-espacio
vectorial de dimensién finita dimV =n+1,y B = {eg,e1,...,€,} una
base. Entonces podemos identificar los vectores de V' con los vectores
de k™™ via el mapa coordenadas coords : V — k™! coords(v) =
(ag, a1, ... an) siv=">""ae;.

El mapa coordenadas induce a su vez un isomorfismo P(V) —
P(k™*), coordg(v) = [ag : ...,an) = [(ao,...,a,)] — nétese la no-
tacién que usamos para los elementos de P(k™*1).

Dado otro espacio vectorial W, de dimension m+1y T :V — W
una transformacion lineal inyectiva, si C = {fo, ..., fin} es una base de
T, tenemos los siguientes diagramas conmutativos

VA{0} —— W\ {0} (1.1)
coordp |V\{0} L lcoordc ‘W\{O}

k™t {0} — k™ {0}

Lemg
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donde [T¢ denota la matriz asociada a T" en las bases B y C, que se
combinan en un “cubo conmmutativo”.

Observemos con mas atencién el diagrama : aunque 7' no sea
una trasformacién lineal, el hecho que coords y coorde sean biyeccio-
nes garantiza la existencia de una tnica T : k"' — k™*! tal que el
diagrama

VA {0} —— W\ {0}
coords [\ {0} l lcoordc lw {0}

K {0} —— ke {0}

conmuta — el que T sea lineal se usa para poder garantizar que T es
de la forma L4, para una matriz A.

Observemos que si T lleva rectas por el origen en rectas por el
origen, entonces lo mismo pasa con 7T. Probamos entonces el siguiente
lema

LEMA 6.8. Sean V,W dos k—espacios vectoriales de dimension fi-
nita, y B = {eg,e1,...,e,}, C={fo,..., fm} bases de V' y W respecti-
vamente (por lo que dimV =n, 1 ydimW =m+1). SiT:V - W
es una funcion que lleva (biyectivamente) subespacios de dimension 1
en subespacios de dimension 1, entonces:

(1) T es inyectiva.

(2) T induce una funcién inyectiva T : P(V) — P(W), dnica tal que el
diagrama siguiente conmuta.

(3) T induce una funcion T : k"' — k™, 1inica tal que el siguiente
diagrama conmuta.

PRUEBA: (1) Sea v € KerT. Entonces T'((v)) = {0}, por lo que
{v) = {0}
(2) T induce una funcién T' : P(V') — P(W) pues la funcién pwoT|v\foy
es constante en las clases de equivalencia. Sean x,y € P(V) tales que
T(x) = T(y). Consideremos u, v € V' \ {0} tales que [u] = z y [v] = y.
Entonces T(x) = [T(uw)] y T(y) = [T'(v)], por lo que existe a € k\ {0}
tal que T'(v) = T
es inyectiva.
(3) 0

Se puede probar atin mas:

aT(u) = T(au). Pero entonces [u] = [v], por lo que T
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TEOREMA 6.9. En la notacion del lema 72, si T : k"1 — k™*! es
de la forma T(xq,...,T,) = (Tg(xo, e Tm)y ey T o,y - - ,xm)), con
T; polinomios en las variables xq, ..., x,, entonces T es una transfor-
macion lineal.

PRUEBA: Omitiremos la prueba. O

PROPOSICION 6.10. Sea V' un espacio vectorial y W C V un subes-
pacio. Entonces py|ungoy : W\ {0} = P(V) induce una funcion biyec-
tiva T : P(W) — py (W \ {0}), de modo que el diagrama siguiente es
conmutativo.

pviw\{o}

WA {0} —=pv (W \ {0})

m A

P(W)

PRUEBA: Inmediato. U

La proposicién nos dice que la imagen por py de W\ {0} es
el espacio proyectivo P(W). Diremos que py (W \ {0} es un subespacio
proyectivo de dimension dimW — 1. Pero si miramos a la luz de los
calculos que acabamos de hacer la definicion 7?7, cabe preguntarnos
qué forma tiene la imagen por py de un subespacio afin de V, es decir,
un conjunto de la forma v + W, donde W C V es un subespacio de V.

PROPOSICION 6.11. Sea V' un k-espacio vectorial, W C V un subes-
pacio yv € V\W. Sea W' = (v) @W. Entonces py|wn oy : W \{0} =
P(V) induce una funcién biyectiva T : P(W') — py (W' \ {0}) =
pv(v+W).

En particular, py(v+W) es un subespacio proyectivo de dimension

dim W'.

PRUEBA: Primero observemos que como v ¢ W, (v) "W = {0} —
ya que la interseccion de subespacios es un subespacio. Aplicando la
proposicién [6.10] tenemos la existencia de la biyeccién T'. Resta probar
que py (W’ \ {0}) = pv(W). Ahora bien, la inclusién py (v + W) C
pv (W' \ {0}) es clara — observemos que como v ¢ W, 0 ¢ v+ W. Por
otra parte, si h = av + w # 0, entonces av,w # 0, por lo que a # 0.
Luego py(av + w) = pv ((av + w)) = pyv (v + tw) € py(v+W). O

2. Espacio proyectivo dual

DEFINICION 6.12. Sea V un k—espacio vectorial de dimensién finita.
Entonces V¥ = Homy(V, k) es un espacio vectorial isomorfo a V', por lo
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que P(VV) es un espacio proyectivco isomorfo a V. Diremos que P(V")
es el espacio proyectivo dual de V.

OBSERVACION 6.13. Observemos que los puntos de V'V son los fun-
cionales lineales, por lo que los puntos de P(V") son los funcionales
lineales “a menos de multiplicacién por un escalar”. Si f € VV\ {0} y
a € k\ {0}, entonces Ker(f) = Ker(af) es un subespacio de dimensién
dimV — 1.

Tenemos entonces que f y af determinan el mismo hiperplano (por
el origen) de V.

Aplicando la proposicién ??, tenemos que py (Ker(f)) = pv (Ker(af))
es un subespacio proeyctivo de dimensiéon dim V' —1 — es un hiperplano
proyectivo.

Reciprocamente, tenemos que todo hiperplano proyectivo se puede
construir a partir de un funcional lineal.

PROPOSICION 6.14. Sea V' un k—espacio vectorial de dimension fi-
nita y W C V' un subespacio vectorial de dimension dimW = dimV —
1. Entonces existe un funcional lineal f € V'V tal que Ker(f) = W. Mds
atin, si g € V¥ es otro funcional lineal tal que Ker(g) = W, entonces
existe a € k '\ {0} tal que g = af.

PRUEBA: Este es un resultado conocido de &lgebra lineal, veamos
de todos modos su prueba.

Sea N = (v) un complemento directo de W — N tiene dimensién 1
pues dim V' = dim W + dim N. Por la propiedad universal de la suma
directa, tenemos que f € V'V estad determinada por sus restricciones a
Wy N. Si Ker(f) = W, tenemos necesariamente que f(w) = 0 para
todow € W,y fln # 0 — ya que de lo contrario Ker(f) = V. Pero f|x
estd determinada por su valor en v. Tenemos entones que si definimos
f(v) = b # 0, entonces f queda determinada y verifica la tesis. Sea g
otro funcional que verifica la tesis, entonces g(v) = ¢, y tenemos que
para todo w € Wy a €k,

g(w + av) = g(w) + ag(v) = ac = ac%b = gaf(v) = gf(w + av).

En otras palabras, g = 7 f. 0

Vemos entonces que los hiperplanos de V' (o equivalentemente los
hipreplanos proyectivos de P(V)), estan en biyeccién con los puntos de
P(VY). Més en general, recordemos la definicién de anulador:

DEFINICION 6.15. (1) Sea V un espacio vectorial y W C V un
subespacio. Se define el anulador o perpendicular de W en VV, W+ C
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V'V de la siguiente forma:
WH={f:V-keV': flyw =0}

(2) Sea X C VY un subespacio del dual de V, se define X+ C V de la
siguiente forma:

X+ ={veV: f(v)=0paratodo f € X}.

Es ficil probar a partir de las definiciones anteriores que W+ es un
subespacio de VY y que X+ es un subespacio de V.

PROPOSICION 6.16. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita
y W C V un subespacio. Entonces dim W+ = dimV — dim W.

Si X C VV es un subespacio, entonces dim X+ = dim VY —dim X =

dimV — dim X.

PRUEBA: Sea {ws,...,w,,} una base de W, completémosla a una
base B = {w,..., W, Vmi1,--.,0,} de, V. Entonces f € VY estd de-
terminada por sus valores en B: si {wy,...,w},, v ,...,v;}, enton-

ces f(v) = > flw)w; + > f(vi)vf. Luego, flw = 0 si y sélo si
f =" f(vi)v;. En otras palabras W+ = (¥ ,...,v), y dim W+ =
dimV — dim .

La prueba de la afirmacion restante es analoga. 0

OBSERVACION 6.17. Nétese que la prueba de la proposicién [6.16]
usa una base auxiliar B que no estd univocamente determinada. Por
otra parte el subespacio W+ estd definido sélo en términos W: otra
eleccién de la base B producird una base diferente de W+,

COROLARIO 6.18. Sea V' un k—espacio vectorial de dimension fini-
ta. Entonces la operacion -+ produce una biyeccion entre los subespa-
ctos de dimension m, m < dimV de V' y los subespacios de dimension

dimV —m de VV. Si W C W', entonces (W)t C W+.
PRUEBA: Ejercicio. U
3. Subespacios proyectivos

En esta seccién veremos como
4. Planos y espacios proyectivos 3-dimensionales
Ya vimos que P(k?) es un plano proyectivo desarguiano. Veamos

ahora que si V' es un k—espacio vectorial de dimension 4, entonces
P(V) es un espacio proyectivo 3 dimensional.
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PROPOSICION 6.19. Sea V' un k—espacio vectorial de dimensidn 4.
Definimos PL(V) = {pv({ Entonces (IP’(V),






Capitulo 7
Planos proyectivos sobre anillos de divisién

Si consideramos un anillo con unidad A, tiene sentido definir el
analogo de un espacio vectorial, usando como “escalares” los elementos
del anillo. La categoria de los mddulos sobre un anillo A (sus repre-
sentaciones) brinda mucha informacién sobre A. El estudio de los A-
modulos presenta una serie de obstaculos comparado con el estudio de
los espacios vectoriales sobre un cuerpo, debido a la ausencia de inverso
para todo elemento — maés alla de los problemas directo que tenemos
que enfrentar por no tener inverso siempre, otros fenémenos colaterales
aparece, como ser por ejemplo que pueden existir divisores de cero, es
decir elementos a, b
inA no nulos tales que ab = 0. Otro obstaculo es que el producto en
un anillo no es necesariamente conmutativo.

En el contexto en el que estamos trabajando — la geometria del
plano y el espacio proyectivo —, si consideremos anillos de division —
es decir anillos con unidad tales que todo elemento no nulo tiene inverso
—, podemos recuperar las propiedades necesarias en sus modulos para
poder definir en analogo del espacio proyectivo asociado a un espacio
vectorial.

Como el objetivo de este curso no es el estudio en profundidad de los
modulos de los anillos con divisién, presentaremos el caso méas simple,
que se corresponde con el espacio proyactivo asociado a k™.

En lo que sique, R sera un anillo con division

1. El espacio proyectivo asociado al espacio afin R""!

DEFINICION 7.1. Dado el espacio afin R*"!, definimos una rela-
cién de equivalencia en R™™!\ (0,...,0) por x = (zg,...,%Tn) ~ Yy =
(Yo, - - -, Yn) si existe A € R\ {0} tal que y =z := (2o, ..., T, A).

El espacio proyectivo P"(R) = P(R™) es el conjunto cociente de
R™1\ {0} por la relacién de equivalencia definida més arriba.

OBSERVACION 7.2. Como el anillo R no es conmutativo, jno es lo
mismo escribir ;A que A\z;!

55
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EJEMPLO 7.3. Si R es un cuerpo (es decir si R es conmutativo),
nos encontramos con la definiciéon de espacio proyectivo que vimos en
la definicién 77.

TEOREMA 7.4. El plano P?(R) es un plano proeyctivo.

PRUEBA: Alcanza con imitar la prueba que hicimos para el caso de
un cuerpo cualquiera, por lo que queda de ejercicio. O

TEOREMA 7.5. Un plano proyectivo sobre un anillo de division sa-
tisface p.

PRUEBA: Alcanza con imitar la prueba que hicimos para el caso de
un cuerpo cualquiera, por lo que queda de ejercicio. 0

2. El grupo de automorfismos de P?(R)

DEFINICION 7.6. Un endomorfismo semi-lineal de R® — R" es
una funccion T : R" — R" tal que existe un isomorfismo de anillos
a:R—-RT(x)+y=T(x)+T(y) y T(ax) = a(a)T(x).

Si T es invertible, diremos que 1" es un automorfismo. En ese caso,
T~! también es una transformacién inicial (consdierando el isomorfismo

a':R— R).

EJEMPLO 7.7. Si R es un cuerpo, entonces las transformaciones
lineales son semilineales.

EJEmMpPLO 7.8. La conjugacion C — C, es un morfismo de ani-
llos, por lo que el mapa T' : C" — C" dado por T((21,...,2,) =

(Z1, - .., (2n)) es una transformacion semi-lineal: exsiten trasnformacionessemi-
lineales que no son lineales.

LEMA 7.9. Si A € M,(R), entonces La : R* — R™ es un auto-
morfismo (con o =id). Mas ain Lao Lg = Lap, y L1, = id, por lo
que Ly es un automorfismo si y solo si A es invertible, en cuyo caso
LATl - LA—I.

PRUEBA: Son las cuentas que realizamos en algebra lineal. O

PROPOSICION 7.10. Sea A € M,,,,(R) una matriz invertible. En-
tonces Ly induce una biyeccion Ty : P*(R) — P*"(R). Para n = 2,
dicha biyeccion es un automorfismo.

PRUEBA: Como A es invertible, 4(zo,...,z,) = (0,...,0) si yi solo
si (xg,...,1,) = (0,...,0), por lo que la restriccién de L, a R™\
{0} induce una funcién La|ge+1\ (o3 R\ {0} — R\ {0}. Como
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L, (a(xo, . ,xn)) = al(xg,...,x,), para todo a € R, tenemos que
L 4| gni1\foy induce una funcién T : P"(R) — P"(R). Por otra parte, es
facil ver que la funcién Ty-1 : P*(R) — P*(R) inducida por L1 = L'
es la inversa de T'y.

SUpongamos ahora que n = 2. Entonces, como L 4 envia planos por
el origen el planos por el origen, tenemos que 7" enviua puntos alineados
en puntos alineados. En otras palabras, T4 es un automorfismodel plano
proeyctivo P?(R). O

LEMA 7.11. Dos matrices invertibles A.B € M3(R) son colineales
(es decir, eziste a € R tal que B = Aa, Ty y Ty si y solo si toman los

mismos valores en P, =[1:0:0], P, =1[0:1:1], s=1[0:0:1] y
Py =[1:1:1].

PRUEBA: Observemos que un ta la tiene que ser necesariamente no
nulo.

Si existe «
inR\ {} tal que B = aA entonces Tp(z) = [Bz| = [aAzx] = [Az] =
Ta(z) para todo x € R32\ {0}.

Supongamos ahora que A, B son tales que Ts(FP;) = Tp(P;) para
i=1,...,4.S1 A= (a;;) y B = (b;), entonces para j = 1,2, 3 existe

A; € R\ {0} tal que
blj alj
bgj = (G«Zj ) )\]
bs; as;
y existe \y € R\ {0} tal que
b11+b12+b13 ai1taiz+ais
<b21+b22+b23 ) = )\j (a21+a22+a23 > Oy
b31+b32+b33 azi1tasz2+ass
Pero Ly(1,1,1) = L4(1,0,0) + Laq(0,1,0) + L,(0,0,1), por lo que
tenemos que para todo ¢ = 1,2, 3, se cumple que
a11A1+aizdataiszis (a11+a12+a13) s
<a21/\1+a22)\2+a23)\3 > = )\j (a21+az2+a23)As
aziA1+aszzA2+assAs (as1+asz+ass) s
Deducimos entonces que La(A; — Ay, Ao — Ay, A3 — Ay) = (0,0,0) lo
que, por ser A es invertible, implica que A\; = Ay para j = 1,2,3. En
otras palabras, B = A\,. O

LEMA 7.12. Sea A € R\ {0}. Entonces Tha,,, : P"(R) — P"(R)
es la identidad si y solo si A € Z(R).

Si A ¢ Z(R), entonces Tata,,, ([zo -+ ¢ @,]) = [o(xo) -+
a(xn)}, donde o : R — R es el automorfismo dado por o(a) = Aa\™*
para todo a € R.
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PRUEBA: T,y ([zo @ -+t @p]) = [Awo 1 -+ 0 Az = [AzoA ™t
ces Az AT

Queda probar que si TAIdn+1([$o D xn]) = Idpn(g), entonces
A€ Z(R).

Evaluando en el punto [z : 1 : - - : 1], tenemos que existe a € R\{0}

tal que (Az, \,...,\) = (za,...,a), de donde a = A y Az = a\ para
todo r € R. O



Capitulo 8
Ceros de polinomios en el plano proyectivo

En este capitulo consideraremos un cuerpo (infinito) k y el plano
proyectivo P?(k) = P(k?).

1. Ceros de polinomios homogéneos en el plano proyectivo

Sea p € k|z,y, z] un polinomio homogéneo de grado t¢. Si bien la
funcién p : k3 \ {(0,0,0)} — k no es constante en las rectas por el
origen, podemos trabajar con los ceros de p en P(k?), del siguiente
modo:

Consideramos la funcién p : k? \ {(0,0,0)} — {0,1} definida por
Za:,y7z) = 0 s ip(x,y,z) = 0y 1 si no. Entonces, como p(a(a,b, c)) =
a'p(a,b, ), vemos que p es constante en las rectas por el origen, por lo
que induce una funcién p : P(k*) — {0, 1}.

Por construccién, tenemos que p([a 2 b c]) = 0 si y sélo si
p(a,b,c) =0, siy sélo si p(aa, ab, ac) =) para todo «a € k.

Veamos ahora la relacién de V(p) C k* con el conjunto p~*(0).

Consideremos el plano {z = 1} C k*. Entonces [a: b: ] € 7({z =
1}) siy solo si la recta A(a, b, ¢) intersecta {z = 1}, es decir si ¢ # 0, en
cuyo caso la interseccion es el punto (2, ’E’, 1). Deducimos que si ¢ # 0j
entonces p([a: b : c]) =0 siy sélosi p(¢,2,1) =0.

Como la restriccién ﬂ-‘{zzl} {2z =1} = P(&?) \ lomry = Us es

biyectiva, deducimos que
—1 _ =1 3 _ . —
Del mismo modo,

pH0)NUy =7 1(0) N (P(k*) \ lgazy) = 7({(Ly,2) : p(1,y,2) = 0})
pHO)NU =p H0)N (P(k?’) \E{yzl}) = W({(x, L,z):p(x,1,2) = O})
59
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NOTACION 8.1. Si p € k|x,y, 2] esun polinomio en tresvariables,
notaremos ev,_; : k[x,y, z] = k[z,y| a la funcién que asocia a un poli-
nomio p = 7, . @'y’ 2" el polinomio ev._i (p) = 3=, (32, air)'y’
— el polinomio que se obtiene evalaundo la variable z en 1.

2. Homogeneizacion de polinomios

Mantenemos las notaciones de la seccién anterior.

El plano {z = 1} con las rectas que contiene conforma un plano
afin, de modo que la biyeccion (z,y) — (z,y,1), es un isomorfismo.

Entonces, un polinomio en dos variables ¢ € k[x,y| puede verse
como una funcién en {z = 1}, ¢: {z = 1} — k, dada por ¢(z,y,1) =
q(z,y).

Sea p € k[x,v, 2] un polinomio homogéneo. Si identificamos P(k3)
con la completaciéon del plano afin {z = 1}, tenemos entonces que
p~1(0) puede verse como la “completacion” de los ceros del polinomio
q definido en el plano {z = 1} por ¢(x,y) = p(x, y, 1)E|

Sea ahora ¢ € k[z, y] un polinomio en dos variables, y consideremos
sus ceros, pero vistos en el plano {z = 1}

V(@) = {(x,y,1) : q(,y) = 0}

Queremos ver 7(V(q)) como los ceros de un polinomio homogéneo.
Para ello, introducimos la homogeinizacion de un polinomio.

DEFINICION 8.2. Sea ¢ =, ai; 'y = ago + a1ox + a1y + anry +
s+ Apx™y™ € K[z, y] un polinomio en dos variables, y sea N =
max{i + j : a;; # 0} — es decir, N es el mayor grado total de los
términos no nulos del polinomio ¢, diremos que es el grado total del
polinomio q.

Definimos la homogeinizacion del polinomio ¢ como el polinomio
p € K[z, y, z] dado por la férmula

i, N—i—j
pZE ai;x'y’ z T =
ij

N N-1 N-1 N-2
app? + a1prz’ T+ anyz  +anryz’ T+

agol'zZN_Q =+ @02y2ZN_2 N anmwnymZN—n—m

'Esta idea puede precisarse mejor, introduciendo una “topologia” en k3 y P(k3),
pero las técnicas involucradas escapan al objetivo de este curso.
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Observemos que todos los monomios del polinomio p tienen grado
total IV, por lo que p es un polinomio homogéneo. Por otra parte, si ig, jo
sontales que 79 + jo = N, observemos que en término correspondiente

. ploggo ,N—=to—jo — . . pl0,.J0
de p es a; 2"y = Wiy o Y.

OBSERVACION 8.3. Es ficil ver que la homogeinizacién H : k[z,y] —
{polinomios homogéneos} es una funcién inyectiva, ya que ev,_; oH =
Idy[,,). Ademds, es facil ver que H que respeta los grados totales.

La imagen de H son los polinomios homogéneos que no son multi-

plos de z (es decir, tales que al menos uno de los monomios no tiene la
variable z).






APENDICE A
Nociones basicas de la teoria de grupos

DEFINICION A.1. Un grupo es una cuaterna (G,m,t, 1), donde G
es un conjunto, m: G x G - Gyt : G — G dos funciones, y 1 € G
un elemento, tales que cumplen las siguientes propiedades.

» Propiedad asociativa m(a, (b, c)) = m(m(a, b),c) para todo
a,b,ceq.
» Existencia del neutro m(1,a) = m(a,1) = a para todo a € G.
s Fristencia del inverso Para todo a € G existe b € G tal que
m(a,b) = m(b,a) = 1.
Si m(a,b) = m(b,a) para todo a,b € G, diremos que G es un grupo
abeliano o grupo conmutativo.
NOTACION A.2. En general, hablaremos de un grupo G, sin hacer
mencién explicita a las operaciones.
Si (G,m,t,1), notaremos m(a,b) = ab = a - b. Asi, la propiedad
asociativa se lee (a(bc) = (ab)c para todo a,b,c € G.
Notaremos por a~! al inverso de a.

OBSERVACION A.3. Las propiedades de la cuaterna (G, m,,1) se
pueden escribir como diagramas conmutativos:

GxGxG’n&GxG G&GXG GXG&GXG
ideL lm idxll lm indl lm
GxaG — G GxG——C GxG———C

EjempLos A4. (1) (Z,+,1,—) es un grupo abeliano.
(2) Si k es un cuerpo, entonces (k, +,0, —) y (k\ {0}, -, 1,-7! son grupos
abelianos.

(3) Zy, los enteros médulo n con la suma es un grupo abeliano, con
neutro la clase del 0.

(4) El grupo general lineal Gl,(k) de las matrices n x n con coeficientes
en el cuerpo k, invertibles, es un grupo con el producto de matrices,
con neutro la matriz identidad. El grupo GL, (k) sélo es conmutativo
para n = 1, donde GL; (k) =k \ {0}.
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(5) De modo equivalente, si V' es un espacio vectorial, Aut(V), el con-
junto de las transformaciones lineales invertibles de V' en si mismo, es
un grupo con la composicion, con neutro la identidad.

(6) Si X es un conjunto, (Biy(X), o,id, -*1), el conjunto de las biyec-
ciones con la composicién, es un grupo. Se puede probar que Biy(X)
es conmutativo si y solamente si # = 1,2 (ver ejercicio 77.

LEMA A.5. Sea G un grupo, y e € G tal que €* = e (un elemento
idempotente ). Entonces e = 1.

PRUEBA: Multiplicando la igualdad e?> = e por el inverso de e,
tenemos que e =e !l-e-e=et-e=1. O

DEFINICION A.6. Dados dos grupo G, H, un morfismo de grupos
entre G y H es una funcién f : G — H que respeta el producto:

f(ab) = f(a)f(b) para todo a,b € G.
Gx GG

|

HxH——H
M

PROPOSICION A.7. Sea f : G — H un morfismo de grupos. Enton-
ces f(lg) = 1g y f(a™) = f(a)™! para todo a € G.

PRUEBA: Como f(1lg) = f(1g - 1¢) = f(1g) - f(1g), tenemos que
f(lg) = 1g.

Por otra parte, f(a)f(a™') = f(aa™') = f(1g) = 1g = f(a " ta) =
fla)f(a™). m

EJEMPLOS A.8. (1) Si G es un grupo, entonces la identidad id :
G x G es un morfismo de grupos.
(2) Sea G un grupo, entonces el inverso ¢ : G — G es un morfismo si

y solo si G es conmutativo. En efecto, como (ab)™' = b"'a™!, tenemos
que (ab)™' = a7'b~! para todo a,b siy sélo si a o7t = b~ ta"L.

DEFINICION A.9. Ses G un grupo. Un subgrupo es un conjunto H
no vacio, estable por el producto y la inversa:

1.1e H
2. ab € H para todo a,b € H.
3. a=!' € H para todo a € H.

OBSERVACION A.10. Si H es no vacio y es estable por el inverso y
le producto, tenemos que 1 € Hj ya que aa~' € H para todo a € H.
Esto justifica la escritura de 1 en la definicién anterior.
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DEFINICION A.11. Sea G un grupo. Un subgrupo H C G se dice
normal si se cumple que aha™! € H paratodoa € G h € H.

DEFINICION A.12. Sea G un grupo y X un conjunto. Una accidn
(a izquierda) de G en X es una funcién ¢ : G x X — X que cumple
que :

1. p(ab,x) = go(a, ©(b, x) para todo a,b € G, x € X.

2. p(1,x) = x para todo = € X.
Notaremos ¢(a,x) = a - x. Entonces 1 se lee (ab) - x = a - (bcot x).
Six e X, la orbita de G por x es el conjunto

Oc(z)={g-z:9€G}.

OBSERVACION A.13. Se puede definir accién a derecha de un modo
andlogo.

DEFINICION A.14. Sea G un grupo actuando en un conjunto X. El
grupo de isotropia de x € X es el conjutno de los elementosd deG que
dejan fijo x:

G.={9eG:g-xv=ux}

Es facil ver que G, es un subgrupo de G.

Un punto fijo de la accién de G en X es un elemento z € X tal que
g-x =z para todo g € G, es decir tal que G, = G.

Una accién es libre si G, = {1} para todo x € X.

Diremos que la acciéon de un grupo G en un conjunto X es transitiva,

si existe x € X tal que Og(x) = X — luego, la drbita de cualquier
y € X es todo X.

Un subconjunto Y C X es G-estable si g-y € Y para todo g € G
eyeY.

SiY C X, notaremos G-Y ={g-y:9g€ G, yec Y} Luego Y es
G-establesi G- Y =Y.

LEMA A.15. Sea ¢ : G x X — X wun accion del grupo G en el
conjunto X, y sea Y C X un sobconjunto G-estable. Entonces la res-
triccion cp’GXy :G XY =Y esuna accion.

PRUEBA: Como Y es G-estable, tenemos que ¢(G x Y) C Y. Es
claro que las propiedades de una accién se siguen cumpliendo. O

LEMA A.16. Sea ¢ : G x X — X una accion del grupo G en el
congunto X . Entonces ¢ induce una accion en el conjunto de las partes

de X, 9:GxP(X)— P(X), dada por g-Y ={g-y:y€Y}.
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Para esa accion, el conjunto de los subconjuntos de X que tienen
el mismo cardinal es G-estable.

PRUEBA: Como (ab) -y =a- (b-y), tenemos que
(ab)Y = {(ab)y:yeY}={alby):yeY}={(au:uebY}=a(bY)

Como ¢, : X = X, p,(z) = ¢(g,x) es una biyeccion, #g¢g - Y =
#()s(Y)) = #Y 0

LEMA A17. Sea px : GX X - X ypy : GXY =Y dos acciones
del grupo G. Entonces pxxy : G X (X XY) = X XY, g (z,y) =
(g-x,g-y), es una accion. En particular, px induce una accion de G
en X x X -+ x X (el producto de n copias de X ), por g-(x1,...,x,) =
(9-x1,...,9 x,). Esta accion se denomina la accién diagonal

PRUEBA: Ejercicio. U

DEFINICION A.18 (Ad-hoc). Sea G un grupo actuando en el con-
junto X Diremos que la accion es n-transitiva si la accién diagonal en
X X --+x X (n copias) es transitiva.



APENDICE B
Numeros complejos

Existen diferentes maneras de abordar los “ntimeros complejos”.
Desde el punto de vista algebraico, podemos pensar que el cuerpo de
los complejos C es el menor cuerpo que contiene a los nimeros reales y
tal que todos los polinomios de coeficientes reales noconstantes tienen al
menos una raiz — de hehco: todo polonomio de coeficientes complejos
no constante tiene al meons una raiz, y por lo tanto tantas como su
grado si las contamos con multiplicidad: C es un cuerpo algebraicamente
cerrado.

Recordemos que los nimeros complejos se modelan como pares de
nimeros reales del siguiente modo:
El polinomio z? + 1 tiene dos raices: si i € C es una de ellas, entonces
i ¢ Rjy la otra raiz de —i.

La multiplicaciéon por ntimeros reales induce una estructura de es-

pacio vectorial real en C, para la que el conjunto {1,i} es una base:
dado un nimero complejo z, existen Unicos a, b € R tales que z = a+bi.

Aplicando el mapacoordenadasC — R (para la base anterior), tene-
mos que los todo nimero complejo puede describirse como un elemento
de R?. En esa descripcién, tenemos que (a,b) + (x,y) = (a + b,z + y)
y (a,b) - (x,y) = (ab — xy, ay + bx).

Si (a,b) # (0,0), entonces su inverso tiene la forma (a,b)™! =
(ﬁ, ﬁ), por lo que la divisién por (¢, d) # (0,0) tiene la forma

ac+bd bc— ad
Bajo esta biyecion, los niimeros reales conforman los elementos con
segunda coordenada nula R = {(a, 0):ac€ R}.

DEFINICION B.1 (Conjugacién). La simetria respecto al eje de los
nimeros reales se denomina la conjugacion (compleja). El conjungado
de un nimero complejo z € C se denota z En la descripcién binomial
a+bi=a—b.
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Si pensamos un ntimero complejo z = a + bi como un vector de R?,
z = (a,b), tenemos que su mddulo es |z| = a? + b%: el inverso de z

peude describirse como 27! = @

DEFINICION B.2 (La esfera de Riemann). Consideremos en R? la es-
fera S? de centro (0,0, 1) y radio 1. Entonces S*N{z = 0} =){(0,0,0)}.
Llamemos N = (0,0, 1). Entonces toda recta por N que no sea tangen-
te a S? corta a la esfera S? en un punto, y al plano 7 = {z = 0} en
otro: tenemos una biyeccion entre los puntos del plano 7wy 5%\ {N}.

Consideramos un “punto al infinito” oo que se corresponde con V:
el conjunto C., de los nimeros complejos extendidos esta en biyeccién
con la esfera de Riemann S2.

DEFINICION B.3 (Trasnformaciones de Maebius). Dados a,b, ¢, d €
C, conad — bc # 0, la transformacion de Mebius asociada es la funcion
f(a b) : Co — Cy, de la forma
cd

b
:——:—_d si z# 00, z# —d/c
f(ab)(z): 00 siz=00, c=0
cd a/c siz=o00, c#0
00 siz=—d/c, c#0

LEMA B.4. La funcion ¢ : GL(C) — Biy(Cw) dada por

es un morfismo de grupos.

En particular, las transformaciones de Mebius son un subgrupo de
las biyecciones de C, y GL(C) actia en Cy via .

Mas aiin, Kerp = {(89%):a # 0}.

PRrRUEBA: Cuentas!
Noétese que

-1 = = N
Ty = I = ety =g
Para la ultima afirmacién, debemos probar que 0

LEMA B.5. El grupo de las transformaciones de Mebius acita en
forma 3-transitiva. Mds aun, una trasnformacion de Mebius queda
determinada por su valor en tres puntos de C.
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PRUEBA: Debemos probar que dados x,y, z € C,, distintos, existe
una unica transformacion de Moebius f = f(a ) tal que f(0 ) = x,

Recordemos que f(a by = fa(a b) para todo a # 0.

1ER CASO: z,y,z € C. Como f(oo) = z # 00, tenemos que ¢ # 0,
y a/c = z. Ademés, como f(0) = = # oo, deducimos que d # 0y

b/d = x. Como f(1 )—y;«éoo tenemos que c+d # 0y 42 = 5. Como

c+d
__ atb
d # 0, podemos asumir que d = 1. Entonces b = x, a = cz e y = &7,

xc—y
y—z '

Debemos Verlﬁcar que ad—bc # 0: ad—bc = a—bec = % # 0.
Podemos mejorar la presentacién, multiplicando por el factor y — z:
f f z y—=z)
(3 75)
El resto queda como ejercicio. U

cz+r

de donde y =

porloquec-y ,ya=z="—






APENDICE C
Anillos de division

DEFINICION C.1. Un anillo es una quintupla (A, m,s,0,0) tal que
(A, s,0,0) es un grupo abeliano y m : A x A — A un producto asocia-
tivo, de modo que se verifica la propiedad distributiva: m(s(a, b), c) =
s(m(a, c), m(b, c)) y m(c, s(a, b)) = s(m(c, a), m(c, a)) paratodo a, b, c €
A. En otras palabras si denotamos por a + b = s(a,b) a la suma del
anillo y por ab = a - b = m(a,b) al producto, para todo a,b,c € A se
cumple que:

1. (a4+b)+c=a+ (b+c) (convencién: se calculan primero los
paréntesis)

O+a=a+0=a

a+o(a)=o0(a)+a=0

a+b=b+a

a(bc) = (ab)c

(a + b)c = ab + be (convencidn: se realiza primero el producto)
cla+b)=ca+ch

O Gt WD

Si existe 1 € A tal que la = al = a para todo a € A (un neutro
para el producto), diremos que A es un anillo con unidad.

Si A es un anillo con unidad tal que existe una funcién ¢ : A\ {0} —
A\ {0} tal que ¢(a)a = ar(a) = 1 para todo a € A\ {0}, diremos que
A es anillo de division o Cuerpo no conmutativo.

Si el producto es conmutativo, diremos que A es un anillo conmu-
tativo.

Un cuerpo es un anillo de division, que es conmutativo.

OBSERVACIONES C.2. (1) En un anillo, 0a = a0 = 0 para todo
a € A, yaque )a = (04+0)a = 0a+0a, por lo que Oa es un idempotente
para la suma y tiene que ser el 0 (sumar el opuesto).

(2) Notemos que si A es un anillo con unidad tal que 1 = 0, entonces
A = {1}. En efecto, si a € A, entonces a = la = 0a = 0.

(3) Del mismo modo, si 0 # 1, entonces el 0 no puede tener inverso:
1 =0:(0) =0.
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(4) En un anillo de divisién, si ab = 0 entonces o a = 0 0 b = 0: si
a# 0, entonces 0 = a10 = atab = b.

(5) Sia € R, entonces (—1)a+a = (—1)a+1-a=(—14+1)a = 0a =0,
ya(—=1)+a=a(l —1)=a, porlo que —a = (—1)a = a(—1).

A partir de ahora todos los anillos tiene unidad.

DEFINICION C.3. Si Am, B son dos anillos, un morfismo de anillos
(con unidad) es una funcién f: A — B tal que f(a+0b) = f(a)+ f(b),
f(ab) = f(a)f(b) para todo a,b € A (f “respeta las operaciones”), y
tal que f(14) = 1p.

OBSERVACION C.4. La condicién f(14) = 1p no es trivial. Por
ejemplo, la funcién f : k — My(k), f(a) = (&) respeta el producto y
la suma.

DEFINICION C.5. Sea A un anillo con unidad. Entonces la funcién
f:Z—A f(n)=nl=1+1---4+1 (n 1 sumados) es un morfimos de
anillos.

Se peude probar que su ntcloe es de la forma nZ = {nh : h € Z},
con n > 0. Diremos que A tiene caracteristica n.

OBSERVACION C.6. Sea A un anillo con unidad de caracteristica
n. Si n = 0, entonces ninguna suma de unos produce el 0. Si n > 0j
entonces n es el menor nimero de 1 que sumados dan 0.

LEMA C.7. Sea A un anillo de division. Entonces su cartecteristica
es 0 o un numero primo.

n m h
PRUEBA: Siun = mh, entonces():Z1+---+15:r(1+---+15,(1+~-+15,
m h
—— ——
por lo que o bien (1+---4+1)=00 (1+---+1)=0 O

EJjEMPLO C.8. Si R es un anillo con divisién, entonces tiene sentido
considerar el espacio de las matrices M,,(R): es un anillo con unidad
(la matriz identidad), no conmutativo si n > 2 (el anillo de las las
matrbices 1 x 1 es el anillo R, serd conmutativo sélo si R lo es).

COmo en elcaso cuand oR es un cuerpo, no toda matriz cuadrada
es invertible, SI R es un cuerpo, sabemos que el determinante clasifica
las matrices invertibles, pero cuando R no es conmutativo, la nocién
de determinante no se puede establecer con propiedad.

DEFINICION C.9. Sea R un anillo con divisién. El centro de R se
define como el conjunto de los elementos de R que conmutan con todo
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elemento de R:
Z(R)={z€ R:za=azVva € R}

OBSERVACION C.10. Es claro que 0,1 € Z(R), y quesia,b € Z(R),
entonces a +b € Z(R) y ab € Z(R). Ademas, como —a = (—1)a =
a(—1) para todo a € R tenemos que si z € Z(R), entonces —z € Z(R):
(—2)a=(—1)za = (—1)az = a(—1)z = a(—2).

Por otra parte, si z € Z(R) \ {0}, entonces si a # 0, z7'a =
ezt =(at) = (za )t = az7h

Deducimos que el centro de Res un subanillo conmutativo: es un
cuerpo.

1. El anillo de los cuaterniones

El anillo de los cuaterniones H es un anillo que extiende a los ntime-
ros complejos, construido por Hamilton para resolver ciertos problemas
de la mecanica en es espacio 3-dimensional.

DEFINICION C.11 (H, el anillo de los cuaterniones). Damos a R*
una estrcuturade anilo, de | simquiente modo:

v (2, ,20)+ (Y1, y1) = (1441, ., 24+ y4) (la suma es la
suma usual de R* como espacio vectorial).

» El cero para la suma es, como es de esperar, (0,0,0,0).

» El producto estd definido de modo que (x1, z2,0,0)(y1, 2, 0,0)
sea el producto de los niimeros complejos:

(@1, ) (Y1, ya) =
(T191—T2Y2 — T3Ys — TaYa, T1Y2 + Tay1 + T3Ys — Tays,
T1Y3 + T3Y1 + TaYs — ToYs, T1Ys + Tay1 + TaYz — T3y2)

» La unidad es (1,0,0,0).

Queda como ejercicio probarque se cumple la asociatividad del pro-
ducto, y las leyes distributivas.

OBSERVACIONES C.12. (1) Si 1 = (1,0,0,0), ¢ = (0,1,0,0), j —
( ,0, 1,0) (0 0,0,1), entonces {1,4,75,k} es una base de R?*, con
?=432=kK*=

Por otro lado ij = k = —ji, jk=1=—kj e thk = —j = —ki.

En particular, H no es conmutativo.

(2) Los subespacios (1,7)g, (1,7)r, vy (1, k)r son estables por la suma
y el producto: son 3 copias de los niimeros complejos dentro de H.

(3) Tenemos que (a,0,0,0)(z1,...,x4) = (axy,...,axy) = a(xy,...,T4).
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(4) Si definimos |(:1c1, cee,Ty)
Entonces si z € H \ {(O, 0,0, 0)}, tenemos que z

1
z|?

z

=Vai+ a2l y(z,..



APENDICE D
Anillos de polinomios

1. Polinomios con coeficientes en un anillo

DEFINICION D.1. Un polinomio (en una variable) con coeficientes
en un anillo R es una expresion formal p = ) . a;2", donde #{i : a; #
0} < co. Notaremos este conjunto por R|zx].

Si a; = 0 para todo i, diremos que p es el polinomio nulo, y lo
notaremos por 0.

Tenemos entonces que si p € Rz] \ {0}, podemos escribir p =
ap + ayx + - - - + a,z", con a, # 0. Diremos que n es el grado de p.

NoOTACION D.2. A partir de ahora R es un anillo con unidad.

LEMA D.3. Si R[z] es un anillo de polinomios y consideramos las
operaciones + : R[x] x Rlz] — R[z] y - : R[z] X R[z] — Rl[z] dadas por
ptq=>(ai+b)z’, prq=3,05 _,(aibj)x", conp =73 aix’ yq=
>, bz’ tenemos que Rlx] es un anillo con unidad 1(+0z + 0x% + - --
y cero el polinomios nulo.

El anillo R[z] es conmutativo si y sélo si R lo es.

PRUEBA: Son las mismas cuentas que para los polinomios con co-
eficientes los ntimeros reales. U

DEFINICION D.4. Consideremos el anillo de polinomios en varias
variables R[z1, ..., Zy).

Un monomio es un polinomio de la forma ' ... z'". Su grado (total)
es la suma gt(z}' ... z) = i1 + - + iy,

Sip =i i Qi - T € Rlzy,...,x,] es un polinomio y
aj,.. i, # 0, entonces aj, ;. x7'...x* es un término de p.

Observemos que un término es un monomio multiplicado por un
coeficiente no nulo.

DEFINICION D.5. Dador € Ry p = ag+ a1 + asx® + - - - +a,a" €
R|x], podemos considerar la evaluacidn de p en r ev,.(p) = ag + air +
asr? 4+ - - +a,r", es decir, sustituyendo la variable x por r y “haciendo
las cuentas” en R.
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La evaluaciéon permite a su vez asociarle a un polinomio p una
funcién f, : R — R, dada por f,(r) = ev,(p).

OBSERVACION D.6. Si R es finito, entonces existe un olinomio p €
R[z] \ {0} tal que ev,(p) = 0 para todo r € R.

En efecto, si R = {r,...,rm}, entonces (x —ry)---(x —ry) =
™+ (ri+ o+ )™ 4o+ (=1)™ry .. .7y, se anula en todo 7.

Vemos entonces que en este caso tenemos un problema si desea-
mos identificar los polinomios con funciones. Es posible proar que si
R es infinito, entonces dos polinomios diferentes dan lugar a funciones
diferentes.

NoOTACION D.7. Si p es un polinomio, notaremos p(r) a la evalua-
cion de p en r.

DEFINICION D.8 (El anillo de polinomios en varias variables). De-
finimos el anillo de poolinomios en n variables, con coeficientes en R
recursivamente, como R[z1,..., x| = R[z1, ..., Tp_1][Ts)].

OBSERVACIONES D.9. (1) Es posbile probar que esta definicién no
depende del orden en que hacemos la recursion. Si bien la prueba no
es dificil, no la haremos en este curso, aceptando el resutlado.

(2) Sip € R[zy, ... x,], entonces p tiene la formap) = >,
con a;, 4, € R tales que #{(i1,...,i,) € N" 1 a; ; # 0} < oo.

(3) Si p € R|xy,...,2,] es un polinomio y (ry,...,r,) € R" es una
n-upla, podemos definir

p(rla o 7Tn) = ev(n ..... Tn)(p) = Z ah,...,analf e aiLn-

2. Ceros de polinomios

DEFINICION D.10. Si p € R[z] es un polinomio, diremos que r € R
es un cero de p si p(r) = ev,.(p) = 0.

Del mismo modo, si ¢ € R[zy,...,x,] es un polinomios en n va-
riables, la n-upla [aq,...,a, € R™ es un cero de ¢ si ¢(ay,...,a,) =
ev(al,_.,an) = 0.

Notaremos por V(p) al conjunto de ceros de py si J C R[zy, ..., x,]
es un subconjunto,

V(‘]>: {(7"1,...,7””> GRnIp(T17...,Tn):O7 VPE J}

Ejempros D.11. (1) Si R = {ry,...,7r,} es un anillo finito, enton-
ces V((x—r1)...(x—r,)) =R

(2
Qi ,..oan @y " "
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(2) El polinomio 2% + 3* + 1 € Rz, y] no tiene ceros.

(3) Si conidemamos ahora z?+y*+1) € C[z, y] como un polinomios con
coeficientescomplejos, ahora tenemos infinitos ceros: para cada nimeno
complejo z € C\ {#:}, la ecuacién x? = —1— 22 tiene 2 raices distintas,
mientras que si z = %4, entonces tenemos una raiz “doble” (z = 0) del
polinomios x2 = 0:

V(@*+y?+1) = {(£v/-1—y%y) :y #0} U{(0,0)}

EjempLO D.12 (EI polinomio caracteristico). Sea k un cuerpo y
A € M, (k) una matriz cuadrada. En el curso de élgebra lineal se de-
fine el polinomio caracteristico de A como x4 = det(A — A1d,,). Este
polinomio es un polinomio de variable A con coeficientes en el cuerpo k.
Pero.... dado que si « € k y M € M, (k) entonces aM = («1d,) M, po-
demos pensarlo como un polinomio con coeficientes en el anillo M, (k)
(jque no es un anillo conmutativo!).

La afirmacién A anula su polinmomio caracteristico puede leerse
como A € V(xa).

A partir de ahora trabajamos con un cuerpo k.

Sean ahora J = {p1,....pm} C Kk[z1,...,2,], y supongamos que
a € V(J) es un cero comun. Si f1,. .., f € k[x1, ..., 2,] son polinomios
cualesquiera, y p = fip1 + ... [;Pm, entonces

m

pla) = (3 i) (@) = 3_ filapi(a) = 3 fila)0 = 0.

i=1
Tenemos entonces que a es un cero de p.

DEFINICION D.13. El conjunto

(1, pm) = {Zfipi D fi € ko, @]}
i=1

se denomina el ideal generado por py, ..., Ppm.

Tenemos entonces que probamos el siguiente resultado

LEMA D.14. Si a es un cero comun de pi,...,pm, entonces es un
cero comun del ideal generado por {p1,...,pm} O
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El reciproco del lema anterior es cierto. Mas atn, el lema anterior
se puede probar para una cantidad infinita de polinomiosH

3. Polinomios homogéneos

Recordamos que estamos trabajando con polinomios en varias varia-
bles, con coeficientes en un cuerpo k, que supondremos ademas infinito.

DEFINICION D.15. Un polinomio p € k[z1, ..., x,] se dice homogéneo
de grado t si y sélo si es de la forma

_ 11 7
p= 5 iy, iy L1 -+ T
i1+ tin=t

OBSERVACION D.16. Si tomamos en cuenta la definicién [D.4] tene-
mos que un polinomio es homogéneo de grado ¢ si todos sus términos
estan construidos con monomios de grado ¢.

LEMA D.17. Un polinomio p € k[z1, ..., x,] es homogéneo de grado
t si para todo o € k y (aq,...,a,) € K™, se cumple que

p(a(al, o ,an)) =a'play,...,a,)

PRUEBA: Si p es homogéneo, entonces p = » | RN e i

por lo que

i1t tin=t

plafar, ... a,)) = plaay, ..., aa,) =

14 Fin=t
E i,y @Yl =
14 Fin=t
t 1 in _ .t
o E aiy i@y oo =a'plar, ..., a,)
11+ F =

Omitiremos la prueba del reciproco (que es bastante més dificil).
O

COROLARIO D.18. Sip € k[z1,...,x,] es un polinomio homogéneo,
yA=(a,...,a,) € V(p), entonces la recta OA estd formada por ceros
de p.

!Gracias a un teorema debido a Hilbert (el Teorema de la base de Hilbert),
sabemos que dado un “ideal” I C Kk[z1,...,x,], existe una cantidad finita de poli-
nomios p1, ..., Pm € I tales que I es el ideal generado por p1, ..., pn,: para estudiar
ceros de una familia de polinomios, jalcanza con estudiar los ceros comunes de una
cantidad finita!.
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El resultado sigue siendo vdlido si consideramos los ceros de una
familia de polinomios. O






APENDICE E

El grupo PGL, (k)

1. Cociente por subgrupos

Sea G un grupo y H un subgrupo. Entonces podemos considerar
la relacién en G dada por z ~ y si zy~' € H. Es facil ver que esta
relacion es de equivalencia:

»zxl=1€H.
» Sizy~! € H, entonces yzr~! = (zy~!)~! € H.
» Sizy '€ Heyz' € H, entonces vz~ = xy~lyz"1 € H.

Notemos G/H = G/ ~ y consideremos la proyeccién canénica 7 :
G— G/H.

Observemos que x ~ y, si y sélo si existe h € H tal que y = zh.

Notamos entonces ©H = m(x).

Es natural preguntarse cuando podemos poner una estructura de
grupo en G/H de modo que 7 sea un morfismo de grupos. Recordemos
que si existiera una tal estructura, del hecho que 7(xy) = 7(x)7(y)
deducimos que 7(1¢) = lg/m y m(z) ™' = w(x)~.

Veamos qué condiciones adicionales necesitamos que verifique H
para que exista la estructura de grupo que buscamos.

Luego, tenemos que debe verificarse que w(xhyh') = 7(z)m(y) para
todo z,y € G, h, ' € H. Tomando y = 2~ y ' = 1 deducimos que

m(rha™!) = n(2)n(2™) = n(2)n(2) = 1y = 7(1e)

de donde zhz! ~ 14 para todo h € H, z € G. Resulta que esta condi-
cién necesaria es suficiente para garantizar la existencia del producto.

DEFINICION E.1. Sea G un grupo y H C G un subgrupo. Diremos
que H es un subgrupo normal de G si zha=' € H para todo h € H y
x € G.

OBSERVACION E.2. La definicién de subgrupo normal peude leerse
como sigue H es normal en G si todo conjugado de un elemento de

81
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H (es decir, un elemento de la forma zhz', con h € H y z € G), es
equivalente a 1g.

LEMA E.3. Sea G un grupo y H un subgrupo normal. Entonces
existe una estructura de grupo en el cociente G/H, de modo qeu m :
G — G/H es un morfismo de grupos.

PRUEBA: Si X, Y € G/H, definimos el producto X -Y del siguiente
modo: sean z,y € G tales que zH = w(z) = X y yH = 7(y) = Y.
Entonces X - Y = 7w(xy) = xyH. Veamos que esta construccién no
depende de los representantes elegidos.

Siy ~y, existe s € H tal que 3y = ys, y tenemos que xy’ = xys,
de donde 2’y ~ xy. Si 2’ ~ x, sea h € H tal que 2’ = xh. Entonces
'y = xhy = wyy~'hy = xy(y " h(y™) ™),
de donde 'y ~ zy, ya que y *h(y~')~' € H.
Veamos ahora que la operacién que definimos nos da una estructura

de grupo en G/H — si es el caso, por construccién tendremos que el
cociente 7 : G — G/H es un morfismo de grupos.

» Si X =7(x),Y =7(y) y Z = m(z)m, tenemos que
(XY)Z = (r(a)n(y))n(oy)n() = 7((29)2) = 7(2(y2)) = 7(@)m(y2) = X(VZ)

por lo que el producto es asociativo.
» Si X = 7(x), entonces

(1) X =71(lg)n(x) = m(lgz) = 7w(z) = X =7(zleg) = m(x)n(lg) = X7(1lg)
por lo que 7m(1g) es un neutro.
» Si X = 7(x), entonces
Xr(z™h) =7n(@)n(z™!) =w(zx™!) = 7(lg) = n(z 'n(z) = n(z™HX
por lo que m(x™1) es la inversa de X.

O

Ejempros E.4. (1) {1} y G son siempre subgrupos normales de
G.

(2) Si G es conmutativo y H C G, entonces xhx~! = xa~'h = h para
trodo h € H, por lo que todo subgrupo es normal.

(3) El centro de un grupo G, se define como el conjunto de los elementos
que conmutan con todo elemento de G:

Z(G)={h€G:hg=ghVgeG}

Es facil ver que Z(G) es un subgrupo normal de G.
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(4) Si k es un cuerpo, es relativamente ficil probar que el centro del
grupo GL, (k) de las matrices cuadradas invertibles consiste en las ma-
trices diagonales con un mismo escalar no nulo en la diagonal:

a0 - 0

Z(GLu&) = (2 ) a0y ={ald, :a#0}
. .0
0 0 a

DEFINICION E.5 (El grupo general lineal proyectivo). El cociente
PGL, (k) = GL,(k)/Z(GL,(k)) se denomina el grupo general lineal
proyectivo.

OBSERVACION E.6. Consideremos la accién de ¢ : GL, (k) x k™ —
k™ dada por multiplicacion a izquierda:

T T Zj AijTyj
Tn Tn 5 anj
donde A = (a;y)
Notemos que esta accion “es por transformaciones lineales inverti-
bles”, es decir si A € GL,(k), entonces la funcién ¢4 (k™ — k", dada
por |varphia(z) = ¢(A, ) es una transformacién lineal — es la trans-

formacion lineal L, : k™ — k™ definida en el curso de algebra lineal.
En particular, llevan rectas por el origen en rectas por el origen.

Tenemos entonces una accién GLy,, (k) x P(k"1) — P(k"*!), dada

por
o To Zj aijTj
Tn Tn 5 anjv
Mas aun, las matrices de la forma a Id,, actiian por homotecias con

centro el origen, por lo que ald,, -[zg : -+ : z,] = [xo : -+ - : x,]: tenemos
entonces una accién PGL, (k) x P(k"™!) — P(k"*!), dada por

a [ [ ()=

> anjij
En el caso particular que n = 2, tenemos que PGL3(k) actia en el
plano proyectivo P(k?). Como las transformaciones lineales L4 : k3 —
k3 llevan rectas en rectas y planos en palnos, tenemos que las funciones
Y4 : P(k3) — PP(|Bbbk?) dadas por ¢A([£U T z]) = [go(A, (m,y,z))}
son automorfismos del plano proyectivo.

En particular, probamos la afirmacién siguiente:
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TEOREMA E.7. El grupo general lineal proyectivo PGL, (k) actia

en el plano proeyctivo P(k®) por automorfismos del plano proyectivo.
O
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