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Capitulo 1

Preliminares

1. Conceptos primitivos a utilizar en el curso

Tomamos como conceptos primitivos —y con eso queremos decir que no se definen —
los conceptos de: conjunto, elemento, pertenencia de un elemento a un conjunto, relacion
y funcién de un conjunto en otro.

También tomaremos como conceptos primitivos las operaciones basicas entre conjun-
tos — unién, interseccion y complemento — y la nocién de conjunto finito. Diremos que
un conjunto es infinito si no es finito.

OBSERVACION 1.1. Los conceptos anteriores son tomados como primitivos por no ser
la teoria de conjuntos el tema de este curso. Esto es innecesario, dado que todos ellos
pueden ser definidos en términos de los conceptos de conjunto y de pertenencia como se
puede ver en los libros de teoria de conjuntos.

Usaremos los siguientes simbolos y notaciones:

1.

N

A, B, C'y en general las letras maytsculas del alfabeto latino representan con-
juntos.

a, b, c y en general las letras minusculas del alfabeto latino representan elementos.
El simbolo a € A representa que el elemento a pertenece al conjunto A. El simbolo
a & A representa que el elemento a no pertenece al conjunto A.

Si Ay B son conjuntos, el simbolo AU B representa la union de los conjuntos A
y B, es decir, el conjunto de los elementos que pertenecen a A o a B.

AUB:{SC:SCGAéSCGB}

. Si Ay B son conjuntos, el simbolo ANB representa la interseccion de los conjuntos

Ay B, es decir, el conjunto de los elementos que pertenecen a ambos conjuntos
a la vez.

AﬂB:{x:xEAyxEB}.

El simbolo ) representa el conjunto vacio, o sea al conjunto que no posee ningin
elemento.

Si Ay B son tales que AN B = () se dice que A y B son disjuntos. Eso quiere
decir que A y B no tienen ningin elemento en comun.

Si A es un conjunto finito, el nimero de elementos de A se llama también el cardi-
nal de A y se representa con el simbolo #(A), o simpremente #A. Es importante
destacar que el concepto de cardinal se puede definir aiin para conjuntos infini-
tos. Si A no es finito diremos que es infinito y notaremos #A = oco. Asimismo,
notaremos #A < oo para indicar que A es un conjunto finito.
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DEFINICION 1.2. Si Ay B son dos conjuntos, notamos

A\B={re€ A:z ¢ B}

EJEMPLO 1.3. Sea Z el conjunto de los niimeros enteros. Consideremos los conjuntos
A={ne€Z:n>1nespar}, B={necZ:n>7}y C={1,23,4}. Entonces

AUB
ANB
A\ B
B\ A

#A
#B
#C

{2,4}U{ne€Z:n>6} ={2,4,6,7,...}
= {nEZ:nZ?,nespar}:{8,10,12,...}:{nGZ:n:8+2h,h20}
= {2,4,6}
= {nEZ:n27,nesimpar}:{7,9,11,...}:{nEZ:n:7+2h,h20}

= o
= o0

= 4

DEFINICION 1.4. Si dos conjuntos A y B son tales que todo elemento de A es también
un elemento de B decimos que A es un subconjunto de B, o que A esta contenido en B,y
lo denotamos como A C B. En este caso, llamamos complemento de A en B al conjunto
B\ A. Si el conjunto B estd claro por el contexto, escribimos B\ A = A°.

Si Ay B son tales que A C B pero A # B (o sea si todo elemento de A es un
elemento de B pero hay elementos de B que no estan en A) decimos que A esté contenido
estrictamente en B y lo denotamos A ¢ B.

OBSERVACION 1.5. Algunas propiedades elementales de los conjuntos, cuya prueba
dejamos como ejercicio:

1.

Ol o

Se verifica que AUD = A, AnQ=0.

Es facil ver que A C Bsiysélosi ANB = A.

Si A C B, entonces B\ A =0 siy sblosi A= B.

Si A C B, entonces B= AU (B \ A).

Si I es un conjunto de indices y {A; : ¢ € I'} es una familia de conjuntos indexada
por I —o sea si tenemos un conjunto A; para cada indice i— se puede conside-
rar (J;e; Ai vy (;e; Ai de forma andloga al caso de unién e intersecciéon de dos
conjuntos. Observar que para todo i € I tenemos que A; C |J, 4; y ), 4 C A;.
Leyes de De Morgan (ver ejercicio . Supongamos que tenemos un conjunto X
y una familia {4; : i € I'} de subconjuntos de X, entonces:

U= A,

7

X\ A= U 4

7

Si A C B entonces #A < #B — tener en cuenta que co > a para todo a € Z.
Observar que el reciproco de esta propiedad es falso — dejamos como ejercicio el
proporcionar un contraecjemplo, ver Ejercicio 77.

DEFINICION 1.6. Sea f: A — B una funcién.

1.

El conjunto A se llama dominio de f y el conjunto B el codominio de f.
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2. Si C C A, el conjunto f(C) = {b € B : existe ¢ € C tal que f(c) = b} se llama

la imagen de C por f. La imagen de f es el conjunto Im f = f(A). La funcién f

se dice sobreyectiva si f(A) = B, es decir si la imagen coincide con el codominio.

En otras palabras, f es sobreyectiva si para todo b € B existe a € A tal que

fla) = b,

La funcién f: A — B se dice inyectiva si f(a) = f(a’) implica que a = a'.

Una funcion inyectiva y sobreyectiva se dice que es biyectiva.

5. Si D C B, se define la preimagen de D por f como el conjunto f~1(D) = {a €
A : f(a) € D}. Por abuso de notacién, si b € B, se llama preimagen de b al
conjunto f~'({b}) y se denota como f~*(b), es decir

f7')={a€ A: f(a) =b}.

6. Notar que f~!(D) tiene sentido para cualquier funcién f aunque f no sea inver-

tible — ver Definicién [I.18

il

EJEMPLO 1.7. Consideremos la funcion f : R — R, donde R son los ntimeros reales,
dada por f(z) = senz. Entonces

= El dominio de f es R.
= El codominio de f es R.
La imagen de f es el intervalo cerrado [—1, 1]:

In f = £(4) = [1,1].

La funcién f no es inyectiva, ya que, por ejemplo, f(0) = f(7) = 0.
La funcién f no es sobreyectiva, porque Im f = [—1,1] & R.

« (-11]) =R

» T 0)={z€eR: 2=k keZ}.

s 1 ({z € R:ax > 0}) = Upep[2km, 2k + 17

OBSERVACION 1.8. Si f : A — B, entonces f1(B) = A; si C C B es tal que
C N f(A) =0, entonces f~H(C) = 0.

DEFINICION 1.9. Si f: A — By g: B — C son funciones, se define la composicién
de fy g como la funcién go f : A — C dada por (go f)(a) = g(f(a)); diremos que el
diagrama que sigue

A— ¢
N oA

B
conmuta.

EJEMPLO 1.10. Sea f : R — R dada por f(z) = sen X,y g : R — Z dada por
g(x) = [z], donde [z] es la parte entera de x, es decir [x] es el mayor entero n tal que
n < x. Entonces,

1 siv=73+2knm kel
gof(x)=¢9 -1 sin+kn<z<2n+km kel
0 en el resto de los casos
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OBSERVACION 1.11. Sea f : A — B una funcién y €' un conjunto tal que B C C.
Entonces podemos considerar otra funcién f : A — C, dada por f(a) = f(a) para todo
a € A, donde estamos haciendo uso que todo elemento de B pertenece a C.

Sig:C — D es una funcién podemos entonces considerar g o f: A — D. Por abuso
de notacion, diremos que la composicién go f estd dada por go f(a) = go f(a) = g(f(a)).
Observemos que hablar de composicion no es realmente correcto, porque en la definicion
impusimos que la codominio de f sea el dominio de g.

DEFINICION 1.12. Si A es un conjunto, se define la funcién identidad en ese conjunto
como la funcién id4 : A — A tal que ida(a) = a para todo a € A. Cuando no de lugar a
confusién, se omitira en la notacion el subindice A.

Si A y B son conjuntos dados y b € B es un elemento fijo, definimos la funcién
¢ : A — B, funcién constantemente igual a b, como c,(a) = b para todo a € A.

2. Propiedades y ejemplos

NOTACION 1.13. Usaremos las siguientes notaciones:

1. N es el conjunto de los nimeros naturales; Z, Q, R y C los conjuntos de los
numeros enteros, racionales, reales y complejos respectivamente.

2. Sea A un conjunto cualquiera. Si ay,...,a, € A, el subconjunto de A que contiene
exactamente esos elementos se denota {ay,...,a,}. Por ejemplo, el subconjunto
de los enteros formado por los nimeros pares entre 1 y 10 es {2,4,6,8,10}. El
conjunto que tiene tan sélo al elemento a se denota {a}. Notar la diferencia entre
a € Ay {a} C A. En particular, observar que los conjuntos {{a} : a € A} y
{a : a € A} son isomorfos pero no iguales.

3. . El cojrfl]junto finito {1,...,n} se denota [n] y es claro que [n] C [m] si y sélo si
n<m

DEFINICION 1.14. Sean A y B dos conjuntos.
1. Se define su producto cartesiano A X B como el conjunto
Ax B={(a,b):a€ Abe B}.
2. Si f: A— B es una funcién, se define el grdfico de f como
Graf(f) = {(a, f(a)) :a € A} C Ax B.

OBSERVACION 1.15. Si A y B son conjuntos finitos, entonces #(A x B) = #A x #B.
Si A o B es infinito, entonces el producto cartesiano también es infinito.

OBSERVACION 1.16. La composicién de funciones es asociativa, o sea, si f : A — B,
g:B—Cyh:C— D,entonces ho(gof)=(hog)of. Ademads, si f: A — B tenemos

que: foidg = fyidgof = f.

TEOREMA 1.17. Una funcion f : A — B es biyectiva si y solo si exviste g : B — A
tal que go f =idy: A—> Ay fog=idg: B — B.

IRecordemos que si = € R, es usual usar la notacién [x] para la parte entera de x. Dado que a partir
de ahora no utilizaremos este concepto, esta ambigiiedad en la notacién no generara ningin problema.
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DEMOSTRACION. Sea f : A — B una funcién biyectiva. Definimos g : B — A como
sigue: dado b € B, g(b) es el tinico elemento a € A tal que f(a) = b. Dejamos como
ejercicio (ver Ejercicio [I]§]) probar que fog=idgy go f = ida.

Supongamos ahora que existe g como en el enunciado; probemos que entonces f es
inyectiva: si f(a) = f(a) para algunos a,a’ € A, deducimos que g(f(a)) = g(f(a')), de
donde a = a/. Como para todo b € B se verifica que f(g(b)) = b se deduce que f es
sobreyectiva. U

DEFINICION 1.18. Diremos que una funcién f : A — B es invertible si existe g : B —
Atal que gof=idy: A— Ay fog=1idg: B — B. La funcién g se llamara la inversa
de f, vy se notard f~! =g.

El Teorema [1.17 puede entonces reformularse como sigue: una funcion es biyectiva si
y solo si es invertible.

OBSERVACION 1.19. Si f : A — B es una funcién invertible y D C B, entonces
f7Y(D) puede interpretarse en el sentido de la Definicién [1.6/2 (aplicada a la funcién
f~'y al conjunto D C C) o de la Definicién [1.6]5 (aplicada a la funcién f y al conjunto
D C C). Ambas interpretaciones dan lugar al mismo subconjunto de A, por lo que no
hay ambigiiedad en la notacion.

OBSERVACION 1.20. El teorema puede refinarse del siguiente modo:
(i) Una funcion f : A — B es sobreyectiva si y sdlo si existe g : B — A tal que
fog=idp.
(ii) Una funcion f: A — B es inyectiva si y sdlo si existe g : B — A tal que go f = id 4.

Dejamos como ejercicio la prueba de este resultado, ver Ejercicio [20]

DEFINICION 1.21. Si A y B son conjuntos, podemos considerar el conjunto de todas
las funciones de A en B, que se escribe como B4. Explicitamente

B4 = {f:A—>B:fes una funcién}.

EJEMPLO 1.22. El conjunto de las funciones biyectivas de A en B es un subconjunto
de BA. Nétese que el conjunto de las funciones biyectivas puede ser vacio, por ejemplo
si A y B son conjuntos finitos con cardinales diferentes.

Un caso particular de la construccion precedente es el conjunto de las funciones
biyectivas de un conjunto finito en si mismo:

DEFINICION 1.23. Si n es un ntimero natural, el conjunto de las funciones biyectivas
de [n] en [n] —que es un subconjunto de [n]"- se denota como S,,. Los elementos de S,
se llaman las permutaciones de n elementos; y si o : [n] — [n] es una permutacién de n
elementos, es usual escribirla como (1) ---o(n), o sea como la lista de las imagenes por
la funcién o de los nimeros 1,2, ..., n.

Por ejemplo, S, consiste de dos funciones, la funcién idy; oy = 12 y la funcién o = 21,
o(l) =2, 0(2) =1, ie, S = {12,21}. Anélogamente, los elementos de Sz son: S3 =
{123,213, 321,132,231, 312}. Es fécil ver que S, tiene n! =n(n —1)---2-1 elementos.
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3. Relaciones de equivalencia

DEFINICION 1.24. Si A es un conjunto, una particién de A es una familia A; de
subconjuntos no vacios de A, donde i pertenece a un cierto conjunto I, con las siguientes
dos propiedades:

1. A;NA; =0 cuando i # j;
2. A= Uie[ A;.

OBSERVACION 1.25. La condicién 1 de la definicién de particién implica en particular
que la familia {A; : ¢ € I} no puede tener elementos repetidos, ya que si A; = A;, tenemos
que A;NA; =A; #0, por lo que i = j.

EJEMPLO 1.26. Dos casos limites de particiones de un conjunto A son los siguientes:

1. la particiéon de A que consta tan sélo del conjunto A;
2. la particién de A que consta de todos los subconjuntos de A de la forma {a}, con
a € A.

NOTACION 1.27. Aceptaremos también como concepto primitivo el de relacidén. Sea
R una relacién en A, si a,b € A estan relacionados decimos que a R b.

DEFINICION 1.28. Si A es un conjunto y R es una relacién en A, decimos que R es
una relacion de equivalencia si se cumplen las siguientes propiedades:

1. Propiedad reflexiva. Para todo a € A, se cumple a R a.
2. Propiedad simétrica. Si a,b € A, entonces a R b si y solo si bR a.
3. Propiedad transitiva. Para todos a,b,c € A, sia R by bR c entonces a R c.

DEFINICION 1.29. Sea A un conjunto y R una relacién de equivalenciaen A. Sia € A,
se define un subconjunto de A que se denota Rja] ={b€ A: bR a} C A y se le llama
la clase de equivalencia de a € A.

Es claro que R[a] = R[a'] si y sblo si a R a’. Méds aun, R[a] N R[a'] # O si y sélo si
Rla] = R[d'], es decir a R o’. En efecto, si b € R[a] N R[a’], entonces bR ay b R o, por
loque a R d'.

Entonces, la familia de las clases de equivalencia es una particion de A; y asi el
conjunto A se divide en una unién disjunta de clases de equivalencia. Estas clases de
equivalencia de A forman otro conjunto A/R que se llama conjunto cociente de A por
la relacién de equivalencia R. El conjunto A/R estd formado por subconjuntos de A.

EJEMPLO 1.30. Sea A = Z el conjunto de los niimeros enteros. Definimos una relacién
de equivalencia en Z de la siguiente forma: a R b si y s6lo si a — b es un niimero par. Es
facil ver que R asi definida es una relacion de equivalencia. Si a € Z es un niimero entero
entonces

Rla] = {a+2k: k eZ},
o sea, R[a] es el conjunto de todos los nimeros que difieren de a en un nimero par. Si
denotamos P al conjunto de los nimeros pares e I al conjunto de los nimeros impares,
es claro que para cualquier a dado, Rla] = P o Rla] = I de acuerdo con que a sea
par o impar. Las clases de equivalencia son solo dos —P e I— y el conjunto cociente

Z/R = {P,I}. La particién a que da lugar la relacién de equivalencia es en este caso
Z=PUI
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EjeEMPLO 1.31. Consideremos la funcion signo, sg : R — R,

1 siz>0
sg(x) =4 0 siz=0
—1 six <0

Entonces es facil ver que x R y si sg(z) = sg(y) es una relacién de equivalencia. Las
clases de equivalencia son los conjuntos {x € R: 2z > 0}, {r e R: 2 < 0} y {0} , por lo
que R/R tiene 3 elementos.

EJjEMPLO 1.32. Vimos anteriormente que una relacion de equivalencia en el conjunto
A determina una particion en él, dada por la familia de las clases de equivalencia. Veamos
ahora que una particién {A; : ¢ € I} de A determina una relacién de equivalencia: alcanza
con considerar la relacion x R y si existe ¢ € I tal que x,y € A;, es decir si los elementos
x,1y pertenecen al mismo subconjunto de la particion.

En efecto, como A = U;crA;, tenemos que existe un ¢ € I tal que x € A;, es decir
x R z. Es claro que se cumple también la propiedad simétrica. Supongamos ahora que
r Ry ey Rz Entonces existen iy,iy € I tales que {z,y} C A;, e {y,z} C A;,. Luego
A;, N A;, D {y}, por lo que la interseccién es no vacia. Pero como los subconjuntos de
una particién son disjuntos, deducimos que A;, = A;,, por lo que x,z € A;,, es decir
xR z.

Es facil ver que las laces de equivalencia para esta relacién son los subconjuntos A;
de la particion.

En resumen, acabamos de probar la siguiente

OBSERVACION 1.33. Dar una relacién de equivalencia en el conjunto A es lo mismo
que dar una particién del mismo, donde la particion considerada es la familia de las
clases de equivalencia de la relacion.

Dado A un conjunto cualquiera y R una relacion de equivalencia en A, existe una
funcién, llamada proyeccion candnica, 7 : A — A/R, definida de la siguiente forma:
m(a) = Rla]. O sea a cada elemento de A la funcién 7 le asocia su clase de equivalencia.
Es interesante notar que 7 es una funcién sobreyectiva.

EJEMPLO 1.34. En particular, en el caso del ejemplo m:Z —{P, 1} yn(a) =P
si y sblo si @ es un nimero par y m(a) = I siy s6lo si a es un nimero impar.

La propiedad més importante del par (A/R,7) —y que de hecho lo caracteriza— es la
siguiente: sean A y R como antes y m : A — A/R la proyeccién canénica. Si B es un
conjunto cualquiera 'y f : A — B es una funcién tal que a R b implica que f(a) = f(b),

entonces existe una unica funcion f A/R — B tal que f = f oT.

La igualdad anterior entre funciones se puede visualizar en el siguiente diagrama:

A ! B
N A
A/R

La funcién f : A/R — B se define por ]?(fR [a]) = f(a).
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Una funcién f : A — B como la considerada anteriormente, o sea tal que para a R b se
verifica que f(a) = f(b), se dice que es constante en las clases de equivalencia. Observar
en particular que m, la proyeccién canonica, es constante en las clases de equivalencia.
M4s atin, si 7 : A — A/R es la proyeccién canénica y x € A/R entonces 7 1(z) es una
clase de equivalencia.

La propiedad anterior se denomina propiedad universal del cociente por una relacion
de equivalencia, y puede enunciarse como sigue:

Toda funcion constante en las clases de equivalencia se factoriza de un modo unico
a través del cociente.

EJEMmPLO 1.35.

1. Si A es un conjunto cualquiera, la relacion a R b definida como a R b si y sélo si
a = b, es una relacién de equivalencia y R[a] = {a}. Ademds, A/R = {{a} :a €
A} y la proyeccién canénica m : A — A/R es la funcién biyectiva que manda a
en {a}. En este caso las clases de equivalencia tienen la menor cantidad posible
de elementos, y corresponden a la particion {{a} ta € A} de A, que contiene la
mayor cantidad posible de subconjuntos.

En este caso, cualquier funcion f : A — B esta en las hipétesis de la propiedad
universal del cociente.

2. Si A es un conjunto cualquiera, en el otro extremo de la situacién anterior esta la
relacion siguiente: para todo a,b € A decimos que a R b. Esto da lugar a una
relacién de equivalencia con las siguientes propiedades: (1) la particién a que
da lugar esta relacién de equivalencia es {A}; (2) si a € A entonces R[a] = A,
A/R = {A} y la proyeccién canénica 7 : A — {A} es la funcién constante cg.

En este caso como vimos hay una sola clase de equivalencia, que contiene
entonces la mayor cantidad posible de elementos; la particion asociada contiene
la menor cantidad posible de subconjuntos.

Las tnicas funciones que se factorizan a través del cociente son las funciones
constantes.

3. Sea A el conjunto de las rectas del plano. Si r, 7’ € A son dos rectas decimos que
r R ' siy sélosiryr’ son rectas paralelas. Si r es una recta, R[r] es el conjunto
de rectas paralelas a r o sea —en el lenguaje de la geometria proyectiva— el punto
al infinito asociado a la recta r.

4. En el conjunto de los niimeros racionales, definimos la relaciéon x Ry six—y € Z.
Es claro que es una relacién de equivalencia. Dejamos como un (facil) ejercicio
demostrar que hay infinitas clases de equivalencia.

5. Sean A y B conjuntos y f: A — B una funcién. Definimos una relaciéon R de la
siguiente forma: decimos que a R @’ si f(a) = f(a’). En ese caso R[a] = {a’ € A :
f(a') = f(a)} y A/R se puede identificar con f(A) =Im fynm: A — A/R = f(A)
se puede identificar con f.

6. Consideremos la relacion de equivalencia definida en los enteros a R b si a — b es
multiplo de 2. Sean s, m : ZxZ — 7/ R, dadas por s(a,b) = a+b, m(a,b) = ab. Es
facil ver que estas dos funciones son constantes en la clases de equivalencia, dando
entonces lugar a dos funciones s,m : Z/ R xZ/ R— Z/ R, 5(|a], [b]) = [a + b],

m([al, [b]) = [ab].
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4. Ejercicios

1. Si A, B, C' son conjuntos, probar que:
(a) AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
(b) AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

2. En el conjunto de los enteros Z, hallar el conjunto solucién de las siguientes ecua-
ciones:

(a) 22 +z=x(x +1)
(b) 2 +x+1=0
(c) 20 —-3=T

3. Si {A;}ies es una familia arbitraria de subconjuntos de un conjunto A, probar las
leyes de De Morgan (ver Observacién [L.5][6}

(a) (UieIAi)c - ﬂie]Af.
(b) (miEIAi>C = UiEIAg-

4. Si Ay B son dos conjuntos, probar que {A N B, A\ B} es una particién de A.
5. exe:cardinc Describir dos conjuntos A y B tales que #A < #B, pero A ¢ B (ver

Observacion [1.5}{7]).

6. Si A, B son subconjuntos de un tercer conjunto C', probar que la diferencia simétri-
ca (B\A)U(A\B)=(AUB)\ (AN B).

7. (a) Sea f:R — R, f(z) = 2? — 1. Hallar la preimagen de un elemento a € R.
Hallar Im f.

(b) Sea g : [0,7] = R, g(z) = senz. Hallar la imagen de g.

(c) Calcular la imagen de f o g.

8. Probar que una funcién f : A — B es biyectiva si y sélo si es invertible. Este
resultado es el Teorema [1.17], del cual sélo se probd una implicacion.

9. Sea R larelacién < de N* = {1,2,...}, es decir a R b si y sélo si a < b. Determinar
si R es:

(a) reflexiva,
(b) simétrica;
(c) transitiva;
(d) relacién de equivalencia.
10. Si n € N* se define la siguiente relacion R en 7Z
aRb< (a—0D) es dividido por n .
Muestre que R es una relacién de equivalencia y determine sus clases.
11. En el conjunto N x N se define una relacién R de la siguiente manera:

(a,b) R (¢,d) < a+d=b+c.

Probar que R es una relacién de equivalencia.



14 1. PRELIMINARES

12. Se considera en el conjunto P de las personas, la siguiente relacion: x ~ y si y
sélo si z e y cumplen anos el mismo dia (lo que no significa que hayan nacido el mismo
dia).

1. Observar que ~ es una relacion de equivalencia.
2. Determinar cuantas clases de equivalencia existen.
3. Determinar cudl de las siguientes funciones pasa al cociente:

a) f(x) = signo del zodiaco de z,
b) g(x) = signo del horéscopo chino de z.

13. Sean A un conjunto, R una relacién de equivalencia en Ay 7 :— A/R la proyec-
cién canénica. Probar que si J C A/R es un subconjunto, entonces 7 !(J) es una unién
de clases de equivalencia.

FEjercicios complementarios

14. Fijemos dos conjuntos no vacios, X e Y, de manera que X C Y. En X definimos
la relacién de equivalencia x R y si y solamente si {z,y} C X o {x,y} C Y. Pruebe que
la relacion es de equivalencia y encuentre todas sus clases.

15. Sean A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}, B ={2,4,6,8}, C ={1,3,5,7,9}, D = {3,4,5}
y E = {3,5}. Indicar cuédles de estos conjuntos pueden ser X, si X satisface una de las
siguientes condiciones.

(a) X y B son disjuntos.

b) XCDyX¢B.

(c) XCAy X ¢C.

(d) XCCyX ¢ A

16. Teniendo en cuenta que B\ C'= B N C°, demostrar que
(a) AN(B\C)=(ANB)\ (ANC).

(b) A\B=A\ (AN DB).

(c) A\N(BNC)=(A\B)U(A\C).

17. Sea f: X — Y una funcién, A C X y B C Y. Probar:

1. f(f~Y(B)) C B y se verifica la igualdad cuando f es sobreyectiva.
2. f71(f(A)) D Ay se verifica la igualdad cuando f es inyectiva.

18 (Construccion de los nimeros racionales). Consideremos en el producto cartesiano
Z x (Z{0}) la relacién (a,s) R (b,t) si at — bs = 0.
1. Probar que R es una relacién de equivalencia, Notaremos por [a,s] = [a, s], la
clase de equivalencia de (a,s) € Z x (Z{0}) y 7 = (Z x (Z\ {0})/R.
2. Probar que las expresiones ([a, s], [b, s])— [a, s] - [b, s] = [ab, st] y ([a, s], [b, s])—
[a,s] + [b, s] = [as + bt, st] definen funciones - : Z x Z — Z y + : Z x 7 — 7 tales
que para todo [a, 3] [b t] [c r] e Z se tlene que

a) [a,s]-[b,t] = J (la, ] - [b,]) - [e,7] = [a, ] - ([b,1] - |

r]).
b) la, s] + [b,t] = [][%ﬂﬁ ][ D+bﬂ—wﬂ+@ﬂ+[])
o) fa,s]-[1,1] = [1,1] - [a,5] = [a, s
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d) [a,s]+[0,1] =[0,1] + [a, s] = [a, $]
) [a7 8] + [_a7 S] = [O’ 1]
) SI a # 0, entonces [a, s] - [s,a] = [1,1]
g) ([a’v 8] + [b7 t]) : [Cv T‘] = ([a78] ' [C’ T]) + ([bv t] ’ [07 T])
3. Probar que la funcién ¢ : Z — Zx (Z{0})) dada por t(a) = [a, 1] es inyectiva, y
tal que ¢(a +b) = t(a) + ¢(b) y t(ab) = t(a) - ¢(b).
Observar que de este modo, Z es un cuerpo que cumple las mismas propiedades
del cuerpo de los racionales — de hecho, este ejercicio muestra como se contruyen

permitiendo definir al cuerpo de los racionales como Z.
19. En el conjunto R x R se define la relacién Q de la siguiente manera:
(z1,22) Qy1,92) & 21 =1 .

Probar que Q es una relaciéon de equivalencia y determinar la clase asociada al par
(1,-1).

20. Probar los resultados enunciados en la Observacién [1.20]






Capitulo 2
Espacios vectoriales

1. Definiciones basicas

En lo que sigue k denotara un cuerpo arbitrario: e.g. el cuerpo de los niimeros reales
R, el cuerpo de los nimeros racionales Q, el cuerpo de los niimeros complejos C, etc.

Recordamos que en un cuerpo siempre existen dos operaciones, la suma y el produc-
to, dos elementos distinguidos, 0,1 € k, que son el neutro de la suma y del producto
respectivamente — o sea si a € k entonces a+0=0+a =ay al = la =a —y que
existen también opuestos e inversos (inverso siempre que el elemento dado no sea nulo).

DEFINICION 2.1. Un k-espacio vectorial V, o un espacio vectorial V' sobre k, es un
conjunto no vacio munido de dos operaciones, una operacion suma, que es una funcién

+: VXV >V
y una operacién producto por un escalar, que es una funcion
o kxV =V,

sujetas a ciertas restricciones que detallaremos a continuacion, luego de fijar notaciones.

Los elementos de V', que se designaran en general con las letras u, v, w € V, se llaman
vectores; los elementos de k se llaman escalares, y se designaran en general con las letras
a,b, c € k. La operacién de suma asocia a un par de vectores (v, w) el vector v +w € V
y la operacién de producto por un escalar asocia a un par (a,v) formado por un escalar
a € k y un vector v € V el vector av € V.

Esas operaciones estan regidas por las siguientes leyes:

1. Propiedad asociativa de la suma. Siu,v,w € V, entonces u+(v+w) = (u+v)+w.

2. FExistencia de un neutro para la suma. Existe un vector Oy € V que cumple
u+ 0y = 0y +u = u para todo u € V.

3. Ezxistencia del opuesto. Para todo v € V existe w € V tal que v4+w = w+v = Oy
El elemento w (més tarde probaremos que es tinico, ver Observacién) se llama
el opuesto de v.

4. Propiedad conmutativa de la suma. Para todo v,w € V, v +w = w + v.

5. Propiedad distributiva de la suma con respecto al producto por un escalar. Sia € k
y v,w € V, entonces a(v + w) = av + aw.

6. Propiedad distributiva de la suma de escalares multiplicados por un vector. Si
a,bekywveV, entonces (a+ b)v = av + bu.

7. Propiedad asociativa del producto por un escalar. Si a,b € k' y v € V', entonces
a(bv) = (ab)v.

8. Propiedad del neutro. Si v € V, entonces 1v = v, donde 1 € k es el neutro del
producto en k.

17
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OBSERVACION 2.2. (1) Destacamos que el elemento neutro 0y € V es unico y lo
mismo sucede con el opuesto de un vector cualquiera v € V. El opuesto de v se denota
—v 'y se puede probar facilmente que —v = (—1)v. Es importante no confundir el elemento
Oy € V con el elemento 0 € k. Por ese motivo se le pone a veces un subindice al primero.
Sin embargo, este subindice se omite casi siempre porque no hay lugar a confusiones, y
0v = Oy para todo v € V, ver Ejercicio 23]

Probemos, por ejemplo, que el neutro es unico: sea v € V otro elemento tal que
v+ w = w para todo w € V. Entonces v = v 4+ Oy = Oy; la primera igualdad es valida
por ser Oy el neutro, y la segunda por definicién de v. Dejamos la prueba de la unicidad
del opuesto como ejercicio (ver Ejercicio [2[3)).

(2) Como en general se trabaja con un cuerpo fijo k, en lugar de decir k—espacios
vectoriales o espacios vectoriales sobre k, diremos simplemente espacios vectoriales.

(3) Los axiomas de la definicién anterior nos dicen que (V,+,0y) es un grupo
abeliano.

Veamos algunas propiedades elementales que se deducen a partir de los axiomas que
aparecen en la definicion anterior, llamados axiomas de espacio vectorial.

LEMA 2.3. Sea V' un espacio vectorial.

(1) Siu+v=mu+w, entonces v =w.

(2) 0v =0y y aOy = Oy para todo a €k, v € V.

(8) Siav =0y, entoncesa =0 ¢ v =_0y.

(4) —v = (=1)v para todo v € V.

DEMOSTRACION. (1) Sumar —u de ambos lados de la ecuacion.

(2) 0v = (04 0)v = Ov + Ov, por lo que Ov = Oy. Andlogamente a0y = a(0y + Oy ) =

aly + a0y, de donde a0y = Oy

(3) Si a # 0, multiplicar la ecuacién por a™!.

4) v+ (=1)v=(1-1)v=0v=0y. O
OBSERVACION 2.4. Se puede definir la resta de vectores de la siguiente forma, si

u,v € V entonces, u — v = u+ (—v), y se cumple que w = u — v si y sélo si u = w + v.

OBSERVACION 2.5. Nétese que los axiomas de espacio vectorial no son independien-
tes, es decir algunos se pueden probar a partir de los otros. Por ejemplo la propiedad
conmutativa de la suma se demuestra desarrollando (1 + 1)(u + v) de las dos maneras
posibles y aplicando luego existencia del opuesto.

Ademas, los axiomas pueden sustituirse por otros: por ejemplo, si asumimos que
Ov = Oy para todo v € V| tenemos que v + (—1)v = (1 — 1)v = Ov = Oy, por lo que el
axioma de existencia del opuesto se puede sustituir por la mencionada propiead del 0.
Veamos diferentes ejemplos de espacios vectoriales.
EJEMPLO 2.6. El conjunto k™ = {(a1,...,a,) : a; € k, i = 1,2,...,n}, con las
operaciones definidas de la siguiente manera:
(al,...,an) + (bl,...,bn) = (a1 +b1,...,an+bn)

a-(ay,...,a,) = (aay,...,aa,)
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es un espacio vectorial sobre k. En particular, tomando n = 1, obtenemos el cuerpo de
base que se puede pensar como un espacio vectorial sobre si mismo.

Es importante destacar que los vectores de k™ se representan ya sea como filas, en la

ai
forma de arriba o como columnas en la forma: ( : )
an
EJEMPLO 2.7. El conjunto kY = {(al,...,an,...) ca; €k, 1= 1,2,...}, con las
operaciones definidas de la siguiente manera:

(al,ag,...)—I—(bl,bg,...):(a1+bl,a2+b2,...)
a-(ay,as,...)=(aay,aas,...)

es un espacio vectorial sobre k. Observar que k" puede pensarse como el conjunto de las
sucesiones con valores en k.

EjempLo 2.8. El conjunto Cla,b] = {f a0 = R f continua}; es un espacio
vectorial sobre R con las operaciones usuales entre funciones.

EJEMPLO 2.9. Sik’ C k es un subcuerpo de k, entonces el cuerpo mayor es un espacio
vectorial sobre el menor. Por ejemplo, Q C R, asi R es un Q—espacio vectorial.

EJEMPLO 2.10. Si V es un k—espacio vectorial cualquiera y X un conjunto arbitrario,
entonces VX es un espacio vectorial de la siguiente forma: si f,g € VX y a € k se definen
f+g e V¥yaf € V' como sigue: (f + g)(z) = f(z) + g(x), (af)(z) = af(a).
Usualmente, este tipo de operaciones definidas en V¥ se dicen realizadas punto a punto.

EJEMPLO 2.11. Un caso particular de lo anterior es cuando V' = k y el espacio es
kX.

El espacio k™ se identifica entonces a k™, donde (a1, ...,a,) se corresponde con la
funcién f: [n] = k, f(i) = a;.

El espacio de las sucesiones se identifica entonces a k™, donde (ay, as, . .. ) se identifica
con la funcién f: N =k, f(i) = a;.

Antes de ver el siguiente ejemplo recordemos la definicion de polinomio con coeficien-
tes en k

DEFINICION 2.12. Un polinomio con coeficientes en k es una expresién > - a;t’,
donde t es una variable, a; € k para todo ¢+ = 0,1,..., y la cantidad de 7 tales que
a; # 0 es finita. Notaremos k[t] al conjunto de los polinomios. El conjunto klt| con las
operaciones habituales entre polinomios

i j i
i 7 n=0 i+j
aobo + (aghy + a1bo)t + ... (apby, + a1bp—1 + -+ - + anbo)t" + . ..
donde >, a;t", >, bit" € Kk[t], es un anillo.

Llamaremos grado de un polinomio f € k[t] \ {0} al mayor i tal que a; # 0, y
notaremos gr(f) a ese nimero.
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Dado un polinomio f € k[t], lo notaremos de diversas maneras, cuando quede claro
por el contexto:

f= iazti = Zaiti = i a;t*,
=0 i =0

donde n = gr(f).
EJEMPLO 2.13. El anillo de de los polinomios k[t] con las siguientes operaciones
Sosait + >0 bitt =3 (a; + b))t Sosaitt, > bitt € K[t
a- (3 a;it) =3 (aa)t’ a€k, . at’ € Kkt]
es un k-espacio vectorial.

EJEMPLO 2.14. Un caso particular de espacios de tipo k™ es el siguiente:
Sean p, g dos nimeros naturales positivos y definimos

M,xq(k) = {f : [p] x [¢) = k : f funcién }.
En el caso que p = ¢ escribimos simplemente
MPXq(k) = Mp<k)

Podemos identificar los elementos (funciones) de M, (k) con las matrices con p filas
y q columnas, pues a una funcién f € M, (k) le hacemos corresponder la matriz

FL1) f(1,2) - f(q)

fo. 1) fp2) - f.q)

Es conveniente que el lector observe que una matriz como la anterior no es otra
cosa que un elemento de kP? organizado de otra forma. Su organizaciéon en un bloque
rectangular se debe a motivos de conveniencia que quedaran mas claros a lo largo del
curso, por ejemplo al definir el producto entre dos matrices (ver Apéndice )

Por ejemplo, el elemento (1,2,3,4) € Q* lo podemos pensar como una matriz de
May2(Q) o como perteneciente a Myy1(Q) como sigue:

<11’> i) € Ma,2(Q), € My (Q).

=~ o N —

2. Subespacios vectoriales

DEFINICION 2.15. Si V es un espacio vectorial y W C V' es un subconjunto, se dice
que W es un subespacio vectorial, o simplemente subespacio, de V' si se verifica:

1.0e W.
2. Siv,w e W entonces v +w € W.
3.SiaekywveW, entonces av € W.
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OBSERVACION 2.16. (1) Sea W un subespacio vectorial de V. Es claro que si res-
tringimos las operaciones de V' al subconjunto W (lo que se puede hacer gracias a las
condiciones y de la definicién) obtenemos un espacio vectorial. Salvo mencién explici-
ta, un subespacio se considera siempre con esta estructura, llamada estructura inducida.

(2) Si W es un subespacio de V, es claro que si vy,...,v, € Wy aq,...,a, € k
entonces ajvy + - -+ + apU, = o a;v; € WL

(3) Las condiciones (1)) y (2] de la definicién dicen que (W, +, 0y) es un subgrupo
del grupo abeliano (V, +,0y).

OBSERVACION 2.17. La condicién (1) de la definicién de subespacio vectorial puede
sustituirse por

(1)) W 0.

En efecto, es claro que (1),(2),(3) implican (1’),(2),(3). Reciprocamente, si w € W
es un elemento de W (que existe por ser W # (), entonces por la propiedad (3) tenemos
que Oy = 0w € W.

EJEMPLOS 2.18. A continuacién presentamos diversos ejemplos de subespacios vec-
toriales.

(1) Si V es un espacio vectorial, entonces {0} y V' son subespacios. Son llamados los
subespacios triviales.

(2) Si V =Kk" entonces W = {(al, coan) €K ap = 0} es un subespacio.

(3) Si V =Kk" entonces W = {(al,...,an) ek :a1+as+---+a, = 0}. En general,
si &q,...,&, €k, entonces

W:{(al,...,an)E]k":§1a1—|—§2a2+---+£nan:0}

es un subespacio de k™.

(4) (a) Como caso particular del ejemplo anterior, consideremos un sistema de coor-
denadas en el plano euclideo. De este modo, podemos identificar un punto p del plano
con un elemento p = (py, p2) € R2. Es facil ver que los subespacios no triviales de R? se
identifican con las rectas del plano que pasan por el origen del sistema coordenado.

En efecto, es claro que las rectas por el origen son subespacios. Consideremos W C R?
un subespacio tal que W # {(0,0)}. Sea w € W\ {(0,0) } un elemento. Entonces la recta
Ow = {aw : a € R} estd contenida en W. Si W # Ow existe v € W \ Ow por lo que la
recta Ov estd también contenida en W. Es facil ver que todo vector (a,b) € R? se escribe
como suma de dos vectores pertenecientes a las rectas Ow y Ov, por lo que W = R2.

(b) Del mismo modo, es posible identificar un punto de p = (p1,ps,p3) € R3 con
un punto del espacio euclideo. Bajo esta identificacion, los subespacios vectoriales no
triviales de R?® consisten de las rectas y planos que pasan por el origen del sistema
coordenado.

(5) (a) Si V =k?, entonces W = {(a1,as) € V : ajas = 0} no es un subespacio. Sin
embargo, se verifica que si v € W y a € k, entonces av € W.
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(b) Complementariamente, si V = R? entonces W = {(al,ag) eV :aay € Z}
verifica la condicion que la suma de dos elementos de W esta en W, pero W no es un
subespacio.

(6) Si V =R es el espacio de las sucesiones reales, entonces
W = {(ai)ieN : la sucesion (a;);en tiene limite ﬁnito}
Wy = {(ai)ieN : la sucesion (a;);en tiene limite Cero}

son subespacios. Mas atin, Wy C W C V; decimos en este caso que tenemos una cadena
de subespacios.

(7) Si V =R@Y el espacio de todas las funciones de (a,b) en R, los subconjuntos

{f a,b) > R: fes contlnua}

{f a,b) > R: fes derlvable}
son subespacios. Nuevamente tenemos una cadena de subespacios D(a, b) C C(a,b) C V.

(8) Si V es un espacio vectorial y v € V, definimos (v) = {av : a € k}, o més en
general, si v,w € V son dos vectores de V', definimos (v, w) = {av + bw : a,b € k}. Se
verifica facilmente que (v, w) es un subespacio de V. Ver Definicién [2.20]

Ademas si v = cw entonces (v, w) = (w).

(9) Si V' es un espacio vectorial y Wy, Wy C V son subespacios, es facil ver que
Wi N W, es también un subespacio de V. Més en general, si {W; : i € I} es una familia
de subespacios de V' entonces (), WW; C V es un subespacio de V. En otras palabras,
la intersecciéon de una familia cualquiera de subespacios es siempre un subespacio. Es
importante observar que la interseccién de dos subespacios (y también de una familia
arbitraria de subespacios) nunca es el conjunto vacio, ya que siempre contiene al vector
nulo. Por ejemplo, si tomamos en k? los subespacios ((1,0)) y ((0,1)), su interseccién
es el subespacio cero; ésta es la menor interseccion posible.

(10) El subconjunto k,[t] C k[t] de los polinomios de grado menor o igual a n es
claramente un subespacio. Algunas veces se nota este subespacio como k|t],,.

OBSERVACION 2.19. En general, la unién de subespacios vectoriales no es un subes-
pacio vectorial. De hecho, si V' es un espacio vectorial y Wy, Wy C V son subespacios,
entonces W7 U Wy es un subespacio si y sélo si se verifica una inclusién entre ellos, es
decir W1, N Wy = W, para alguin 1.

En efecto, si W7 C Wy |, entonces W U Wy = Wy v si Wy C W1, entonces Wy U Wy =
Wi, por lo que una de las implicaciones es inmediata. Supongamos ahora que existe
wy € Wi\Wa y we € Wo\Wj. Entonces, wy+ws € W1UWs, por lo que o bien wy+wy € Wy
o bien wy +ws € Wy. Si wy+ws € Wy deducimos que wy = (wy+wy) —w; € Wi, absurdo.
Del mismo modo, si w; + ws € Wy se deduce que wy; € Ws, con lo que queda probada la
afirmacion.

DEFINICION 2.20. Sea V un espacio vectorial y X C V un conjunto cualquiera. Se
considera la siguiente familia de subespacios de V:

Fx={W:XCWcV}.
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Es decir, F es la familia de todos los subespacios de V' que contienen a X. Se define el
subespacio generado por X y se denota (X), como

x)= ) W

WeFx

OBSERVACION 2.21. (1) Si X =V, la familia Fy consta sélo de un elemento — el
espacio V—, luego (V) = V.

(2) Es claro que el menor subespacio que contiene al conjunto vacio es el subespacio
trivial {0}, por lo que (0) = {0}.

(3) Es claro que la Definicién [2.20| generaliza las situaciones consideradas en el Ejem-
plo (8) poniendo X = {v} y X = {v,w} respectivamente, ver Observacién y
Ejercicio 2[T1]

(4) Puede suceder que X # Y pero que (X) = (Y). Eso sucede, por ejemplo, en el
caso de ((1,0),(0,1)) = ((1,1),(0,-1)) = k>

OBSERVACION 2.22. Surge de la construccion dada en la Definicién quesiX CV
es un conjunto, entonces (X) es el menor subespacio vectorial que contiene a X . En efecto,
(X)) es un subespacio, contiene a X, y estd contenido en todo subespacio W € F.

Observemos que en particular, tenemos que (X) € Fy.

EjempLo 2.23. Si W, U C V son subespacios de V', entonces la suma
W+U=(WuU)

es un subespacio. Ademds W+ U = {w+u : w € W,u € U}. Omitimos la prueba de
este resultado, que es un caso particular del Lema [2.25]

DEFINICION 2.24. Si V' es un espacio vectorial y {W; : @ € I} es una familia de

subespacios de V', se define
Swi=(Um).

iel i€l
LEMA 2.25. Si 'V es un espacio vectorial y {W; : i € I} es una familia de subespacios
de V', entonces

Z W, = {Z w; »w; € W, donde w; = 0 excepto para un nimero finito de 7 € I}.
icl i€l

DEMOSTRACION. Llamemos U = {EZ w; »w; € W, donde #{i : w; # 0} < oo}.
Se verifica que U es un subespacio de V' que contiene a W; para todo i € I. En efecto,
0=>,0eU,ysiv=>,v,w=> w;,conv;,w €W, todos nulos salvo una cantidad
finita, y a € k \ {0}, tenemos que

av +w = a(z U@-) + Zwi = Z(avi + w;),
en donde, usando que la cantidad de vectores v;, w; no nulos es finita, usamos repetidas
veces la propiedad distributiva, conmutativa de la suma y asociativa de la suma. Si para
1o € I tenemos que el vector av;, + w;, € W;, es no nulo, entonces o bien v;, o bien wj,
tiene que ser no nulo. Luego ip € {i € [ : v; 0} U {i € I : w; # 0}, conjunto con una
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cantidad finita de elementos. Para probar que U D |J;.; W; alcanza con observar que si
w; € W;, entonces w; = >, v;, con v; = 0si i # jyv; = w,.

Si W C V es un subespacio que contiene a W; para todo 4, cualquier elemento de la
forma ), w; con w; € W; y con w; = 0 excepto para un ndmero finito de 7, estd en W.
Entonces U C W y luego es el menor subespacio vectorial que contiene a (J,.; W;, es

decir U = (U;c; Wa). O
OBSERVACION 2.26. En particular, si vy,...,v, € V, entonces
(U1, ..., 0p) = {Zaivi ja; € k}.
i=1
DEFINICION 2.27. (1) Una familia finita {W; : ¢ = 1,...,n} de subespacios de un

espacio vectorial V' se dice que es linealmente disjunta si para cualquier igualdad de la
forma wy, + - - - + w,, = 0 con w; € W; se deduce que w; = 0.

(2) Una familia {W; : ¢ € I} de subespacios de un espacio vectorial V' se dice
linealmente disjunta si todas sus subfamilias finitas son linealmente disjuntas.

OBSERVACION 2.28. Sea F = {W; : i = 1,...,n} una familia finita de subespacios
de un espacio vectorial V' y {iy,...,is} C [n]. Si existen w;, € W;,,...,w;, € W;, no
nulos tales que ), w;, = 0, es claro que entonces la familia F no es linealmente disjunta.
Deducimos entonces que si F es linealmente disjunta, toda subfamilia (necesariamente
finita) {W,,,...,W;,} C F es linealmente disjunta. Esto muestra que toda familia finita
linealmente disjunta en el sentido de la Definicion m (1), lo es también en el sentido
de la Definicién [2.27) (2). De este modo, en el caso finito ambas definiciones coinciden.

EJEMPLO 2.29. (1) En k?® los subespacios W; = {(x,y,()) C o,y € ]k} y Wy =
{(O,y, z) 1y, z € k} no son linealmente disjuntos, porque (0,1,0) + (0, —1,0) = (0,0, 0),
con (0,1,0) € Wy y (0,—1,0) € Ws.

(2) En k® los subespacios Wy = {(z,y,0) : 2,y € k} y Wo = {(0,0,2) : z € k} son
linealmente disjuntos. En efecto, si tomamos (a,b,0) € Wy y (0,0,¢) € W5 y suponemos
que (a,b,0) + (0,0,¢) = (0,0,0) deducimos que a = b =c = 0.

DEFINICION 2.30. Dada una familia linealmente disjunta {W; : i € I'} de subespacios
de un espacio vectorial V', decimos que el subespacio Y., W; es la suma directa de los
subespacios de la familia y escribimos: ,.; W;.

il

OBSERVACION 2.31. Cuando escribimos una igualdad entre subespacios U = @ie Wi
estamos queriendo decir dos cosas de caracteristicas diferentes. Por un lado que U =
> i1 Wi, igualdad que se refiere a la relacién entre U y la familia {W; : ¢ € I'}; por otro
que la familia {W; : i € I} es linealmente disjunta, propiedad que se refiere tan sélo a la
familia {W; : ¢ € I} sin involucrar a U.

LEMA 2.32. Sea V' un espacio vectorial y U D W;, 1 € I, subespacios de V. Entonces
son equivalentes:

(1) U=D,e; Wi
(2) Para todo u € U existe una tnica familia w; € W; con las siguientes propiedades:
(a) los elementos w; son nulos excepto para un numero finito de indices y (b) u ="y . w;.
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DEMOSTRACION. Si vale la condicién (2) es claro que U = Y. W;. Para probar
que los W;, i € I, son linealmente disjuntos, usamos la unicidad garantizada en (2): si
>, w; = 0 para alguna familia de elementos, como también tenemos que ) . w; = .0
y la unicidad implica que w; = 0 para todo 7 € I.

Que la condicién (1) implica la condicién (2) se prueba de forma semejante. Que
U= ,c; Wi, o sea la existencia de una descomposiciéon de la forma u = ), w;, sigue
directamente de la definicién de suma directa. Con respecto a la unicidad razonamos como
sigue: sea w € U y supongamos que admite dos descomposiciones w = zl w; = ZZ (R
v, w; € W;. Entonces 0 =w —w =Y, w; — Y . v; = y_.(w; —v;), y como los espacios W;
son linealmente disjuntos deducimos que w; = v; para todo i € I, i.e., la descomposicion
es Unica. O

OBSERVACION 2.33. La condicién (2) del Lema puede reescribirse como sigue:
(2) U = >, ;Wi y siu € U, entonces la descomposicion w = Y, w;, w; € W; es
unica.

LEMA 2.34. Supongamos que V' es un espacio vectorial y {W; :i € I} es una familia

de subespacios. Los subespacios son linealmente disjuntos si y solo si para todo j € I
tenemos que W; N 32,y Wi = {0}

DEMOSTRACION. Consideremos j € Iy sea w € W, N Ziel\{j} W;. Entonces existen
i1y...,0n € I\ {j} y vectores w;, € W;,, h =1,...,n, tales que w = w;, +--- + w;,.
Luego, w;, +- - -+w;, —w = 0 es una representacion del cero por vectores de subespacios
diferentes, por lo que w =0y W, N Zie[\{j} W; = {0}.

El reciproco se prueba de forma similar y es dejado como ejercicio, ver Ejercicio 221}

O

OBSERVACION 2.35. En el caso que tengamos sélo dos subespacios, la afirmacién
anterior significa que W7 y Wj son linealmente disjuntos si y sélo si W3 N Wy = {0}.

En el caso de tres subespacios Wi, W5, W3, observar que no basta con que Wi N
Wy = Won W3 = Wy N W3 = {0} para que los tres subespacios sean linealmente
disjuntos. Eso lo muestra el siguiente ejemplo: sean V = k3, W, = {(O,y, 2) 1 y,z € k},
Wy = {(2,0,0) : z € k}, Wy = {(z,2,0) : € k} y el vector (1,0,0) + (—=1,—1,0) =
(O, -1, 0) e Wi n (WQ + Wg)

DEFINICION 2.36. Si M € M,,x,, (k) definimos su matriz transpuesta, que denotamos
por M, como la matriz obtenida a partir de la matriz M intercambiando las filas por
las columnas: si M = (aij)lgiSm, entonces M! = (bhk)lghgn’ con bpr = agp.

1<5<n 1<k<m

EJEMPLO 2.37. Si M = (}23) € My,5(R), entonces M = (é ‘g‘) € Mays(R).

EjemMpLO 2.38. Consideremos el espacio de las matrices cuadradas M, (k). El sub-
conjunto
S={MeM,(k): M'=M}
es un subespacio vectorial de M,,(k), llamado el subespacio de las matrices simétricas.

El subconjunto
A={MeM,(k): M'=—-M}
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es también un subespacio de M,,(k), que llamamos el subespacio de las matrices anti-
simétricas.

Sik =Q,R o C, se cumple que S & A = M,,(k). Efectivamente, la igualdad
M =1/o(M + M") + 1/2(M — M")

garantiza que S + A = M, (k). Se prueba que S y A son linealmente disjuntos de la
siguiente forma: sea M € S N A, entonces, —M = M' = M y concluimos que M = 0.

Mas en general, esta propiedad se cumple siempre y cuando el cuerpo k no tenga
caracteristica 2, es decir, siempre y cuando 1 4+ 1 # 0 en k. En este caso 2 es invertible,
es decir existe 1/2.

3. Transformaciones lineales

En matemaética, cada vez que se define un tipo de objetos — e.g. conjuntos, espacios
vectoriales, grupos, espacios topoldgicos — es necesario definir también los morfismos
entre esos objetos. En el caso de los conjuntos los correspondientes morfismos son las
funciones, para grupos son los homomorfismos de grupos, para espacios topoldgicos son
las funciones continuas. En el caso de los espacios vectoriales los morfismos seran las fun-
ciones que “respetan” la suma y el producto por un escalar, en el sentido que describimos
a continuacién; dichas funciones seran llamadas transformaciones lineales.

DEFINICION 2.39. Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo k.

(1) Se dice que una funcién T : V' — W es una transformacion lineal si para todo
u,v € V' y a,b € k se verifica que T'(au + bv) = aT (u) + 0T (v).

Se dice que una transformacién lineal T': V' — W es un isomorfismo lineal si T es
biyectiva como funcion. Un isomorfismo lineal también se llama simplemente un isomor-
fismo y se dice que T es invertible. En ese caso (o sea en el caso que exista un isomorfismo
entre V' 'y W) se dice que estos espacios son isomorfos. En general si V' y W son isomorfos
escribimos que V = W.

(2) El conjunto de todas las transformaciones lineales de V' en W se denota como
Homy (V, W), y frecuentemente se abrevia como Hom(V, W).

(3) SiV =W yT:V — V es una transformacion lineal decimos que T es un
endomorfismo de V. Al conjunto de todos los endomorfismos de V' se lo denota como
Endy (V') o End(V).

(4) En el caso en que el codominio de una transformacién lineal sea el cuerpo de
base, o sea si T': V — k, decimos que T es una funcional lineal. En ese caso Hom(V, k)
se abrevia como V* y se llama el espacio vectorial dual de V', o el espacio dual de V.

EJempLOs 2.40. (1) Si V,W son dos k-espacios, entonces la trasformacién lineal
nula §: V. — W, ©(v) = 0, es claramente una transformacién lineal.

(2) Si V es un espacio vectorial, la identidad id : V' — V es una transformacion
lineal.

(3) Consideremos T, 5 : k* = k, T'(a,b) = aa + Bb. Entonces T, g es una funcional
lineal.

(4) La funcién T : k* — k3, T'(a,b,c) = (a+b,b+ ¢,0) es una transformacion lineal.
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OBSERVACION 2.41. Sean V, W dos k—espacios vectoriales y T': V — W una funcién
entonces son equivalentes:

(1) T es una transformacién lineal.

(2) T'(av +w) = aT'(v) + T(w) para todo v,w € V, a € k.

(3) (i) T(av) = aT'(v) para todo v € V, a € k. (ii) T(v + w) = T'(v) + T(w) para
todo v,w € V.

En efecto, tomando en (1) b = 1 tenemos que (1) implica (2). Si consideramos w = 0
en (2) tenemos que (3) (i) es cierto, y considerando a = 1 en (2) tenemos que (3)
(ii) es cierto. Finalmente si (3) es cierto tenemos que T'(av 4+ bw) = T(av) + T(bw) =
al'(v) + 0T (w).

OBSERVACION 2.42. Si una transformacién lineal T': V' — W es invertible, entonces
su funcién inversa T~! : W — V es también una transformacion lineal. Efectivamente, si
wy,wy € Wya,bek, T aw;+bwsy) y aT(wy)+bT ! (ws) son iguales. Esto se deduce
porque si le aplicamos T" a ambas expresiones obtenemos el mismo elemento aw; + bws.
Como T es biyectiva es inyectiva, de donde T~ (aw; + bwy) = aT(wy) + 0T (wy).

LEMA 2.43. Sean V y W espacios vectoriales y T : 'V — W wuna transformacion
lineal.

(1) Siv eV, entonces T(—v) = =T'(v), y ademds T'(0y) = Oy .
(2) SiU CV es un subespacio de V' entonces, T|, : U — W es una transformacion

lineal.

(3) SiU CV es un subespacio de V, entonces el conjunto T(U) = {T'(u) : u € U}
es un subespacio de W. En particular T(V') = Im(T) es un subespacio de W .

(4) Si L C W es un subespacio de W, entonces T~*(L) C V es un subespacio de V.

DEMOSTRACION. (1) Si v € V, entonces T(—v) = T'((—=1)v) = (—=1)T'(v) = —=T'(v).
Por otro lado, T(0y) = T(0y + 0y) = T(0y) + T(0y), de donde se deduce sumando
—T'(0y) en ambos lados de la igualdad que T'(0y) = Oy.

(2) Siu,v' € Uy a,bektenemos que 7|, (au+ bu') = T'(au+ bu') = aT'(u) + 0T (v') =
al’|, (u) + 0T, (u').

(3) La propiedad (1) nos garantiza que Oy € T'(U). Si w,w’ € T(U), existen u,u’ € U
tales que T'(u) = w y T'(u') = w'. Luego si a,b € k tenemos que aw + bw' = aT'(u) +
bT'(v') = T(au+bu') € T(U).

(4) La propiedad (1) nos garantiza que Oy € T (L). Si v,v' € T7(L), entonces
T(v),T(v') € L, de donde se deduce que si a,b € k, aT'(v) + bT'(v') € L, dado que
L es un subespacio. Luego, T'(av 4+ bv') = aT'(v) + bT(v') € L, lo que significa que
av+bv' € T7Y(L). O

El siguiente ejemplo muestra que el recirpoco de las propiedades (3) y (4) del Lema
anterior no es valido.

EJEMPLO 2.44. Consideremos la transformacion lineal T' : k?* — k? dada por T'(a, b) =
(a,0).
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El subconjunto U = {(0,1)} C k® no es un subespacio vectorial, pero T'(U) =
{(0,0)} C k?*silo es.

Por otra parte, el subconjunto L = {(a, a®):ae k} no es un subespacio vectorial,
pero T*(L) = {(0,b) be k} si lo es.

DEFINICION 2.45. Si V' y W son espacios vectoriales y T': V' — W es una transfor-
macién lineal, se define el nicleo de T' como

N{T)={veV:Tw) =0} =T""{0}).
EJEMPLOS 2.46. (1) El nucleo de la transformacién lineal nula © : V- — W es
todo el dominio N(©) = V.

(2) Calculemos el nicleo de la transformacién lineal T : k* — k3, T'(a,b,c) = (a +
b,b+ ¢,0). Un vector (a, b, c) pertenece a N(T') si y sélo si T'(a,b,c) = (0,0,0), es decir
siy sélo si (a+b,b+¢,0)=(0,0,0). Luego

a+b= 0
(a,b,c) e N(T) <= < b+c= 0
0= 0

Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales anterior tenemos que
N(T) = {(a, —a,a):a€ ]k} = <(1, -1, 1)>

OBSERVACION 2.47. (1) V y W son dos espacios vectoriales, del Ejemplo dedu-
cimos que el conjunto WV de las funciones de Ven W es un espacio vectorial. Veamos
que Hom(V, W) es un subespacio de WV

Ya vimos que la funcién © : V' — W constantemente igual a Oy, i.e. 0(v) = Ow
para todo v € V, es una transformacion lineal. Si 7, S : V — W son transformaciones
lineales, entonces

(aT + bS)(au + fv) = a(T(au+ Bv)) + b(S(au + fv)) =
acT (u) + afBT(v) + baS(u) + b3S (v) =
af(aT + bS)(u)) + B((aT + bS)(v)).

De esta forma verificamos que a1 + bS es una transformacion lineal.

(2) Es muy simple verificar que si T : V. — W y S : W — U son transformaciones
lineales entre espacios vectoriales, entonces SoT : V' — U es también una transformacién
lineal. En otras palabras la composicién de transformaciones lineales es siempre una
transformacién lineal. Es también evidente que id : V' — V es una transformacion lineal,
o sea un endomorfismo de V.

(3) En el caso que V = W ademéds de la estructura de espacio vectorial, End(V)
esta equipado con la operacién de composicién. En ese caso estamos frente a lo que se
llama un élgebraﬂ.

En el caso de End(V') el elemento unitario es el endomorfismo id : V' — V.

1Un dlgebra es un espacio vectorial A equipado ademds con una operacién de producto x : Ax A — A
y un elemento unitario 1 € A tal que — denotando el producto a x 8 como af para abreviar: para todo
a,B,7 € A (a) (aB)y = a(B7); (b) (a+ B)y = ay + By, v(a+ B) = va+7B; (c) la = al = a; (d) Si
a € k entonces a(af) = (aa)p = a(ap).
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(4) Se deduce inmediatamente del Lema que el nicleo de una transformacién
lineal es siempre un subespacio del dominio.

En la literatura, muchas veces el niicleo de una transformacion lineal T se nota como
Ker(T') (del aleman Kernel = nicleo).

EJEMPLOS 2.48. (1) Si V' es un espacio vectorial y a € k es un elemento fijo del
cuerpo, entonces la funcion v — av : V' — V es una transformacion lineal.

(2) SiV esun espacio vectorial, f : V' — k una funcional lineal y v € V un vector de
V, se define la transformacién lineal f|v : V' — V de la siguiente forma: (f|v)(u) = f(u)v.
Es claro que de esta forma tenemos una transformacion lineal y que si f # 0 entonces
Im(f|v) = (v). Se puede probar (ver Ejercicio [4[12]) que si V' es un espacio vectorial un
generador con un numero finito de elementos y 7" es una transformacién lineal de V' en
si mismo, entonces 1" es la suma de un numero finito de transformaciones de la forma
f|v, ver también Lema [5.20}

(3) Si T : V — W es una transformacion lineal, la funcién ¢ : k — Homy(V, W),
¢(a) = aT, es una transformacion lineal.

(4) Un elemento A € M,,,«,, define una transformacién lineal L4 : k™ — k™ mediante

la siguiente férmula:
1 Y1
2 Y2
-"U.n y;n

Y1 = 1101 + A12T2 + - + A1pTn (231)
Yo = G1T1 + A% + -+ AonTy
Ym — Om1T1 + Q22 + -+ + QmnTy

La transformacion lineal L4 puede pensarse como L4(z) = Az, donde z es un vector
columna, ver Apéndice [B]

(5) El mapa ¢ : M;,x, — Homg(k™ k™), ¢(A) = L,, define una transformacion
lineal. Probaremos mas tarde que es un isomorfismo.

(6) La funcién D : D(a,b) — R@Y D(f) = f', es una transformacién lineal. En
ese caso N(D) C D(a,b) es el subespacio de las funciones constantes, i.e., el subespacio
generado por la funcién constantemente igual a 1.

(7) Si V es un espacio vectorial arbitrario, entonces Hom(k, V') = V. Para probar
esta afirmacion se define la transformacién lineal I' : Hom(k, V) — V, I(T") = T'(1) si
T € Hom(k, V). Definimos también A : V' — Hom(k, V) A(v) : k — V, A(v)(a) = av si
a € k. Es facil ver que A =T'1.

OBSERVACION 2.49. Sean V' y W espacios vectoriales y T : V' — W una transforma-
cién lineal. Por definicién, T' es sobreyectiva si Im (7)) = W.

Veremos a continuacién un criterio para detectar cuando una transformacién lineal
es inyectiva.

LEMA 2.50. Sean V' y W espacios vectoriales y T : 'V — W wuna transformacion
lineal. Entonces T es inyectiva (pensada como funcion entre los conjuntos V-.y W) si y

sdlo st N(T') = {0}.
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DEMOSTRACION. Supongamos que 7' es inyectiva; en ese caso si T(v) = Oy, como
Ow = T'(0y) tenemos la igualdad T'(v) = T'(0y) de la cual deducimos que v = 0y. Hemos
probado que si un vector v € V verifica que T'(v) = Oy, entonces v = Oy, en definitiva
N(T") = {Ov}.

Reciprocamente, si T'(v) = T(v'), entonces T'(v — v') = Oy y si la transformacién
lineal tiene niucleo cero concluimos que v — v' = Oy, i.e., v = v'. Hemos probado que si
dos vectores v,v" € V tienen la misma imagen por T entonces son iguales. Eso quiere
decir que T' es inyectiva como funcién. O
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4. Ejercicios

1. Averiguar si las siguientes estructuras (V, +,-) son R-espacios vectoriales.

(a) V={f:R—=R} (f+g)(x)=f(z) +g(x),Vz e R,Vf,geV,
(A~ f)(x) = f(\x),¥z € R, YA€ R,Vf € V.

b)) V=A{f:R=>R}, (f+9)(z)= f(z) +g(x),Vz eR,Vf geV,
(- f)(@) = A+ f(z),¥z € R,YA € R, VS € V.

(c) V = {(an)n>1 sucesiones en R}, (an)n>1 + (bn)n>1 = (a7 + b} )n>1,
A (an)nZI - (/\an)nZI-

2. Sea V = R® el espacio vectorial de las funciones de R en R con las operaciones
punto a punto. Averiguar si los siguientes subconjuntos W C V son subespacios de

(V4.

(a) W={feV:f(1)=1}
(b) W={feV:f1) =0}
(%W {feV:3770)}.

(d

3. Sea V un espacio vectorial. Probar que el opuesto de un elemento es unico.

W ={feV:3f"(x)Vx € R}.

4. Sea V el espacio vectorial de las sucesiones que toman valores reales. Averiguar si
los siguientes subconjuntos W C V' son subespacios de (V, +, ).

(a) W={(an) € V: 37, |an| < oo},
b W:{(an)EV:Jingoanzl}.

)
(c) W={(an,) € V: Elnh;rgoagn}.
d) W= {(a,) €V :#{n:a, #0} <oo}.

5. ;Cuadles de los siguientes conjuntos son subespacios de R[z]?

(a) Wy ={f e Rlz] : f(0) = 0};

b) Wy ={f € Rlz] : 2/(0) = f(1)};

(c) 3={f€R[$] f) = f(1=1) Vi e R};
(d) Wa={f €R[z]: f=3""aix™}.

6. Averiguar si las siguientes estructuras (V, +, ) son espacios vectoriales.

(a) V ={(z,y) 2,y € R}, (v1,41) + (22,92) = (¥1 + Y1, 72 — ¥2),
(b) V={(z,y) : 2,y € R}, (w1, 31) + (22, 92) = (x1 +y1, T2 + 1),
A (z,y) = (A z,0).

7. S1V y W son k—espacios vectoriales, probar que V' x W es un espacio vectorial
con la siguiente estructura:

(v, w1) + (v2, w2) = (V1 + V2, w1 + w2)
A (vl,wl) ()\ Ul,)\ wl)
8. Averiguar si las siguientes estructuras (V, 4+, -) son espacios vectoriales.

(a) V= {(I’,y) 1T,y € R}7 («Tl,yl) + (x27y2) = (171 +y1>$2 - y2>,
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(b) V=A(z,y) : 2,y € R}, (z1,41) + (22, 92) = (21 + y1, 22 + ¥2),
9. En V = R? se definen las siguientes operaciones:

(1) (z,y) + (2, ) = (x + 2",y + 1),
(i) AMz,y) = (A\z,y), A € R.
.Es V' con estas operaciones un espacio vectorial real?

10. Sea V = R¥ el espacio vectorial de las funciones de R en R con las operaciones
punto a punto. Averiguar si los siguientes subconjuntos W C V son subespacios de
Vo4, ).

(a) W={feV:f(1)=1}.
(b) W = { fev:.fQ) = 0}
() W={fev: 3#(»
(d) W={feV:3f'(z)Vz € R}.

11. Probar que si V' es un espacio vectorial y X C V es un subconjunto, entonces

<X>:{Zaivi:a¢€]k, v; € X, nZO}.
Ver observaciones [2.21] “ . y -

12. Probar que el conjunto B, (k) = {M = (my;) € My(k) : my; =0sid > j} de las
matrices triangulares superiores es un subespacio de M, (k).

13. Se define la traza de una matriz A = (a;;) € M, (k) como tr(A) = >"" | a;.
Sea V = {A € Mysn(R) : tr(A) = O}. Probar que V' es un subespacio de M, (R).

14. Si V y W son k—espacios vectoriales, probar que V' x W es un espacio vectorial
con la siguiente estructura:

(v1,w1) + (v2, we) = (V1 + Vo, W1 + W3)
A (v, wy) = (Ao, A - wy).
15. Calcular la suma de los siguientes subespacios y decir si es directa:
(a) Wy, Wy CRY W, = {(ac,(),z,()) IS R4}, Wy = {(x,y,z,w) ER' :ztyt+ztw=

O¢.
(b) mil,Wg,Wg - R4, W, = <<2,0,2,0)>, Wy = <<1,0,—1,0),(1,1,171)>, Wy =
((0,1,2,1)).

16. Sea V un R- espa01o vectorial. Recordamos que VR = { fR— V} es un espacio
vectorial, con operaciones “punto a punto”:

(f +9)(@) = f(a) + g(a) ]
M- @) =X (f(z)) figeV: ANz elR

Probar que si W C V' es un subespacio de V' entonces el subconjunto
={feV*: flz) eWVzeR} C V"

es un subespacio de VR,
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17. Sean V un R-espacio vectorial y v, w € V. Demuestre que (v, w) = (v+w,v—w).

18. Hallar S+ T y determinar si la suma es directa, siendo S y T los subespacios de
R3 siguientes:
(a) S={(z,y,2) eR3:z =2}y T ={(z,y,2) € R?: 2 =0}.
(b) S=A{(z,y,2) eR’rax =y} y T ={(z,y,2) e R 1z =y = 2}.
() S={(z,9,2) eR:a=y=0} yT ={(2,y,2) ER’ : 2 =z}
19. Calcular la suma de los siguientes subespacios y decir si es directa:
(a) Wi, Wy CRY Wy = {(2,0,2,0) e R*}, Wo = {(z,y,2,w) ER 1z +y+2+w=
0}.
(b) Wh WQa Ws C R47 Wy = <(27 0, 27 0)>’ Wy = <(1a 07 _17 0)7 (17 L1, 1)>7 Wy =
((0,1,2,1)).
20. En R3 se consideran los subespacios
U = {(z,y,2) eR®: 2 =z},
V. = {(0,0,¢):ce R},
W = {(z,y,2) eR*:z+y+2z=0}
1. Probar que R3 =U @ V.
2. Probar que R® = U + W y que esta suma no es directa.

21. Completar la prueba del Lema [2.34}

Sea V' un espacio vectorial y {W; : i € 1} una familia de subespacios. Los subespacios
son linealmente disjuntos si y sélo si para todo j € I tenemos que Wjﬁziel\{j} W; ={0}.

22. (a) Sea V el espacio de las funciones de [—a, a] en R. Consideremos las fun-
ciones pares y las impares:

P={feV:f(z)=f(-x)Vx € [~a,a]}
I={feV: f(z) = —f(-a)Vz € [~a,a]}
Probar que P e I son subespacios y que V =P @ I.

(b) Sea V un R-espacio y j : V' — V una transformacion lineal tal que j o j = idy.
Sean

S={veV:jw) =v}
A={veV:j) =—-v}

Probar que S y A son subespacios y que V =5 @ A.
(¢) Deducir la parte (a) y la descomposicién de las matrices en suma directa de las
simétricas y las antisimétricas de la parte (b).

23. En los siguientes casos determinar si la transformacién 7" es lineal:

R RE T(x,y,2) = (y —x,2 + ).

'R =R T(z) = (v, 7).

R = R T(z,y,2) = (2%, 2,2 — ).

: Cla,b) = R, T(f) = f(a).

V=R, T({a,}) = lima,, donde V = {(a,) : Ilima, }.
: M, (k) — k, la traza.

: Cla,b] — Cla,b], T(f) = f2

CORDOED
S N S N e N
NE NSNS
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(h) T :k[X], = k[X]s1, T(ag+ar1 X+ -+ 0, X") = ao X + (a1 /2) X?+- - -+ (a, /n+
1)X"+1.

24. Hallar el nicleo y la imagen de las transformaciones lineales del ejercicio [23]
25. Sea T : Ro[z] — R? dada por T'(p) = (p(0), p(1),p(2)).

1. Probar que es una transformacién lineal.
2. Hallar el nticleo y la imagen de T
3. Estudiar inyectividad y sobreyectividad de 7T'.

26. Se considera la funcién D : R[X] — R[X], D(p) =p'.

(a) Probar que D es lineal y sobreyectiva.
(b) Hallar N (D).

27. Sean D : R[X],41 = R[X],, D(p) =p' y T : R[X],, = R[X],41 la transformacién
del ejercicio 23|(h). Probar que D o T = id pero que T o D # id.

28. Definimos en el conjunto k[z] x k[z]* la siguiente relacion : (f,g) R (f',¢') si
fgd — gf =0 (se recuerda que k[z|* = k[z] \ {0} ).

(a) Probar que R es de equivalencia. Notaremos k(x) = (k[z] x k[z]*)/R, v f/g =R
[(f, 9)]-

(b) Probar que R(z) es un cuerpo con las siguientes operaciones:
f@)/g(x)+ f'(2)/g'(x) = (f(x)g'(x) + f'(2)9(2)) /9(x)g ()
f@)/g(x) - f(2)/g'(x) = f(2) [ (2)/9(x)g (z).

(c) Probar que ¢ : R[z] — R(z), t(p) = ¥, es una transformacién lineal tal que
t(pq) = t(p)t(q). En otras palabras, ¢ es un morfismo de dlgebras. Observar que ¢
es inyectiva.

d Probar que R[z] es un subespacio de R(x) como R-espacio vectorial, en donde
identificamos R[z] con ¢(R[z]).

(d) ;Es R[z] un R(z)-espacio vectorial?

29. (a) Sea D, (k) ={A € M, (k) : a;; =0 sii# j}. Probar que D, (k) = k".

(b) Probar que k[X], = k"'

(c) Probar que ki*t =k,

30. Sean V y W espacios vectoriales, T' : V — W una transformacién lineal y
B C Im(T) un subespacio.

(a) Probar que A = T71(B) es el tnico subespacio de V tal que N(T) C Ay
T(A) = B.

(b) Sea C' C V un subespacio. Probar que A = N(T') @ C si y s6losi T(C) = By
T|c es inyectiva.

31. Si existe, dar un ejemplo de una transformacion lineal T" tal que su ntcleo sea
N(T)=((4,-7,5)) y suimagen sea Im(T) = ((2,—1,1),(—1,3,2)).

32.  (a) Hallar T : R* — R? lineal, tal que
N(T) = ((1,-1,2,1),(0,-1,2,2))
Im(T) = ((1,2,-1)(2,1,-2)).
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(b) Hallar T : Ro[z] — M,(R) lineal, tal que

N(T)=(1+2%, Im(T)= <(Z Z) € My(R):a=b,c=d)

33. Sea T': Ry[t] — R transformacion lineal dada por
1
T(at* + bt +c) = / (at® + bt + c)dt
0

1. Hallar N(T).
2. Hallar Im(T).

34. Sean V y W espacios vectoriales, 7" : V' — W una transformacion lineal y
B C Im(T) un subespacio.

(a) Probar que A = T~!(B) es el tnico subespacio de V tal que N(T) C Ay
T(A) = B.

(b) Sea C' C V un subespacio. Probar que A = N(T) @ C si y s6lo si T(C) = By
T|c es inyectiva.

35. Sean X un conjunto y V' un k-espacio vectorial.

(a) Sea Y C X. Probar que Y? = {f € VX : f|y = 0} es un subespacio de V*.
(Nota: si Y = ) se define Y0 = VX).

(b) Probar que YO =V¥* siysélosiY =0y que Y° = {0} siy slosi Y = X.

(c) Sean Y, Z C X. Probar que (YU Z)=Y"NZ%y que (YNZ) =YY"+ Z°

(d) Deducir que VX =Y Zsiysélosi X =Y UZyYNZ=10.

36. Definimos + : R* x R* — R* como a + b = ab (el producto usual de los reales)
y - R xR* — R* como \-a = a”. Probar que (R*,+,-) es un R—espacio vectorial
isomorfo a R.

37. Sean V, W dos espacios vectoriales. Consideremos las funciones T': V. — V x W,
Tw)= (v,0w),y S: W =V xW, S(w) = (0y,w).

(a) Probar que Ty S son transformaciones lineales inyectivas. Hallar sus imagenes.

(b) Probar que V- x W = Im(7T") & Im(S).

(c) Sea U un espacio vectorial y f : V — U, g : W — U dos transformaciones
lineales. Probar que existe una tunica transformacion lineal R : V x W — U tal
que el diagrama

1% S w

S

X

/t
A\

v

U
es conmutativo.

(c) Sea U un espacio vectorial y f' : U — V, ¢ : U — W dos transformaciones
lineales. Probar que existe una tnica transformacion lineal Q) : U — V x W tal
que el diagrama

1w

Vv

> X
<

Q
x

!

7/t
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es conmutativo, donde p, ¢ son las proyecciones de V- x W en V' y W respectiva-
mente — observar que p y ¢ son transformaciones lineales.

38. Sea V' un espacio vectorial y W, U C V subespacios tales que W C U. Probar
que si K C V es un subespacio tal que W & K =V, entonces W @& (UNK) = U.



Capitulo 3
Dependencia e independencia lineal

En este capitulo estudiaremos tres conceptos de gran importancia para el desarrollo
del algebra lineal: el concepto de conjunto generador, el concepto de conjunto linealmente
independiente y el de base de un espacio vectorial.

En el Capitulo [2, dado un espacio vectorial V' y un subconjunto arbitrario X C V,
definimos el subespacio de V' generado por X, que denotamos (X). Este subespacio (X)
es el menor subespacio que contiene a X y se puede describir explicitamente como el
conjunto de los vectores v € V de la forma v = >  a;z; donde xq,...,2, € X y
ai,...,a, €Kk;ie., vesuna combinacion lineal finita de elementos de X.

En esa situacion decimos que (X) esta generado por X o que X genera (X).

Observemos que si X C Y entonces (X) C (Y) y si X es un subespacio de V entonces
(X) = X.

DEFINICION 3.1. Sea V un espacio vectorial cualquiera, decimos que G C V genera
V o que G es un conjunto generador de V si (G) = V. Si estd claro el espacio al que nos
referimos diremos simplemente que G es un generador.

EJeEmMpPLO 3.2. (1) Recordemos que en k visto como espacio vectorial sobre si mismo,
los tinicos subespacios son los triviales, {0} y k. Luego, todo conjunto que contenga un
elemento no nulo es un generador de k, ver Observacién [2.21]

(2) Vimos que los subespacios no triviales de R? son las rectas que pasan por el
origen. Si ¢ es una tal recta y X = {vq,...,v,} C ¢, entonces X genera a { siempre y
cuando exista ¢ tal que v; # 0.

Un conjunto que contenga dos vectores que no sean colineales con el origen genera
todo el plano R2.

(3) Consideremos ahora el espacio euclideo R3. Si £ es una recta que pasa por el
origen, nuevamente un generador de ¢ estd dado por un subconjunto X = {vy,...,v,} C
¢, tal que existe i con v; # 0. Observemos que alcanza con v € ¢\ {0} para generar el
subespacio ¢: (v) = (.

El subespacio generado por dos vectores no colineales con el origen es el plano por el
origen que los contiene.

Finalmente, si tomamos dos vectores v1, vy € R? no colineales con el origen y v3 que
no pertenezca al plano determinado por vy, v, y el origen, entonces R? estd generado por
{Ul, V2, Ug}.

(4) En el espacio R", el conjunto G = {(al, ...,ay) a; > 0paratodoi=1,... ,n}
genera R".

El conjunto {ey,...,e,}, donde ¢; = (0,...,0,1,0,...,0), con el 1 en la posicién 1,
genera R".

37
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EJjEMPLO 3.3. (1) El conjunto formado por los monomios {1,¢,¢%,...,t", ...} C k[t]
genera k[t]. El conjunto X = {¢,t*,...,t",...} C Kk[t] no genera k[t]. En efecto, el
subespacio generado por X es el formado por los polinomios que se anulan en 0, y
entonces (X) G Kk[t].

(2) Consideremos el subespacio k,[t] = {p € k[t] : gr(p) < n}, donde gr(p) indica el
grado del polinomio p. En ese caso los polinomios {1,¢,...,t"} forman un conjunto que
genera k, [t].

(3) El conjunto G’ = {1 —t,2 + t,t} es generador de ky[t]. También el conjunto
G = {1 —t,t} es generador de ki [t].

En efecto, (G’) = kq[t] si y solo si dado a + bt € k;[t], existen «, 8, gamma € k tales
que

a+tbt=a(l—t)+p2+t)+vt=(a+28)+ (—a+ B+,
lo que equivale a que («, 3,7) sean solucién del sistema de ecuaciones

a+268= a
0.1
{ sl 30
Este sistema de ecuaciones es compatible indeterminado, con solucién (a — 25, 5, a +

b—30).
Anélogamente, G es generador de k;[t] si para todo a,b € k, existen «,7y € k tales
que

a+bt=a(l—t)+vt=a+(—a+)L,

lo que equivale a que («, ) sean solucién del sistema de ecuaciones

a = a
{_a+7:b (3.0.2)

Este sistema de ecuaciones es compatible determinado, con solucién (a, 0, a + b).
Observemos que el sistema de ecuaciones (3.0.2)) se obtiene del sistema (3.0.1]) eva-
luando en 5 = 0.

EJEMPLO 3.4. Si G es un generador de V' y G C G, entonces G’ es también un
generador de V' (ver el ejemplo anterior). El caso limite es cuando G = V, que es
siempre un conjunto generador de V. Es evidente que si un subespacio G genera V,
entonces G = V.

Como se verifica en los ejemplos , (3) ¥ (4), un conjunto generador puede contener
subconjuntos generadores mas pequenos. Los conjuntos generadores minimales — es decir
aquellos para los que ningtin subconjunto propio también genera V' — juegan un rol muy
importante en la teoria. En esa direccion, tenemos el siguiente resultado.

LEMA 3.5. Sea V un k—espacio, X C V wun subconjunto y xo € X. Entonces, se
cumple que (X \ {zo}) = (X) si y sdlo si zy € (X \ {zo}).

DEMOSTRACION. Si (X \ {zo}) = (X), como X C (X), todo vector de X puede
ponerse como combinacién lineal de elementos de X \ {zo}; en particular zo € (X \{zo}).

Reciprocamente, si zg € (X \{zo}), existen vectores z1, ..., z, € X \{zo} y escalares
ai,...,a, € k, tales que zg = > a;z;. Si v es un vector arbitrario de (X), entonces
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v = axg + Y1 bjy;, donde yi,...,y, € X son vectores de X, ninguno de los cuales
coincide con xy (observar que a,by,...,b, € k pueden ser cero). Si sustituimos xy por
To = Y. a;x; en la expresion de v tenemos que v = Y ) aa;z; + Y bjy;. Como, por la
forma que fueron definidos, ninguno de los vectores z1,...,Z,, y1,...yn € X coincide
con xg, concluimos que X \ {xg} genera V. O

OBSERVACION 3.6. Un andlisis mds detallado de la prueba anterior (que es correcta)
nos permite detectar un fenémeno que mas adelante, cuando tratemos de probar otro
tipo de resultados, si deberemos tener en cuenta:

Notese que en la prueba anterior lo inico que se sabe acerca de z1, ..., Zn, Y1, Ym
es su pertenencia a X \ {zo}. Si bien puede suponerse que que z; # z; toda vez que i # j
y que y, # yr toda vez que h # k, en principio pueden existir iqg € [n| y ho € [m] tales
que x;, = Yn,- Como dijéramos al inicio de la Observacién, esto no afecta la prueba del
Lema[3.5] ya que lo tinico que se necesita es saber que todos los vectores x;, y, pertenecen
a X.

DEFINICION 3.7. (1) Un conjunto finito de vectores {z1,...,x,} C V se dice lineal-
mente independiente si la tnica combinacion lineal que da cero es aquella para la cual
todos los a; son cero; en otras palabras: de una igualdad del tipo a1z + - - - + a,x, =0,
se deduce que a1 = ay =--- =a, = 0.

(2) Sea ahora X C V un subconjunto cualquiera. Decimos que X es linealmente
independiente si todo subconjunto finito {x1,...,z,} C X es linealmente independiente.
En el Lema (ver también Observacién [3.12)) probaremos que si X es un conjunto
finito linealmente independiente, entonces todo subconjunto de X es linealmente inde-
pendiente, por lo que esta definicién coincide en el caso finito con la dada anteriormente.

(3) Un conjunto de vectores X C V se dice que es linealmente dependiente si no
es linealmente independiente. En otras palabras si se verifica una igualdad de la forma
ajvy + - + ayv, = 0, donde {vy,...,v,} C X y existe ig € {1,...,n} tal que a;, # 0.
Observemos que estamos suponiendo que los vectores v; son dos a dos distintos, es decir
v; #v; sii# .

Claramente un conjunto es linealmente dependiente si contiene un subconjunto finito
linealmente dependiente.

(4) Al conjunto vacio () lo consideramos como linealmente independiente.

OBSERVACION 3.8. Sean a1, ..., x, € V vectores de V dos a dos distintos, y a1, ..., a, €
k escalares, tales que se verifica la igualdad
a1 x1 + - + apx, = 0. (3.0.3)

Si existe ip tal que a;, # 0, diremos que la La igualdad es una relacion de
dependencia no trivial.

Obsérvese que si a; = 0 para todo ¢ = 1,...,n, entonces se verifica la igualdad:
O0xy + -+ 0z, = 0.
Un conjunto de vectores {z1,...,x,} es linecalmente independiente si no presenta

relaciones de dependencia no triviales y es linealmente dependiente si presenta alguna
relacion de dependencia no trivial.

EsemPLO 3.9. (1) El conjunto I = {(1,2,3),(1,-1,0)} C R?® es lincalmente inde-
pendiente.
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Si a(1,2,3) +b(1,—1,0) = (0,0,0) deducimos que a +b = 0,2a —b = 0,3a = 0, lo
que implica que a = b = 0 o sea que la relaciéon de dependencia de arriba es la trivial,
i.e., I es linealmente independiente.

(2) El conjunto D = {(2,1,-1),(1,0,3),(0,1,-7)} C R? es linealmente dependiente
porque (2,1,—1) —2(1,0,3) — (0,1, —7) = (0,0,0).

(3) El teorema de identidad de polinomios asegura que el conjunto {1,¢,¢%,...,t", ...} C
k[t] es linealmente independiente.

(4) Si D C V es un subconjunto que contiene al vector 0 € D, entonces D es
linealmente dependiente. En efecto a0y = 0, con a # 0, es una relaciéon de dependencia
no trivial.

(5) Si X = {vy,...,vs} C k™ es un conjunto, con v; = (z},...,x"), para estudiar
su independencia lineal planteamos la existencia de una relaciéon de dependencia ajvy +
-+« 4 asvs = 0, 0 lo que es lo mismo

(2] + ... asw}, aqxy + ... agxs, .. ax, + . .a,zs) = (0,...,0). (3.0.4)

La igualdad (3.0.4)) es verificada para alguna eleccién de ay, . .., as, con algin a; # 0,
si el sistema

az)+...aszi = 0
arzs + .. .agxy = 0 (3.0.5)
a4 .. oaxd = 0

El sistema (3.0.5) es un sistema compatible de n ecuaciones en s las incégnitas
ai,...,as, dado que a; = 0,7 = 1,...,s, es siempre solucién. El sistema sera deter-
minado si y solamente si X es un conjunto linealmente independiente.

OBSERVACION 3.10. Sea X C V un subconjunto de un espacio vectorial, y Y | a;x;
una relaciéon de dependencia no trivial. Entonces podemos reordenar los subindices de
modo que ay,...,as # 0y agy1 = --- = a, = 0, en donde por definicién sabemos que
s> 1.

Tenemos entonces que a;z1+- - -+ asxs = 0 es otra relacién de dependencia no trivial
en X.

Del mismo modo, si z &€ {xi,...,z,}, entonces a1z + -+ + a,x, + a1z = 0 es
también una relacion de dependencia no trivial.

LEMA 3.11. (1) SiI CV es linealmente independiente e I' C I, entonces I' también
es linealmente independiente.

(2) Si D C V es linealmente dependiente y D C D' C V', entonces D' también es
linealmente dependiente.

DEMOSTRACION. (2) Como D es linealmente dependiente, existe una relacién de depen-
dencia no trivial en D; esa misma relacién de dependencia nos sirve para probar que D’
es linealmente dependiente (todo elemento de D pertenece a D’).

(1) Es inmediato a partir de (2) — de hecho es el contra-reciproco. O

OBSERVACION 3.12. En particular, la prueba del Lema [3.11] garantiza que si I es un
conjunto finito linealmente independiente, entonces todo subconjunto (necesariamente
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finito) de I es también linealmente independiente. Esta observacién es necesaria para
que la Definicién [3.7] de independencia lineal tenga sentido.

LEMA 3.13. Sea X C V un subconjunto de un espacio vectorial. Entonces son equi-
valentes:

(1) El conjunto X es linealmente dependiente.
(2) Eziste x € X de modo que v € (X \ {z}).
(3) Emiste x € X tal que (X) = (X \ {a}).

DEMOSTRACION. (1) => (2) Si X es linealmente dependiente, existe una relacién
de dependencia no trivial ), b;z; = 0. Si la relacién es del tipo az = 0, deducimos que
x =0, por lo que x € (X \ {z}). En otro caso, cambiando eventualmente el orden de la
suma, podemos suponer que by # 0y escribir ;1 = Y 5 (—b; /by )x;. Luego, z1 € (X \{z1}).

(2) = (1) Si podemos escribir z = > a;x; con z; € X \{z}, restando z en la igualdad
anterior encontramos una relacién de dependencia no trivial entre los elementos de D.

(2) <= (3) es el contenido del Lema [3.5 O

Es claro que el Lema |3.13| puede reformularse como sigue.

LEMA 3.14. Sea X C V' un subconjunto de un espacio vectorial. Entonces son equi-
valentes:

(1°) El conjunto X es linealmente independiente.

(2’) No eziste ningiin x € X tal que x € (X \ {z}). Equivalentemente: para todo
x € X se cumple que x & (X \ {z}).

(3°) No existe ningin x € X tal que (X) = (X \ {z}). Equivalentemente: para todo
z € X se cumple que (X \ {z}) C (X). O

EJEMPLO 3.15. En C3, {(1,4,0), (7,1,2), (1+2i,2+1,4)} es un conjunto linealmente
dependiente, ya que (2 + 27,2 + 2i,4) = (1,4,0) + 2(4, 1, 2).

COROLARIO 3.16. Supongamos que I es un subconjunto de V que es linealmente
independiente; sea v € V '\ I un vector fijo.

(1) El conjunto I U{v} es linealmente dependiente si y sdlo siv € (I).

(2) El conjunto I U{v} es linealmente independiente si y solo si v & (I).

DEMOSTRACION. (1) Se deduce del Lema [3.13] que si v € (I) entonces I U {v} es

linealmente dependiente. En efecto, como v & I, tenemos que (I U {v}) \ {v} =1, por
lo que se verifica (2) de dicho lema, tomando X = I U {v} y z = v.

Reciprocamente, si I U {v} es linealmente dependiente existe una relacién de depen-

dencia no trivial av + Y1 | a;x; = 0, para ciertos a,ay,...,a, €k, con z; € I. Si a # 0,
entonces v = Y ! | =%z, por lo que v € (I). Si a = 0, tenemos que )" | a;z; = 0, por
lo que a; = 0 para ¢ =1,...,n — recordemos que I es linealmente independiente —, lo

que contradice que la relacién de dependencia av + Y\ a;z; = 0 es no trivial.

(2) Esta propiedad es una consecuencia inmediata de la propiedad (1) — de hecho es el
contra-reciproco de (1). O
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TEOREMA 3.17. Sea B C V' un subconjunto de un espacio vectorial. Las siguientes
propiedades son equivalentes.

(1) El conjunto B es linealmente independiente y genera V.

(2) El conjunto B no contiene al0, y siv € V es no nulo, existen vectores xy,...,xy €

.. . k .

B, x; # x; sii # j, y escalares ay, ... ,ar € k no nulos tales que v ="y ] a;z;, ademds
los vectores y los escalares que verifican lo anterior son Uunicos.

(8) El conjunto B es generador minimal de V', i.e., B genera V' y si I & B entonces
I no genera V.

(4) El conjunto B es linealmente independiente mazimal en'V, i.e., B es linealmente
independiente y si B & G entonces G no es linealmente independiente.

DEMOSTRACION. (1) = (2) Claramente 0 ¢ B, ya que de lo contrario B serfa
linealmente dependiente. Sea v € V con v # 0; como B genera V, existen elementos
x1,...T, € By escalares no nulos ay, ..., a; tales que v = ayx1 + - - - + apx). Afirmamos
que estos vectores y escalares son tunicos. En efecto, si hubiera otros y,,...,y € By
escalares by, ..., by de modo que v = ayx1+- - - +agrr = by +- - -+ bpye queremos probar
que los vectores x’s y los y’s coinciden y que lo mismo sucede con los escalares. Consi-
deremos el conjunto — que puede ser vacio — {z1,..., 2z} = {z1,.. ., xx} N {y1, ..., Yo}
Reordenando los subindices, podemos suponer que

arzi + o+ @2+ QT + o+ apTe = bz + -+ bz + by + -+ beye
Luego,
(a1 = bi)zi+ -+ (ar — be)ze + apa@epr + -+ + @ — bpaYer — -+ — beye = 0,

y de la independencia lineal de los elementos de B deducimos que a; = b; parai =1,...,t
y ademas que t = k = £. Esto sucede pues en caso contrario tendriamos que a;;1 = -+ - =
ap = b1 =+ =b, =0 lo que es imposible ya que a; # 0 y b; # 0 por construccion.
(2) = (1) La existencia de una representacién de la forma v = > a;z; para un vector
cualquiera de V significa que a que (B) genera V. Veremos ahora que B es un conjunto
linealmente independiente. Supongamos que existe alguna relacién de dependencia no
trivial 0 = a;x1+- - - +a,x, entre vectores de B donde suponemos que todos los escalares
son no nulos y los vectores son diferentes. Si & = 1, la relacion de dependencia es del
tipo a1z; = 0, y como a; # 0, tenemos que x; = 0, absurdo. Luego k£ > 2, y tenemos
que —a1r; = ATy + -+ + a, ., as # 0. Eso viola nuestra hipdtesis sobre la unicidad de
la expresién en (2).

(1) = (3) Supongamos que existe I & B que es también generador. Tomando x € B\ [
y usando el Corolario como z € (I) concluimos que I U {z} C B es linealmente
dependiente y esto no es posible pues B es linealmente independiente.

(3) = (4) Si B es generador minimal tiene que ser linealmente independiente. Si no lo
fuera, habria un vector « € B tal que (B) = (B \ {z}) y eso contradice el hecho de que
B es generador minimal. Queremos probar ahora que B es linealmente independiente
maximal. Supongamos sea B & Gy tomemos z € G\ B. Como B genera V' sabemos que
existen elementos {z1,...,x,} en By escalares {a,...,a,} tales que z = > a;z;. Esto
implica que el subconjunto finito {z,z1,...,2,} C G no es linealmente independiente,
luego G no puede ser linealmente independiente.
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(4) = (1) Queremos probar que si B es linealmente independiente maximal, entonces
genera V. Si existiera algin vector v € V' no generado por B, tendriamos (ver Corolario
3.16)) que BU{v} seria también linealmente independiente y como contiene estrictamente
a B obtenemos una contradiccion. O

DEFINICION 3.18. Si V es un espacio vectorial un subconjunto B C V' que verifique
las condiciones del Teorema se dice que es una base de V.

OBSERVACION 3.19. Por razones mnemotécnicas, si V' es un espacio vectorial en gene-
ral las bases seran representadas por las letras B, B’, C, . . ., los subconjuntos generadores
por las letras G, G, F,, ..., los subconjuntos linealmente independientes I,I’,J,... y los
subconjuntos linealmente dependientes D, D', F, . . ..

DEFINICION 3.20. Un espacio vectorial V se dice que es finitamente generado si existe
algiin subconjunto finito G = {xy,..., 21} C V que es generador de V.

TEOREMA 3.21. Si V' # {0} es un espacio vectorial finitamente generado y G es
un conjunto gemerador con una cantidad finita de elementos, existe una base B de V
contenida en G. En particular, V admite una base con una cantidad finita de elementos.

DEMOSTRACION. Por hipétesis V' admite un conjunto generador G con una cantidad
finita de elementos, luego, si la primera parte del teorema es verdadera, podemos encon-
trar una base contenida en G que obviamente tendra una cantidad finita de elementos.

Probaremos entonces la primera parte. Si G es linealmente independiente, es también
una base, por el Teorema [3.17} Si G no es linealmente independiente, existe algtin vector
z € G con la propiedad que (G \ {z}) = (G). Luego, el conjunto G’ = G \ {z} es un
conjunto generador con menos elementos que el original. Si este conjunto es linealmente
independiente, la demostracion estd terminada; si no, iteramos el procedimiento. En el
peor de los casos llegamos a encontrar un conjunto con un elemento que es generador.
Un conjunto con un elemento v es siempre linealmente independiente a menos que v = 0.
En ese caso el espacio vectorial entero seria {0} contra la hipdtesis. U

OBSERVACION 3.22. (1) El teorema anterior se puede expresar asi: de todo conjunto
finito de generadores se puede extraer una base. O sea, a un conjunto finito de generadores
se le pueden quitar algunos vectores de modo de que los restantes — que son tan sélo
algunos de los vectores del conjunto original — sigan siendo generadores y sean ademas
linealmente independientes.

(2) El Teorema|3.21]es vélido atin cuando el espacio no sea finitamente generado, o sea
atin cuando V' no admita ningin conjunto generador con una cantidad finita de elementos.
Se prueba asi que todo conjunto generador contiene una base. El razonamiento necesario
para demostrar esta afirmacién es similar al anteriormente realizado, pero necesitamos
recurrir a métodos de “induccién transfinita”.

EjempLo 3.23. (1) El conjunto {ey,...,e,}, donde ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) es la
n-upla con todos sus coeficientes cero salvo en el lugar i, donde tiene un 1, es una base
de k™, llamada base candnica.

(2) En el espacio M,,x,(k) definimos las matrices E;j, 1 < i < n,1 < j < m. La
matriz E;; tiene todas las entradas iguales a cero excepto la entrada correspondiente a
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la fila 7 y a la columna j; esta entrada suponemos que vale uno. Explicitamente,

J
1
00 0 00
Ei,j S
i—- |00 -~ 1 -~ 00
0 0 0 00

Es obvio que el conjunto {E;;: 1 <i<n,1 <j <m} es una base de M, (k).
En la identificacién de M,y (k) con R™ (ver el Ejemplo M), la base E;; es la base
canédnica (eventualmente descrita en otro orden).

(3) El conjunto {1,¢,¢% ...,¢" ...} es una base de k[t]. El conjunto {1,¢,¢* ... ¢"}
es una base de k,[t].

(4) El espacio vectorial V' = {0} tiene por base el conjunto vacio. Esta afirmacion
debe interpretarse como una convenciéon. En ese caso, el Teorema [3.21| es verdadero para
el espacio V' = {0} tomando B = 0.

(5) En el Ejemplo B.2] (5) la base canénica {ei,...,e,} de R™ se puede “extraer”
del conjunto generador G, aunque éste no sea finito. Recordar que el Teorema [3.21] es
verdadero aunque G no sea finito (ver Observacién [3.22)).

(6) En k;[t] los polinomios {1—t,2—t,¢} son generadores y el subconjunto {1—t,t} C
{1 —1t,2 —1t,t} es una base.

TEOREMA 3.24. Sea V' un espacio vectorial finitamente generado e I # () un conjunto
linealmente independiente, entonces I es finito. Mas ain, si I es un conjunto linealmente
independiente y G un conjunto generador finito, existe otro conjunto generador G' con
el mismo niumero de elementos que G de modo que I C G'.

DEMOSTRACION. Dado que la primera afirmacién se deduce directamente de la se-
gunda, probaremos solamente ésta. Primeramente, observemos que como V' es finitamente
generado, podemos suponer que G es finito. En efecto, si G no es finito consideramos
G" generador finito; si el resultado estd probado para generadores finitos existe un ge-
nerador G’ con la misma cantidad de elementos que G” que contiene a I. Completamos
entonces G’ hasta tener un generador con la misma cantidad de G” (agregando elementos
cualesquiera) y el resultado esté probado.

Seaxy € Iy G ={z,...,2n}. Escribimos 1 = a121 + -+ + @y 2pm. Alguno de los
coeficientes a;, coni = 1, ..., m, es no nulo, pues los elementos de un conjunto linealmente
independiente no pueden ser nulos, ver Ejemplo . Si suponemos que es el primero,
podemos escribir:

21 = (/a1)vr — (az/ar)ze + - — (am/a1) 2m,
lo que implica que {x1, 2z3,...,2,} es generador de V. En efecto, como {z1,...,2,} C
(1,22, ..., 2m), tenemos que

V=_(21,...,2m) C{(x1,22,...,2m) CV.
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De esa forma sustituimos en G el vector z; por el vector z1. Supongamos ahora que
este proceso de sustitucion se ha realizado hasta la etapa k£ < n, o sea que tenemos

{x1,...,2} C I y hemos obtenido Gy = {x1,..., Tk, Zk11,- - -, 2m} que sigue siendo un
conjunto generador de V' con el mismo nimero de elementos que G. Si I = {z1,..., 2}
el resultado esta probado. Si existe xp11 € I\ {x1,...,x}, escribimos

Tpe1 = bixy + -+ + 0pp + bpp1 2641 + - -+ b2,

Sibgy1 = bgio = -+ = b, = 0, tendriamos una relaciéon de dependencia lineal entre los
vectores {Tpy1,%1,...,%Tr} v esto es imposible pues estos vectores son linealmente inde-
pendientes. Luego, algin coeficiente no es cero; por lo que podemos suponer que by 1 # 0.
En ese caso, procediendo como antes, sustituimos en Gy = {1,..., Tk, Zkt1, - -, Zm} €l
vector zpyq por el vector xp,q y obtenemos G = {:L‘l, ey Tl Thg 15 Zh42 - - - ,zm}, que
es también generador y tiene m elementos. Si agotaramos los z’s antes que los z’s o sea si
#(I) > m, tendrfamos en la etapa m dos conjuntos, el inicial I D {x1,...,2n} v G =
{1,..., 2y} que es generador, ademds de (al menos) un vector 11 € I'\{z1,...,2Zn}.
Esto es imposible dado que por ser GG,,, generador podriamos escribir al vector x,,,1 como
combinacién lineal de los vectores de G, = {z1,...,2,,} v eso produciria una relacién
de dependencia lineal no trivial entre vectores de I. O

COROLARIO 3.25. Sea V' es un espacio vectorial finitamente generado, I un conjunto
linealmente independiente y G un conjunto generador finito. Entonces #(I) < #(G).

DEMOSTRACION. Se deduce inmediatamente del Teorema[3.24] En efecto, dicho teo-
rema nos garantiza que existe un generador G’ con las misma cantidad de elementos de
GG, que contiene a I. O

TEOREMA 3.26. Sea V' es un espacio vectorial finitamente generado y B, B’ dos
bases de V. Entonces B y B’ tienen el mismo nimero de elementos.

DEMOSTRACION. Aplicando el Corolario una vez a B = I, B = G y otra a
B' =1, B = @ se deduce el resultado. O

El teorema anterior, que afirma que todas las bases tienen el mismo nimero de
elementos, justifica la siguiente definicién.

DEFINICION 3.27. Si V es un espacio vectorial finitamente generado sobre k, se define
la dimension de V' sobre k como el nimero de elementos de una base cualquiera. Se usa
el simbolo dimy(V'), o simplemente dim(V'), para representar la dimensién de V. En el
futuro, y teniendo en cuenta los resultados anteriores, en lugar de decir que un espacio
vectorial es finitamente generado diremos que tiene dimensién finita.

Si V no es finitamente generado, diremos que tiene dimension infinita, y notamos
dimy (V) = oo —ver Observacion [3.28}-.

OBSERVACION 3.28. (1) Es importante destacar que la dimensién de un espacio vec-
torial depende del cuerpo elegido. Por ejemplo, si consideramos R C C, el propio C
considerado como espacio vectorial sobre R tiene dimensiéon 2 y sobre C tiene dimen-
sién 1. Si consideramos Q C R: dimg(R) = oo. para probar este tltimo hecho alcanza
con observar que m no es raiz de ningin polinomio con coeficientes racionales. Luego,
I ={m w2 ...,7", ...} esun conjunto linealmente independiente con cardinal infinito, de
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donde aplicando el Teorema deducimos por absurdo que R no puede ser finitamente
generado sobre Q (si lo fuera, I deberia ser finito).

(2) El Teorema vale para espacios vectoriales no necesariamente finitamente
generados (observar que para definir base no se necesita que el espacio sea finitamente
generado). Eso da lugar a la existencia de bases infinitas en ciertos espacios. Usando
métodos de teoria de conjuntos se puede probar que todo espacio vectorial admite una
base y que todas las bases tienen el mismo cardinal — donde el concepto de cardinal usado
generaliza el concepto de “ntimero de elementos”, para conjuntos no necesariamente
finitos.

(3) En el espacio vectorial k[t] tenemos la base infinita numerable {1,¢,2 ...}.

EJEMPLO 3.29. (1) Si V' = {0}, entonces dim(V) = 0.
(2) Como la base candnica de k™ tiene n elementos, dimg (k™) = n.

(3) Por las mismas razones que antes, dimy (M, xm(k)) = nm.

COROLARIO 3.30. Sea V' es un espacio vectorial de dimension finita n. Si G es
un conjunto generador finito, entonces #(G) > n, y si I es un conjunto linealmente
independiente, entonces #(I) < n.

DEMOSTRACION. Si G es generador y B es una base de V, sabemos que #(G) >
#(B) =n. Si I es linealmente independiente, entonces # (1) < #(B) = n. d

COROLARIO 3.31. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita n. St G es un
subconjunto generador de V' con n elementos, entonces es una base.

DEMOSTRACION. Si G genera V', podemos encontrar en G' una base — ver Teorema
[3.26] Pero esa base debe tener el mismo nimero de elementos que G luego debe ser igual
aG. U

COROLARIO 3.32. Si V es un espacio vectorial de dimension finita e I C 'V es un
congunto linealmente independiente, entonces existe una base de V' que contiene a I.

DEMOSTRACION. Si B es una base cualquiera, al ser B un conjunto generador, po-
demos aplicar el Teorema de modo de asegurar que hay otro generador B’, con el
mismo cardinal que B, tal que I C B’. Usando el Corolario [3.31] deducimos que B’ es
también una base de V. O

COROLARIO 3.33. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita n. Si I es un
conjunto linealmente independiente con n elementos, entonces I es una base de V.

DEMOSTRACION. Como I es linealmente independiente, lo podemos completar a una
base B que tiene n elementos — ver Teorema o Corolario [3.32} Como por hipdtesis
I también tiene n elementos, concluimos que I = B. U

COROLARIO 3.34. Sea V' un espacio vectorial finitamente generado y W C V' un
subespacio. Entonces W es finitamente generado y dim W < dim V. Mds ain, dim W =
dimV siy sélo si W =V.

DEMOSTRACION. Sea I C W un conjunto linealmente independiente en 7. Entonces
I es linealmente independiente como subconjunto de V', por lo que existe una base B de
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Vtal que I C B. Luego #1 < #B = dim V. De lo anterior se deduce que un subconjunto
linealmente independiente de W tiene a lo sumo dim V' elementos, y por lo tanto W es
finitamente generado, con dim W < dim V.

Finalmente, si dimW = dim V' entonces una base de W es un subconjunto de V/
linealmente independiente con dim V' elementos; luego el Corolario [3.33| nos garantiza
que es una base de V., y W =V. U

El Corolario [3.32| nos permite probar la existencia de complementos directos para un
subespacio.

DEFINICION 3.35. Sea V un k-—espacio y W C V un subespacio. Decimos que un
subespacio N C V es un complemento directo para W si V. =W & N.

Antes de probar la existencia de complementos directos, veamos cémo obtener bases
de un espacio a partir de sus sumandos directos.

LEMA 3.36. Sea V' un espacio vectorial y V = W1 & Wy una descomposicion en suma
directa. Consideremos By C Wy y By C Wy bases de Wy y Wy respectivamente. Entonces
B, U By es una base de V.

Reciprocamente, si By U By es una base de V', con By N By = 0, entonces V =
(B1) ® (Ba).

En particular, dim' V' < oo si y solamente st dim Wy < 00 para i = 1,2, y en ese caso
dim V = dim W; + dim W5.

DEMOSTRACION. Es ficil ver que de la inclusién (B; U Bsy) D (By) U (By) se deduce
que V = (By U By). Por otro lado, como Wy N Wy = {0}, tenemos que By N By = ().
Luego, una relacion de dependencia en B, U Bs se obtiene considerando x4, ...,z, € By e
Y1, ...,y € By distintos dos a dos, y escalares a;, b; € k tales que ) a;z;+> bjy; = 0. De
V = W@ Ws, deducimos que 0 = ) a;z; € Wiy 0 =) bjy; € Wa, y de la independencia
lineal de B; y By deducimos entonces que a; =---=a, =0y b, =---=b=0.

Sean ahora B; U By (unién disjunta) una base de V. Entonces

(B1) + (By) = <<Bl> U <Bz>>3 (BiUBy) =V

Luego, (B1) + (B2) = V. Si 0 = wy + waq, w; € (B;), entonces 0 = Y a;z; + > by,
con x; € By y y; € By. Como By N By = (), estamos en presencia de una relacién de
dependencia en By U By, que debe ser trivial por ser B; U By linealmente independiente.
Deducimos entonces que w; = wy = 0.

La prueba de la afirmacion sobre las dimensiones es inmediata, y queda a cargo del
lector. O

El lema anterior se generaliza a una suma directa de una familia arbitraria de subes-
pacios:

TEOREMA 3.37. Sea V' un espacio vectorial y V = @,., W; una descomposicion en
suma directa. Consideremos bases B; C W;, i € 1. Entonces Uiel B; es una base de V.

Reciprocamente, si B; © € I es una familia de conjuntos linealmente independientes
dos a dos disjuntos tales que | J,c; B; es una base de V', entonces V = @, ,(B;).

En particular, st #1 < oo, entonces dimV < oo si y solamente si dim W; < oo para
todoi € I, y en ese caso dimV = > dim W;.
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DEMOSTRACION. Probemos la primera afirmacién. Consideremos un vector v € V.

Entonces existen i1,...,1, € I 'y wy, € Wy, tales que v = w;;, + -+ + w;,. Como B,
es base de Wy, j = 1,...,n, tenemos que existen vectores U{, e ,Uij € B;, y escalares
a{, - ,aij € k tales que w;;, = szzl aivf;. Luego,
n n kj
v = Zwii = ZZ@%U% € <UBZ>
i=1 i=1 h=1 iel

Hemos probado que V = <U BZ->. Consideremos ahora una relaciéon de dependencia

n kj
JoJ
g E azvy, = 0,

i=1 h=1

el

donde v{,...,vi_ € B y a{,...,ai_ € k para todo 5 = 1,...,n. Entonces, como
J J J
fo:l aj vl para todo j = 1,...,n, y la familia {E; : © € I es linealmente disjunta,
tenemos que Z:]: yapvy, = 0 para todo j € [n]. Como B;; es una base, deducimos que
aj, = 0 para todo j € [n], h € [k;].
Dejamos la prueba de las restantes afirmaciones como ejercicio (ver Ejercicio ) U

COROLARIO 3.38. Sea V' un k-espacio de dimension finita y W C V' un subespacio.
Entonces W admite un complemento directo.

DEMOSTRACION. Sea B = {wy,...,w;} una base de W. Por construccién, B es un
conjunto de vectores linealmente independientes en V. Usando el Corolario|3.32, podemos

completar B a una base de V', que notamos C = {wy, ..., w;, vi11,...,0,}. Si definimos
N = {(vi41,...,v,) el Lema nos garantiza que W e N = V. O

OBSERVACION 3.39. Nétese que en la prueba anterior el hecho que dimV < oo
se usé para poder completar la base de W en una de V. Como ya fuera comentado,
éste resultado de completacién es valido aunque dimV' = oo por lo que en realidad el
complemento directo existe aunque el espacio sea de dimension infinita.
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1. Ejercicios

Recordemos que chark = 0 si toda vez que sumamos n veces 1, el resultado es distinto
de0: 14 ---4+1#0.

1. En los siguientes casos determinar si A C R3 es linealmente independiente; en caso
de que no lo sea escribir un vector de A como combinacién lineal de los restantes:

(a) A={(1,-3,2),(2,-4,1), (5 3,2),(1,-5,5)}

(b) A= {(1.2,1),(1. 0 ~4),(4,3,~1)};

(0 A= {254, —4) (211,21

(d) A={(1,-2,m), (3, 0,2),(2,1,—5)} (discutiendo segun el valor de m).

. En los siguientes casos determinar si el conjunto A C V es l.i.

2

(a) V =Cla,b], A={e' e " cosht}.

(b) V = Cla,b], A={f, g} siendo f(z) = |z —a| y g(z) = [z —b].

(c) V =K|[z|y, A= {x,2? +1,22° + bx + a}, donde chark = 0 — discutir segiin a y
b.

(d) V=RE A= {senw,cosz}.

3. Sea V = k|z], donde chark = 0. Determinar si A = {2,t + 1,t* + 1, (¢t + 1)*} es
linealmente independiente.

4. Sean (V,+, ) un k—espacio vectorial, con chark = 0, y u, v,z C V tales que {u, v}
es linealmente independiente y {u, z} es linealmente dependiente. En los siguientes casos,
determinar si A C V es linealmente independiente:

(a) A= {u};
A = {u,bv};

A={u+v,z};

b)
(d; A= {2u—v —4u + 2v};
e)
f) A={u+z,v+z}.

. Sean A = {uy,us} y B = {vy,v2} dos subconjuntos de un espacio vectorial V' tales
que A U B es Li.. Hallar z € V', sabiendo que z es combinacion lineal de los elementos de
A y los elementos de B simultdneamente.

6. Averiguar si los siguientes conjuntos A son generadores del espacio V:

(a) V=R A=1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,2) };

(b) V=R3 A={(1,0,1),(-1,1,2),(0,1,3), (-2, 1,1)};

(¢) V =Klz]s, con chark =0, A= {1,1+ 2% 1 -2+ 2?4+ 234 -z + 22% + 23},
(d) V= {(z,y,2) e R?: 6x—2y—2z—0} A={(1,2,1),(1,0,3)}.

7. En los siguientes casos hallar un subconjunto linealmente independiente maximal

del conjunto A,

(a) A={(1,0,1,0),(1,1,1,1),(0,1,0,1),(2,0,—1,0)} C R%
(b) A={a?a? —2+1,20—2,3} CQlzl;
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(¢) A= {M;, Ms, M3} C My(C) siendoM1:(2 7>,M2:(_4 S ),M3:

01
6 4
-1 -9 )

8. Sea V un espacio vectorial y Wy, W5 subespacios de V.

1. Probar que si (G1) = Wi y (G3) = Ws, entonces (G7 U Gy) = Wy + W,

2. Si ademds pedimos que Wi NWy = {0}. Probar que si I; C Wy, I, C W5 son con-
juntos linealmente independientes, entonces I; U I5 es linealmente independiente.
Sugerencia: Si Wy y Wy son linealmente disjuntos entonces vy + vy = 0 implica
que v1 =0 0 vy = 0.

9. Sean T : V' — W una transformacion lineal inyectiva y A un subconjunto de V.
Probar que A es linealmente independiente si y solamente si T'(A) lo es.

10. Sea U = {p(z) € Rs[z] : p/(1) = 0}, donde p'(z) es la derivada del polinomio
p(z).
1. Demostrar que U es subespacio de Rs|x].

2. Probar que {2z% — 32%,2z — 22,2} es un conjunto linealmente independiente.
3. Decida si U = ({223 — 32?, 2z — 2%, 2}).

11. Sean V un espacio vectorial y A = {vy,...,v,} y B = {wy,...,w,} subconjuntos
de V tales que (A) coincide con (B). Demostrar que A es linealmente independiente si y
solo si B lo es.

12. Sean V un espacio vectorial y A = {vy,...,v,} y B = {wy,...,w,} subconjuntos
de V tales que (A) coincide con (B). Demostrar que A es linealmente independiente si y
solo si B lo es.

13. Sea A € M,,(R) cuyas columnas son los vectores vy, .. ., v,. Probar que {vy,...,v,}
es linealmente independiente si y sélo si det A # 0. SUGERENCIA: Hallar un sistema de
ecuaciones lineales compatible determinado cuya matriz asociada sea A. Veremos mas
adelante en el curso que la condicion det A # 0 es equivalente a que la matriz A sea
invertible para el producto de matrices.

14. Determinar si el conjunto de vectores dado es una base para el espacio vectorial
correspondiente.

r? —1,2% — 2,2% — 3}.
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15. Encuentre una base para cada uno de los siguientes subespacios de R3:

(a) A={(z,y,2) eR®: 22 —y — 2 = 0}.

(b) B={(z,y,2) € R*: 3z — 2y + 6 = 0}.

(c) C={(z,y,2) eR¥: x/2 =y/3 = z/4}.

16. Sea A C C'[a,b]. Notamos A’ = {f": f € A} C Cla,b]. Probar que AU {1} es Li.
si y s6lo si A’ es Li., donde 1 denota la funcién constante igual a 1.

17. Sea A C C'[a,b]. Notamos A’ = {f': f € A} C Cla,b]. Probar que AU {1} es
Li. si y sélo si A" es 1.i., donde 1 denota la funcién constante igual a 1.

18. En R* consideremos los vectores (1 + a,1,1,1), (1,1 +a,1,1), (1,1,1 + a, 1),
(1,1,1,1 + a). Determinar segin el parametro a la dimensién y una base del subespacio
vectorial que generan.

19. Sean U, W subespacios de V tal que U N W = {0}. Si y1,...,y, son elementos
linealmente independientes de U y z1,..., 25 son elementos linealmente independientes
de W, entonces yq,- -+ , ¥, 21, -+ , Zs son linealmente independientes. Deducir que si B y
C son bases de U y W respectivamente, entonces B U C' es una base de U & W.

20. Sean Wy = {(z,y,2) e R® : x =0} y Wo = {(,y,2) € R® : y — 2 = 0}. Probar
que W, y Wy son subespacios de R3. Hallar W, N W, v W, + W y dar bases de los
mismos.

21. Se considera el espacio vectorial R,_[z]. Dados n numeros reales diferentes

ai...,a, se definen:
fi = (z—a2) - (x—ay,)
fo = (z—a)(z—as3) - (x—a,)
fo = (z—a1) - (x—an)
Demostrar que {f1,..., f»} es una base de R,,_;[z].

22. Mostrar que el espacio vectorial de las funciones reales continuas en el intervalo
[0, 1] no tiene dimensién finita.

23. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita y U, W C V dos subespacios.

(a) Probar que para toda base B de U N W existen bases C'y C" de U y W respec-
tivamente tales que B ¢ C, B C C".
(b) Deducir que dimU + W =dimU +dimV —dimU N V.

24. Sean V, W R-espacios vectoriales de dimensién finita con bases {vq,...,v,} v
{wy, ..., w,} respectivamente. Consideremos el conjunto

B ={(v1,0),...,(vs,0),(0,w1),...,(0,w,)} CV x W.
Probar que B es base de V' x W y concluir que dim(V x W) = dim V' + dim W.

25. En el espacio vectorial R* se consideran los conjuntos S = {(x, y,2,t) € RY/z =
2,y = t} yT = {(x,y,z,t) ERYt=0,2+y= x}

(a) Probar que S y T son subespacios de R* y calcular sus dimensiones.
(b) Encontrar una base de SN T y una base de S+ 7.
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26. Dado el espacio vectorial My(RR), se consideran los subespacios

({2 ) mna-s)
(D)D)

1. Hallar una base y la dimension de Wj.
2. Hallar una base y la dimensiéon de Wj.
3. Probar que My(R) = Wy @ Ws.
27. Sea V = {(w,y,z) ekd:y+z= x} y T :V — V definida por T(z,y,z) =
(y —x,x —y,2y — 2x), con chark # 2, es decir 2=1+1 # 0.
(a) Hallar bases de N(T") e Im(T).
(b) Sea W = {(z,y,2) €k®: 2 =y =0}. Probar que k® =V & W.

28. Terminar la prueba del Teorema [3.37]



Capitulo 4
Transformaciones lineales

En este capitulo estudiamos las propiedades basicas de las transformaciones lineales
entre espacios vectoriales.

1. Construcciones de transformaciones lineales

LEMA 4.1. Sean V y W espacios vectoriales y sea X C V' un subconjunto arbitrario.

(1) Si T,S : V. — W son transformaciones lineales, tales que T|, = S|, entonces
Tixy = S(x)-

(2) Si X es un conjunto linealmente independiente, dada una funcién arbitraria f : X —
W, eziste una y una sola transformacion lineal Ty : (X) — W tal que Ty¢|, = f

DEMOSTRACION. (1) Siv € (X) es un vector cualquiera, existen escalares ay, . .., a, €
k y vectores w1, ..., x, € X tales que v = ) a;z;. Luego,

T(v) = T(Z a;T;)= Z a; T (z;) = ZaiS(xi) = S(Z a;z;) = S(v).

(2) Primero recordamos que si 0 # v € (X) existe una unica descomposicién de v en una
combinacién lineal v =Y. a;x;, con {x1,...,z,} C X y {a1,...,a,} escalares no nulos.

Definimos Ty dando su valor para cada vector v € V, mediante la férmula Ty (v) =
Yo aif(x;), conv =) a;x;. Observemos que esta definicién tiene sentido por la unicidad
de la descomposicién de v en combinacién lineal de elementos de X. Dado otro vector
v € V lo representamos como v’ = " alx}, con a) € ky 2} € X. Es claro que podemos
suponer, eventualmente agregando escalares nulos, que {zy,...,z,} = {z},..., 2/ }. Si
a,b € k son escalares arbitrarios, tenemos que av + bv' = ) (aa; + ba})z;, de donde

Tf(CLU + bvl) — Z(aai -+ ba;)f(l‘l) = Z(aazf(x,) + ba;f(xl)) =
a Z a; f(z;) + bZ a;f(x;) = aT(v) + bTy(v").

Luego, la funcién Ty : (X) — W es una transformacion lineal. Es claro que si z € X,
entonces T¢(z) = f(x) por la propia definicién de Ty. Ademés Ty : (X) — W es tnica
como consecuencia de la primera parte de este teorema. U

53
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OBSERVACION 4.2. (1) La relacién entre f : X — Wy Ty : (X) — W se puede
visualizar en el siguiente diagrama.

X ! W
N
(X)

donde ¢ : X — (X) es simplemente la funcién inclusion.

(2) Las propiedades anteriores se pueden entender de la siguiente manera: la propie-
dad (1) dice que una transformacién lineal queda determinada por los valores que toma
sobre un conjunto generador; la propiedad (2) dice que si ademés ese conjunto generador
es linealmente independiente, para definir la transformacion lineal basta hacerlo sobre
los generadores.

(3) Obsérvese que si B es una base de V, del Lema se deduce que dada una
funcién f : B — W, entonces existe una tunica transformacion lineal T : V' — W tal
que Ty|p = f.

EJeMpLOS 4.3. (1) Consideramos k[X], el espacio vectorial de los polinomios de una
variable y definimos la funcién f : {1, X, X?,...} — k[X], dada por f(X") = nX"" L
La transformacién lineal asociada Ty : k[X] — k[X] es la derivada D, ver Ejemplo [2.48]

®)

(2) El espacio R? estd generado por el conjunto linealmente dependiente

{(1,0,0),(1,1,0),(0,1,2),(1,1,1)}.

En este caso no podemos definir arbitrariamente una transformacion lineal dando sus
valores en los generadores. Por ejemplo, si tratamos de definir 7' : R* — R por T'(1,0,0) =
T(1,1,0) =T7(0,1,2) =T(1,1,1) = 1, tenemos por un lado que 7'(2,2,2) = 27(1,1,1) =
2 y por otro que 7'(2,2,2) = T'((1,0,0) + (1,1,0) + (0,1,2)) = 3.

En otras palabras, la relacién de dependencia no trivial

(1,0,0) + (1,1,0) + (0,1,2) — 2(1,1,1) =0
impone la relacién entre los valores de 1" en los generadores:
T(1,0,0) + T(1,1,0) + T(0,1,2) — 27°(1,1,1) = 0.
DEFINICION 4.4. Sea V un espacio vectorial que admite una descomposicién en suma
directa V' = @,.; Vi, donde {V; : 7 € I} es una familia de subespacios de V. Se definen
las familias de transformaciones lineales {¢; : V; = V :ie I} y{m :V =V, : i€ I}

como sigue: ¢;(v;) = v;; y m(z i vj) = v;. Esas familias se llaman respectivamente las
inclusiones y las proyecciones canonicas en la suma directa.

LEMA 4.5. (1) Si V. = Vi @ Vs, entonces las inclusiones y proyecciones candnicas
verifican:

7T10L1:idvl, WQOLQZidVQ, 7T10L2:O,7T20L1:0,L107T1—|—L207T2:idv.

(2) En la situacion anterior, si W es un espacio vectorial cualquiera y Ty : W — V;
y Ty : W — V5 son transformaciones lineales, existe una unica transformacion lineal
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T : W — V que verifica mpoT =Ty y moT = Ty. Esa situacion es ilustrada en el
sigutente diagrama conmutativo:

w

Ty T
T:

;
Vi<—VieV,—=V;

(3) SiV = &P,c; Vi para una familia arbitraria de subespacios, W es un espacio vectorial
cualquiera y {T; : V; = W i € I} es una familia de transformaciones lineales entonces
existe una unica transformacion lineal T -V — W de modo que T o 1; = T} para todo
1 € 1. Esta situacion es ilustrada en el siguiente diagrama conmutativo:

w
A T;
T
®i€] ‘/Z Lg ‘/;

DEMOSTRACION. (1) La verificacién de esta propiedad es inmediata.

(2) Definimos T': W — V' como T'(w) = T (w) + Ty (w). Como T es la suma de transfor-
maciones lineales es una transformacion lineal y la unicidad es consecuencia del hecho
de que V = (V1 U V5) (Lema [1.1]).

(3) Se define T'(>",v;) = > T;(v;). Esta definicién tiene sentido pues en la expresién
> ;i estan involucrados tan sélo un nimero finito de vectores no nulos. La verificacién
de las restantes propiedades es inmediata. Por ejemplo, la unicidad de 7" sale nuevamente

aplicando el Lema ya que |, ¢;(V;) genera @, V.. O

DEFINICION 4.6. Si V es un espacio vectorial cualquiera, una transformacién lineal
p: V — V se dice que es una proyeccion si p> = p, donde p> = pop :V — V. Un
endomorfismo S : V — V que verifica que S? = Idy se dice que es una involucion.

EjempLOs 4.7. (1) La transformacion lineal nula 6 : V- — V, 8(v) = 0 para todo
v € V, es una proyeccion. La identidad idy : V' — V también lo es.

(2) Si V =Kk", las transformaciones lineales
q; (k" — k" , Ci(al,...,an) = (al,...,aj,O,...,O) , j: 1,...,n,
son proyecciones.

LEMA 4.8. Supongamos que V es un espacio vectorial cualquiera y que p : 'V — V
es una proyeccion. Entonces V. = N(p) @ Im(p). Reciprocamente, si V.= N @& I es
una descomposicion de V' como suma directa de dos subespacios, existe una proyeccion
p:V =V tal que N = N(p) e I =Im(p).

DEMOSTRACION. Primero observamos que N(p) NIm(p) = {0}. Si v € N(p) N Im(p)
entonces, p(v) = 0 y ademds existe w € V tal que v = p(w). En ese caso 0 = p(v) =
p?*(w) = p(w) = v. En definitiva hemos probado que N(p)NIm(p) = {0}. Por otro lado, si
escribimos v = v —p(v)+p(v) es claro que v—p(v) € N(p) y es evidente que p(v) € Im(p).

En efecto, p(v — p(v)) = p(v) = p*(v) = p(v) — p(v) = 0.
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En cuanto al reciproco, si aplicamos el Lema [4.5 al caso en que V= N & I, para
las transformaciones lineales 0 : N — V y ¢ : I — V| construimos una transformacién
lineal T : V' — V que simplemente es T'(n + i) = i. De ahi se deduce inmediatamente
que T? =T y las restantes propiedades requeridas. O

COROLARIO 4.9. Supongamos que V.=V, & --- & V,,. Emiste una familia finita de
proyecciones p; : V. — V,i=1,...,n tales que: (1) p;op; =0 sii # j, (2) >, pi =idy,
(3) Im(p;) = V.

Reciprocamente, si existen proyecciones p; 'V — V, i =1,... n, que verifican las

condiciones (1),(2),(3) de arriba, entonces V = €, Im(p;).

DEMOSTRACION. Ver Ejercicio [ O

2. Transformaciones lineales y dimensién

La existencia de cierto tipo de funciones entre conjuntos establece restricciones entre
sus cardinales; por ejemplo, si existe una funcién inyectiva f : X — [n], el conjunto X
no puede tener mas de n elementos. Situaciones analogas suceden en la categoria de los
espacios vectoriales, donde la existencia de transformaciones lineales inyectivas implica
restricciones sobre la dimensién de los espacios — por ejemplo, veremos enseguida que no
puede haber una transformacién lineal inyectiva f : k"™ — k™.

LEMA 4.10. Sean V y W espacios vectoriales y T : 'V — W wuna transformacion
lineal.

(1) Si T es inyectiva e I es un subconjunto linealmente independiente en V', entonces
T(I) es un subconjunto linealmente independiente de W

(2) Si T es sobreyectiva y G es un conjunto generador de V', entonces T(G) es un
conjunto generador de W .

(3) Si T es un isomorfismo y B es una base de V', entonces T(B) es una base de W.

DEMOSTRACION. (1) Supongamos que nos damos una relaciéon de dependencia en

T(I), o sea que existen escalares {ay,...,a,} y vectores {z1,...,z,} C I de modo que
> a;T(x;) = 0. Como T es lineal, tenemos que T(ZZ aizci) = 0 y como T es inyectiva
deducimos que ) . a;x; = 0. Como los elementos z; € I, y el conjunto I es linealmente
independiente, concluimos que a; = as =--- =a, = 0.
(2) Sea w € W un vector arbitrario de W. Como T es sobreyectiva existe un vector
v eV tal que w =T (v). Como G genera V existen escalares {a1,...,a,} y vectores de
G, {z1,...,x,} tales que v = 3" a;x;. Luego, w = T(v) = T(X aiz;) = Y a;T(z;), y el
vector w se escribe como combinacién lineal de elementos de T'(G).

(3) Esta propiedad se deduce inmediatamente de las anteriores. U

COROLARIO 4.11. Sean V' y W dos espacios vectoriales de dimension finita, y sean
B y C bases de V y W respectivamente. Entonces existe un isomorfismo entre V-y W si
y solo si existe una funcion biyectiva entre B y C'. En particular, existe un isomorfismo
entre V-y W si y solo si V. y W tienen la misma dimension.

DEMOSTRACION. De acuerdo con el Lema [4.1] si f : B — C C W es una funcion,
existe una y sélo una transformaciéon lineal T : V' — W que restringida a B nos da
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exactamente la funcién f. Si la funcién original f es sobreyectiva, i.e. si f(B) = C
entonces T (B) = C lo que evidentemente implica que T(V') = W. Sea ahora v € N(T%);
existen xq,...,x; € By escalares a; € k tales que v = Y a;x;. Luego,

0="T¢(v) =1y (Z a;z;) = Z a; T (x;).

Los elementos T¢(z;) = f(x;) € C, i =1,...,1 son dos a dos distintos ya que f es
inyectiva. Como C' es linealmente independiente, deducimos que a; = 0,7 =1,...,[, es
decir v = 0.

Consideremos ahora V' y W dos espacios vectoriales isomorfos y de dimensién finita.
So6lo debemos probar que V' y W tienen la misma dimensién. Si B es una base de V'
entonces T'(B) es linealmente independiente y genera W — ver el lema anterior partes
(1) y (2) —, luego T'(B) es una base de W, y como B y T'(B) tienen el mismo nimero de
elementos (por ser T biyectiva), V' y W tienen la misma dimension. U

OBSERVACION 4.12. El corolario anterior sigue siendo valido aunque los espacios
vectoriales V' y W no sean necesariamente finitamente generados. Omitimos la prueba,
ya que ésta en el caso general usa teoria de cardinales infinitos.

EJEMPLO 4.13. Sea V' un k-espacio vectorial de dimensién finita, y B = {vy,...,v,}
una base de V. Sea C = {ey,...,e,} la base canénica de k™, ¢; = (0,...,0,1,0,...,0),
con el 1 en la posicién i. El corolario nos dice que la funcién f: B — C, f(v;) = e,
induce la transformacién lineal coordenadas en la base cg: V — Kk™:

cg:V —=k", CB(ZGM) =(ay,...,an)

y que cp es un isomorfismo.

DEFINICION 4.14. Si {V; : i € I} es una familia de espacios vectoriales, se define la
suma directa externa de la familia y se denota como @, Vi, de la siguiente manera:
@ V. = {(vi)ie 7 : v; = 0 excepto para un numero finito de indices}.
el
La suma y el producto por un escalar que le dan a @,; Vi una estructura de espacio
vectorial se definen punto a punto, i.e. (v;)ier + (V))icr = (v; +v})icr, ¥ si a € k entonces
a(vy)ier = (av;)ier. En el caso particular que todos los V; son iguales (a un cierto espacio
vectorial que llamamos V'), escribimos €, ., V.

LEMA 4.15. (1) Sea {V; : i € I} una familia de espacios vectoriales y llamemos
V =8D,Vi. Dado j € I, consideramos el subconjunto W; = {(UZ)Z v, =0 811 # j} cV.
Entonces los conjuntos W, j € I, son subespacios de V' isomorfos al correspondiente
Vi, y tales que su suma es directa (en el sentido del Capitulo 2) es igual a V', es decir
V =,c; Wi (suma directa de subespacios).

(2) Si V' es un espacio vectorial e I un conjunto de indices finito entonces @, ;V es
isomorfo con VI | ver Ejemplo (2.1}

DEMOSTRACION. (1) Es claro que W; es un subespacio de V' y también que cada uno
de los W; es isomorfo con el V; correspondiente. Ademads, cada elemento de V' se escribe
como suma de elementos de los W, y claramente los subespacios W; son linealmente
disjuntos.
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(2) Definimos una transformacién lineal © : @, ,V — V! de la siguiente forma:
@((Ui)ig) es la funcién de I en V' que manda i en v;, en otras palabras @((vi)ig) (1) = v;.
Para producir la funcién inversa de © procedemos como sigue I' : V! — D,c; V estd da-
da de la siguiente manera: si f : I — V, se define I'(f) = (f(z'))ief. Es inmediato verificar
que I' es una transformacién lineal y que I' y © son inversas una de la otra. U

OBSERVACION 4.16. (1) En virtud de lema anterior, hablaremos de suma directa de
espacios vectoriales (omitiendo la palabra externa).

(2) Combinando el Lema con el Lema tenemos que la suma directa externa
cumple la llamada propiedad universal de la suma directa:

Sea W;, i € I, una familia de espacios vectoriales, W un espacio vectorial cualquiera
yA{T; : W; = W i € I} una familia de transformaciones lineales. Entonces existe una
unica transformacion lineal T : @id W; — W de modo que T o 1; =T} para todo 1 € I.
Esta situacion es ilustrada en el siguiente diagrama:

w
A T;
T
Dic Wi =—— Wi

COROLARIO 4.17. Si V' es un espacio vectorial de dimension d e I es un conjunto
finito cualquiera entonces dim(VI) = |I]d. O

OBSERVACION 4.18. (1) La propiedad de que una transformacion lineal de un espacio
V en otro espacio W queda determinada por los valores que toma sobre una base, se puede
expresar de la siguiente forma. Si B es una base de V', la funcién © : W8 — Hom(V, W),
O(f) = Ty (ver la prueba del Lema4.1{) es biyectiva. Por otro lado W tiene, de acuerdo
a lo observado en el Capitulo 3, una estructura de espacio vectorial y con respecto a esa
estructura © es una transformacién lineal como se observa inmediatamente. Luego © es
un isomorfismo y ambos espacios tendran la misma dimension, en caso de ser finita. Si

V y W tienen dimensién finita, del Corolario se deduce que

dim (Hom(V, W)) = dim(V) dim(W).

En efecto, sabemos que Hom(V, W) = W75 si B es una base de V y este espacio de
acuerdo a lo demostrado antes tiene dimension |B|dim(W).

LEMA 4.19. La transformacion lineal M., — Hom(k™ k™) dada por A — Ly es
un isomorfismo.

DEMOSTRACION. De acuerdo con la discusién anterior podemos identificar al espacio
vectorial Hom(k", k™) con el espacio vectorial de las funciones (k™) que de acuerdo
con lo observado tiene dimensién nm. Por otro lado una funcién de (k™)™ se puede
pensar como una funcién k"™ como se puede verificar directamente. De esta forma
construimos la inversa del mapa A — L 4. U
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3. Funcionales lineales, espacio dual

Como dijimos anteriormente las transformaciones lineales f : V — k se llaman
funcionales lineales. En el siguiente lema hacemos una lista de las propiedades de las
funcionales lineales.

LEMA 4.20. Sea V' un espacio vectorial y f : V — k una funcional lineal.
(1) Si f # 0 entonces f es sobreyectiva.
(2) Si f # 0 entonces para todo vector v € V tal que f(v) # 0 se verifica que V =
N(f) & (v).
(3) SiV =W & (v) para W subespacio y0 # v € V, entonces existe una funcional lineal
y una sola f:V — k tal que W =N(f) y f(v) = 1.

DEMOSTRACION. (1) Laimagen de f es un subespacio de k, por lo que o bien Im(f) =
0 o bien Im(f) = k. [}

(2) Sea f # 0y v tal que f(v) = a # 0. En ese caso si tomamos un vector w € V
arbitrario, la igualdad w = (w — @v) + %v nos da una descomposicion de un vector
arbitrario de V' como suma de un multiplo de v y un vector que esta en el nicleo de f.
Por otro lado si un vector w € N(f) N (v), tendriamos que w = bv para algin b € k.
Luego 0 = f(w) = bf(v) = ba. Como a # 0 concluimos que b = 0. Luego w = 0 y la
suma es directa.

(3) Consideremos la transformacién lineal que esté definida de acuerdo con la propiedad
universal de la suma directa (Lema [4.5]), tomando 0: W = ky g : (v) — k, g(bv) = b.

En ese caso f(w 4+ bv) = by eso garantiza que f verifica las propiedades requeridas. [

OBSERVACION 4.21. Si V es un espacio vectorial de dimensién finita y {ey,...,e,}
es una base de V', usando la propiedad que asegura que una transformacién lineal queda
determinada por los valores que toma en una base, definimos una familia de transforma-

ciones lineales {e7, ..., ey} mediante la siguiente regla, j(e;) = 1 sii = jy ej(e;) =0 si
i # 5.
LEMA 4.22. En la situacion anterior, {e},...,e5} es una base de V*.

DEMOSTRACION. Como la dimensién de V* es la misma que la de V' y los vectores
{e1,...,e:} son tantos como la dimensién de V' basta probar que ellos son linealmente
independientes. En efecto, si 0 = aje] + - - - + ane);, evaluando la expresion de arriba
en e; obtenemos 0 = 0(e;) = arej(e;) + -+ + ajej(e;) + -+ + agpey(e;) = a;. Como la
igualdad anterior vale para todo j = 1,...,n deducimos que las funcionales {ej, ..., e}
son linealmente independientes. U

DEFINICION 4.23. Si B = {ey,...,e,} es una base del espacio V, la base {¢e],...,e-}
se denota como B* y se llama la base dual de B.

LEMA 4.24. La base {e7, ..., e:} tiene las siguientes propiedades.
(1) Siv €V entonces v ="> .  ef(v)e;.

i=1"1

(2) Si f € V* entonces f =", f(ei)e;.

ISe puede también hacer una prueba directa: si existe v € V tal que f(v) = a # 0, entonces si b € k
entonces f (gv) = b lo que implica que f es sobreyectiva.
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DEMOSTRACION. (1) Si escribimos v = " a;e; y evaluamos e} en ambos miembros

de la igualdad obtenemos e (v) = ), a;ej(e;) = a;.

(2) La demostracién de esta parte es semejante a la anterior. O
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4. Ejercicios
1. Sea V un espacio vectorial de dimensién n y T : V' — W una transformacién
lineal.

(a) Probar que
dim(V) = dim N(7) 4+ dim Im(7T")
Esta igualdad se conoce usualmente como el Teorema de las dimensiones, daremos
una prueba mds conceptual en el Capitulo [6] (Corolario [6.15]).

(b) Sea U C V un subespacio. Demostrar que dim T(U) = dim U si y sélo si UNN(T) =
{0}. Observar que esta igualdad sigue siendo vélida en el caso dimV = co y dim U < oc.

2. Sea T : V — V una transformacién lineal. Probar que T' es una proyeccién si y
sélo si Id =T es una proyeccién. Calcular N(Id —=7") e Im(Id —T').

3. Sean T7,T, dos proyecciones. Probar que
(a) Ty + T» es una proyeccion si y sélo si T3 0Ty = Ty 0Ty = 0.
(b) Ty — Ty es una proyeccién siy sélo si Ty o To = Ty 0 Th = Ts.
4. Probar el Corolario [£9]
5. Sea T': V — V una transformacion lineal.
(a) Demostrar que si T? = 0 entonces T' — Id es invertible.
(b) Demostrar que si 7" = 0 para algin n > 1 entonces 7' — Id es invertible.

6. Sean S: V — V y T :V — V transformaciones lineales que verifican T2 = S? = 0,
ToS+SoT=1d.

(a) Demostrar que V' = N(S5) & N(T).

(b) Demostrar que N(S) = S(N(T")) y N(T') = T(N(.5)).

(¢) Demostrar que Im(7") = N(T') y Im(S) = N(95).

(d) Deducir de lo probado anteriormente que dim N(S) = dim N(7').

7. Sean V' y W espacios vectoriales de dimension finita y sea 7" : V. — W una
transformacién lineal inyectiva.

(a) Definir S : W — V transformacién lineal que verifique S o T = Idy.

(b) Probar que si si S es como en la parte anterior y w € W, entonces w = w — (T o
S)(w) + (T o S)(w). Deducir que W = Im(T) & N(5).

(¢)SiT :V — W es una transformacién lineal sobreyectiva, hallar una trasformacién
lineal R: W — V tal que T'o R = Idy.

(d) Demuestre que en este caso V = Im(R) & N(T').

8. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y 7' : V' — V una transformacion
lineal. Demostrar que T tiene inversa si y sélo si para toda descomposicién de V' en suma
directa V=U® W vale T(V)=T(U) ® T(W).

9. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Definimos v : V' — V** como
~v(v) = v donde v(p) = ¢(v) para toda ¢ € V*. Probar que « es un isomorfismo lineal.
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10. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita y W un subespacio de V. Si
@ € W*, probar que es posible encontrar un @ € V* tal que @l = . Extender el
resultado a una transformacion lineal 7" : V' — L, donde L es un espacio vectorial
arbitrario.

11. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y W un subespacio de V. Si
@ € W*, probar que es posible encontrar un @ € V* tal que ¢l = . Extender el
resultado a una transformacion lineal 7' : V' — L, donde L es un espacio vectorial
arbitrario.

12. Sea V es un espacio vectorial de dimensién finita. Probar que si T' € End(V),
entonces existen fi1,..., fm € V¥ y vy,..., 0, tales que T = > fi|v;.

13. Dado un subconjunto W de un espacio vectorial V', decimos que ¢ € V* anula a
W si ¢(w) = 0 para todo w € W. Al conjunto A(W) = {¢ € V*: ¢ anula a W} se lo
llama anulador de W.

(a) Probar que A(W) es un subespacio de V*, y que si W' C W, entonces A(W) C
AW).

(b) Sean U y W subespacios de un espacio vectorial V' (no necesariamente de dimensién
finita). Probar que A(U + W) = A(U)NA(W). Si V es de dimensién finita, probar que
AUNW)=AU)+ AW).



Capitulo 5
Transformaciones lineales y matrices

1. Matriz asociada a una transformacioén lineal

Supongamos que V' y W son espacios vectoriales de dimensién finitay que 7 : V. — W
es una transformacion lineal. Si fijamos bases en V' y en W, podemos identificar estos
espacios con k™ y k'™ respectivamente, donde n = dim(V') y m = dim(W). De esa forma,
la transformacién lineal 7" se identifica con un elemento de Hom(k", k™), que a su vez
de acuerdo con los resultados del Capitulo [4], se identifica con una matriz de n columnas
y m filas, o sea con un elemento de M, x, (k).

A continuacién describiremos explicitamente dicha matriz.

Supongamos que B = {vy,...,v,} CV y C = {ws,...,w,} C W son bases de V' y
W respectivamente.

Seancg: V = k™, v; — e;, yce: W — kK™, w; — ¢, las identificaciones entre V' y k™
y W y k™ respectivamente determinadas por las bases dadas — notar que a los efectos
que siguen nos interesa escribir los elementos de k™ y k™ como columnas.

DEFINICION 5.1. En la situacién anterior definimos la matriz , [T']; € M, xp, llamada
matriz asociada a la transformacién lineal T" en las bases B y C, como

c[Tg = [cc(T(v1)), ... ce(T(vy))]-

OBSERVACION 5.2. (1) En términos mas explicitos, si escribimos T'(v;) = agjw; +
“o = U Why, 1 <0 < n, entonces la matriz , [T, se escribe como:

(2) Mas formalmente, podemos decir que la matriz asociada . [T es la inica matriz que
hace el diagrama de abajo conmutativo.

VLW
o e -

k" — k™

Lermg

La transformacion lineal L 7}, considerada arriba es un caso particular de la siguiente
construccién, ya efectuada en el Capitulo 4} A una matriz A € M,,x, (k) le asociamos
una transformacion lineal L, : k™ — k™ dada por la siguiente férmula:

63
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Ty U1
xz Yy
Ly .2 = .2
Tn Ym
(5.1.2)
Y1 = a1+ apr+ -+ ap,
Yo = G21T1 + A22%2 + -+ + AopTy
Ym Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn
T 7
T2 Y2
Con<:>€k"y<:>€km.
iU.n y;n
Frecuentemente se abrevia
s} X1
T2 )
Lyl | =A] . (5.1.3)
Tn Tn

1
2
y decimos que estamos multiplicando la matriz A por el vector ( : ) .

Tn
Ese producto se puede pensar como un producto de matrices por vectores que da
lugar a vectores, o sea matrices A € M,,«, se multiplican por elementos de k™ para
producir elementos de k™. Este producto verifica las siguientes propiedades, que quedan
como ejercicio (ver Ejercicio [1]):

A(av 4+ w) = a(Av) + Aw, es decir L, es una transformacién lineal
(A+ B)v = Av + Bu

(aA)v = a(Av)

Idv=wv

Ov =0,

donde A € M,,«n, v,w € k", a € k.

Se calcula explicitamente mediante la férmula (5.1.2)), que es la dada por el producto
de matrices, pensando el vector como una matriz columna de n filas (ver Apéndice )

(3) Usando la notacién anterior, la conmutatividad del diagrama ([5.1.1]) se puede escribir
de la siguiente manera:

ce(T(v)) = ¢ [Tl cs(v).

OBSERVACION 5.3. Notar que la matriz asociada a una transformacién lineal depende
del orden en que se toman los vectores de las respectivas bases. En definitiva, en este
contexto las bases se deben pensar como listas o sea como conjuntos ordenados, y esta
es la convencién que usaremos en lo que sigue, sin mencionar explicitamente este hecho.

EJEMPLO 5.4. Sea T : ky[X| — k;[X] definida como T'(p) = p’ y consideremos las
bases B={1,1+ X, 1+ X + X?},C={1+X,1—- X}
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De las ecuaciones T'(1) =0, T(1 + X) = 2(1+ X)) + 1/2(1 — X), T(1 + X + X?) =
3/2(1 4+ X) — 1/2(1 — X)), deducimos que la matriz asociada a T en las bases By C tiene

la siguiente forma
0 Y2 3/
¢Tls = <0 L/o _1/2)

EJEMPLO 5.5. Sean A € M,,,,, entonces si B C k™ y C C k™ son las bases canénicas
de k™ y k™ respectivamente, entonces dada L4 : k» — k™, tenemos que . [L4]; = A.

2. Operaciones con transformaciones lineales y matrices asociadas

En esta seccién completamos las propiedades bésicas de la correspondencia entre
transformaciones lineales y matrices mostrando que las operaciones entre unas y otras
se corresponden.

TEOREMA 5.6. Sean V, W, U espacios vectoriales de dimension, n, m, [ respectivamen-
te y equipados con bases BCV,CCcW,DcU, yseanT,T":V =W yS: W — U.
Valen las siguientes formulas:
(1) c [T+ T/]B =c [T]B te [T/]B'
(2) o aT); = a, [T)z para todo a € k.
(3) p[5T]g = p [Sle e T

DEMOSTRACION. Probaremos solamente la tercera propiedad. Las otras se pueden
verificar por el mismo método o directamente a partir de la definicién de matriz asociada,
ver Ejercicio [6]

(3) La conmutatividad de los diagramas de abajo caracterizan las matrices asociadas a
T y S respectivamente.

v —Low WU
cBl l/cc ccj lCD
k" —— k™ k™ — k!
Lomg INAR

Combinando ambos diagramas tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

LD [Tl kl

LpisicoLleiris

Luego el diagrama “exterior” también es conmutativo:
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LpsicoLleir)s

Como L 51, © L1y, = L,s)..17), deducimos que L_s7), = L_[s), (1], Finalmente,

como la transformacién lineal L : My, (k) — Homy (k™, k') es biyectiva, deducimos que
p[ST]g = p[Slcc [Tl 0

EJEMPLO 5.7. Se consideran en el espacio R? la base candnica B = {e, e, €3} vy
las transformaciones lineales S y T' definidas de la siguiente forma: S es la rotacién con
angulo 7/2 de eje e; y en la direccién anti-horaria para un observador orientado en la
direccién de e; y T es la rotacién con angulo /2 de eje e3 y en la direccién anti-horaria
para un observador orientado en la direcciéon de e3. Las matrices asociadas a S y 1" en
la base B, que denotamos con las letras A y B respectivamente, son

10 0 0-10
A:<00—1> BZ(lOO)
01 0 001

De lo anterior deducimos que la matriz asociada a ST en la base B es

AB = (8 o 91)
10 0
TEOREMA 5.8. Sean V,W espacios vectoriales, con dimV = n, dmW = m, y
BcCV,CcCW, bases. Entonces el mapa ¢ : Hom(V, W) — M, xn(k), () = 5 [T, es
un tsomorfismo de espacios vectoriales.

DEMOSTRACION. El teorema afirma en particular que ¢ es una transformacion
lineal. Para probar la biyectividad de ¢, recordemos que ¢(T") verifica el siguiente dia-
grama conmutativo (ver Observacion [5.2)):

v —Low

k" —— k™
Lomy

La Observaciéon nos dice que si V =k" y W = k™, el mapa ¢ asociado a las bases
canénicas es un isomorfismo. Luego alcanza con probar que el mapa ¢ : Hom(V, W) —

Hom(k", k™), (1) = Ly(r) es biyectivo. En efecto, ¢ = L op. Para probar la afirmacién
restante, alcanza con observar que ¢~"}(L4) = ccoT o cg'. O

3. Cambio de base

Hemos visto que la correspondencia — biyectiva — que a las transformaciones lineales
les asocia matrices — fijadas bases en el dominio y en el codominio — es una herramienta
de gran utilidad para trabajar con transformaciones lineales. En esta seccion estudiare-
mos mas a fondo esa correspondencia, describiendo la forma en que la matriz asociada
cambia al cambiar las bases.
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DEFINICION 5.9. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita n. Si B y B’ son
bases de V' definimos la matriz de cambio de base de B a B’ como g [Idy]g.

LEMA 5.10. Las matrices de cambio de base verifican las siguientes propiedades.

(1) g 1d]g g [Id] g = v [1d] .
(2) zId]; = 1d,, € M,.
(3) La matriz de cambio de base 4, [Id]4 es invertible y su inversa es g [Id].

DEMOSTRACION. (1) La demostracién se deduce inmediatamente del Teorema [5.6)
parte (3).
(2) La demostracién se deduce inmediatamente de la definicién de matriz asociada.

(3) Es inmediato aplicando las partes anteriores. U

Sean V' y W espacios vectoriales, sean B,B8" C V bases de V' y C,C’ C W bases de
W.SiT:V — W es una transformacion lineal, queremos relacionar las matrices ., [T

e lT)p

TEOREMA 5.11. Sean B,B C V y C,C' C W bases respectivamente de dos espacios
vectoriales de dimension finita V. y W. Si T : V. — W es una transformacion lineal,
entonces o [T) gy = Co [T)y D™" donde C es la matriz de cambio de base en el espacio W
de la base C a la base C' y D es la matriz de cambio de base en el espacio V de la base

B a la base B'.

DEMOSTRACION. De la férmula que nos da la matriz asociada a una composicién de
transformaciones lineales tenemos que o, [T 5 = o [Idw]z ¢ [T]5 5 [Idv] g . Como 4 [Idy ], =
(g [Idy]g)~t, deducimos el teorema.

El teorema anterior justifica la siguiente definicién.

DEFINICION 5.12. Sean A, A" € M,,x,(k) dos matrices. Decimos que A y A’ son
semejantes, y denotamos esa relacién como A ~ A’ si existen dos matrices invertibles,

CeM,yDeM, tales que A’ = CAD™!.

OBSERVACION 5.13. Queda como ejercicio para que el lector verifique que la relacién
A" ~ A es una relacién de equivalencia en el espacio vectorial M,, ., (k).

OBSERVACION 5.14. Observar que el Teorema se puede enunciar de la siguiente
forma:

Las matrices asociadas a una transformacion lineal en diferentes bases son semejan-
tes.

Sabemos ademads que las matrices que realizan la semejanza son las matrices de
cambio de base.

El Teorema admite un reciproco. Si dos matrices son semejantes existe una
transformacién lineal y bases del dominio y codominio de modo que cada una de las
matrices es la asociada a dicha transformacién lineal en las bases dadas.

LEMA 5.15. Sean A, A" € M,,xn(k) dos matrices semejantes. Entonces existen es-
pacios vectoriales V- y W, bases B,B" C V y C,C' C W y una transformacion lineal
T:V—=WtdqueA =,.[TzyA=,.[T)s
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DEMOSTRACION. Sean C' € M,, (k) y D € M,,(k) tales que A’ = CAD™!. Sea V = k"
y W = k™ y consideremos B = {ey,...,e,} vy C = {f1,..., [m}, las bases candnicas
de V' y W respectivamente. Sean las bases B’ = {D7'e;,...,D7le,} C k" y C' =
{C7 f1,...,C i} C k™. Ya probamos que A =, [La],. Afirmamos que C =, [Idgm],
y D = 5, [Idgm]p, por lo que aplicando el Teorema se deduce que A" = ., [La]g.
Probaremos solamente la primera afirmacion, ya que la otra se prueba de modo similar.

El Lema (2) nos garantiza que alcanza con probar que C™' = [Idgm].. De
acuerdo con la definicién de matriz asociada (ver Definicién ), si C~! = (a;;) tenemos
que

Ml = [ec(C7 ). e @ )] = | =

OBSERVACION 5.16. Consideremos el caso particular de transformaciones lineales de
un espacio de dimension finita en si mismo, 7' : V' — V y supongamos que tomamos
siempre matrices asociadas con respecto a la misma base en el dominio y en el codominio.

(1) Si By B’ son bases de V, entonces y, [T], = Cy[T)zC~* donde C' es la matriz
de cambio de base de B a B’ en el espacio V. Diremos en este caso que las matrices son
conjugadas; una relacion como ésta es también de equivalencia.

(2) Reciprocamente, ya hemos probado que si A, A’ € M,,(k) son dos matrices cuadradas
conjugadas, con A’ = CAC™!, con C' € M,,(k) una matriz invertible, entonces existe una
transformacion lineal 7' de k™ y una base de k™ que llamamos B’ tal que 4z [T]; = Ay
gl Tlg =4

4. Rango de una transformacién lineal

En este seccion definiremos el rango de una transformacion lineal, que es un invariante
numérico que mide el “tamano” de la imagen, y lo relacionaremos con propiedades de la
matriz asociada a la transformacién lineal.

DEFINICION 5.17. Sea T : V' — W una transformacién lineal. Si (V) = Im(T) C W
tiene dimension finita, se dice que T tiene rango finito y dim (T(V)) se llama el rango
de T. Notaremos r(T") = dim T'(V).

En lo que sigue, nos sera de utilidad considerar determinadas transformaciones linea-
les construidas a partir de funcionales lineales, como sigue.

DEFINICION 5.18. Sean V' y W espacios vectoriales, « € V* y w € W. Se define
la transformacién lineal ow : V' — W de la siguiente forma: (o|w)(v) = a(v)w — ver

Ejemplo parte (2).

OBSERVACION 5.19. (1) En caso de que la dimensién de V o la de W sean finitas, se
deduce que dim 7'(V') es también finita y consecuentemente tiene sentido hablar del rango
de T'. La demostracion de la finitud en los casos mencionados mas arriba se deja como
ejercicio. Puede suceder que dim7'(V) sea finita aunque la dimensién de V' y de W sean
infinitas como lo muestra el siguiente ejemplo. T : k[ X] — k[X], T'(p) = p'(0)(1+X +X?).
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(2) Sia#0 € V*yw e W es un vector no nulo, es claro que la transformacién lineal
alw : V' — W tiene rango uno. El lema que sigue generaliza ese resultado.

LEMA 5.20. Sea T : V. — W wuna transformacion lineal de rango r y {wy,...,w.}
una base de T(V'). Entonces existen oy, ..., € V* tales que T = aq|wy + -+ - + ay|w,..

DEMOSTRACION. Si v € V, escribimos T'(v) = ay(v)w; + - - - + . (v)w, para ciertos
escalares a;(v), ..., a,(v). Estos escalares definen funciones «; : V' — k que son de hecho
transformaciones lineales. De ahi se deduce inmediatamente el resultado.

Probemos que a; : V — k, i = 1,...,r, es un funcional lineal. Si v,v' € V y a € k,
entonces
T(av+v") = ai(av + v)wy + -+ - + a,(av + V' )w,

Por otro lado, como T es una transformacion lineal, tenemos que
T(av +v") = aT(v) + T(V") = a(og (v)wy + -+ - + @ (V)w,) + a1 (V)wy + -+ + o (V)w, =
(aci(v) + aq(V))wy + -+ - + (acy(v) + . (V) wy,

por lo que, como {wy, ..., we,} es una base de Im T', se cumple o;(av+v") = ac;(v)+a; (V')
para todoi=1,...,r. Il

A continuacién daremos un método para calcular el rango de una transformacion
lineal en términos de la matriz asociada en bases convenientes.

LEMA 5.21. Sean S : V' =V, T:V =W y R: W — W' transformaciones lineales.
St S y R son invertibles, entonces si el rango de T es finito también lo es el rango de

RTS y ademds r(T) = r(RTS).

DEMOSTRACION. 1(RTS) = dim(RT'S(V')) = dim(RT(V)) = dim(T(V)) = (7).
La peniltima igualdad es consecuencia de que R es un isomorfismo de donde se deduce
que R|,, : T(V)— R(T(V)) es también un isomorfismo. O

(V)

COROLARIO 5.22. Sea T : 'V — W wuna transformacion lineal entre espacios de di-
mension finita. Si B y C son bases de V' y W respectivamente, entonces r(T) = r(LC[T]B)
— recordar que L7y, : kK" — k™, donde n y m son las dimensiones de V' y W respecti-
vamente.

DEMOSTRACION. Este resultado se deduce inmediatamente del lema anterior y del
hecho de que L 7}, = ccTcgl, donde c¢ y cp representan los mapas coordenados. [

Hemos reducido el problema de calcular el rango de una transformacién lineal 7' al
de calcular el rango de una transformacién lineal de la forma L 4. Este tltimo rango se
calcula de la siguiente forma.

DEFINICION 5.23. (1) Sea A € M, y llamemos ¢;(A4), j = 1,...,n a los vectores
de k™ definidos por las columnas de A. En forma similar se definen f;(A),i=1,...,m a
los vectores de k™ definidos por las filas de A. Por razones mnemotécnicas representamos
a los ¢;(A) como vectores columna y a los f;(A) como vectores fila.

(2) Se define el rango por columnas de la matriz A, y se denota como rc(A), como la
dimensién del subespacio de k™ generado por los vectores ¢;(A), j =1,...,n. En forma
parecida se define se define el rango por filas de la matriz A, y se denota como rf(A),
como la dimensién del subespacio de k™ generado por los vectores f;(A), i =1,...,m.
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OBSERVACION 5.24. Se puede probar (lo haremos més adelante, ver Corolario [7.14]),
que si A es una matriz arbitraria el rango por filas de A coincide con el rango por
columnas de A.

LEMA 5.25. Sea A € My,xn y La : K" — k™ la correspondiente transformacion lineal.
Entonces La(k™) = (c1(A),...,ca(A)) yr(La) =1c(A).

DEMOSTRACION. El resultado se deduce directamente del siguiente hecho: si j =
1,...,n entonces Ly(e;) = c;(A). O

OBSERVACION 5.26. (1) Se deduce del Lema que si C'y D son matrices in-
vertibles, entonces el rango por columnas de la matriz CAD coincide con el rango por
columnas de A. Teniendo en cuenta la igualdad del rango por filas y por columnas de
una matriz, vale un resultado analogo para los rangos por filas.

(2) En definitiva, hemos probado que si T : V' — W es una transformacién lineal
entre espacios de dimension finita, entonces el rango de T coincide con el rango por
columnas de cualquier matriz asociada a T" en cualesquiera bases que elijamos. Teniendo
en cuenta lo anterior vale un resultado analogo para el rango por filas.

El estudio del rango de la matriz asociada a una transformaciéon lineal nos permite
obtener entonces informacién sobre la transformacién lineal.

LEMA 5.27. Sean V., W dos espacios vectoriales, dim, dim W = m, B una base de V,
C una base de W, yT : V — W wuna transformacion lineal. Entonces

(1) T es sobreyectiva si y solamente sir(c[T]g) = m.

(2) T es inyectiva si y solamente si r(c[T]z) = n.

DEMOSTRACION. La afirmacién (1) es consecuencia de lo visto anteriormente, ya que
T es sobreyectiva si y solamente si dim7'(V') = m.

Para probar (2) observamos que por el teorema de las dimensiones (ver Ejercicio
y Corolario ), T es inyectiva si y solamente si su imagen tiene dimensién dim 7'(V') =
n. U

EJjeEmMPLO 5.28. Consideremos la transformacion lineal D : k3[X] — k3[X] definida
por D(p) = p'. Queremos calcular el rango de D. Si B = {1, X, X? X3} es la base

Como la primera columna es cero y las otras son multiplos de los vectores e, €5, €3 de la

base canénica de k*, el espacio generado por las columnas de esta matriz, tiene dimensién
tres.

estandar de ks[X |, tenemos que la matriz asociada a D en esa base es 4z [D]; =

VR
[]e]elen]
[elelelty
OOoONO
OWoo

5. Matriz asociada y subespacios invariantes

Cuando se estudian los endomorfismos de un espacio vectorial V', es de suma utilidad
el reconocer los llamados subespacios invariantes:

DEFINICION 5.29. Sea T : V — V una transformacién lineal y sea W C V un
subespacio. Se dice que W es invariante con respecto a T' (o un subespacio invariante de

T)siT(W)cCW.
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En el caso de la existencia de una descomposicion en subespacios invariantes, podemos
aplicar el Corolario 4.9 para obtener la siguiente descripcion, que sera de mucha utilidad
a la hora de describir los endomorfismos de un espacio vectorial.

COROLARIO 5.30. Sea T' : V' — V una transformacion lineal, y V = @;_, W; una
descomposicion de V' es suma directa de subespacios invariantes. Sean p; : V. — V las

proyecciones dadas por el Corolario . Entonces T =% | T o p;.

Reciprocamente, sea V = @@, W; es una descomposicion en suma directa, ¢; : V —
Wi, i =1,...,n las proyecciones canonicas y f; = W; — W,;, i = 1,...,n transforma-
ciones lineales. Entonces la transformacion lineal T inducida por T; = f; o q; es tal que
T(W;) C W.

DEMOSTRACION. El resultado es consecuencia directa del hecho que Y . p; = Id :
V=V.

Recordemos que T'(v) = > . T;(v) = Y. fioq:(v) para todo v € V. Luego, si w; € W,
tenemos que T'(w;) = Y1, fi(qi(w;)) = fi(w;) € W;. O

Finalizamos la seccién mostrando como se puede utilizar la existencia de subespacios

invariantes para un endomorfismo 1" a los efectos de obtener una descripcion simple del
mismo, en términos de su matriz asociada.

LEMA 5.31. Sea T : V. — V una transformacion lineal de V', espacio vectorial de
dimension finita, y V = Wy & Wy una descomposicion en suma directa de subespacios
T—invariantes. Sea By = {vy,...,vs} una base de Wy, By = {wy,...,w;} una base de
Wy. Consideremos la base B =B U By = {vy,...,vs,w1,...,w} de V. Entonces,

()

DEMOSTRACION. Seav; € By. Entonces T'(v;) = > 7, aivi+2§.:1 bjw; € Wi,y como

W1 v W5 son linealmente disjuntos deducimos que by = ...,b; = 0. En otras palabras,
las primeras s columnas de 4[4 son como plantea la tesis. Para las columnas restantes
se realiza un razonamiento analogo. U

Més adelante (Corolario [6.19]) veremos una prueba de este resultado utilizando el
concepto de espacio cociente.

OBSERVACION 5.32. El lema anterior puede generalizarse a una suma directa de n
subespacios invariantes:

Sea T’ : V. — V una transformacion lineal de V', espacio vectorial de dimension finita,
yV =W1&---®&W, una descomposicion en suma directa de subespacios T —invariantes.

Sean B; = {vi, ... ,vii}, 1=1,...,n, bases de W;, y consideremos la base de V'
BzBlLJ---UBn:{v%,...,Uil,w%,...,v?g,...,v?,...,?ﬂ
Entonces,
5 g, 0
s 1s=
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6. Ejercicios

1. Probar las afirmaciones de la Observacién 5.2

2. Sea T : R?* — R3 una transformacién lineal cuya matriz asociada en la base
canénica de R? es: ((1) i :1% > Hallar un base de N(7") y una base de Im(T").

3. Sean T : R® — Ry[x] y S : Ryfx] — R3? transformaciones lineales tales que:
12 -1

c[T]B:(10_1>yB[S]C:(%1_11§>

01 0 -

donde B = {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1)} es base de R®* y C = {1,1 + z,1 + 22} es base de
RQ[I]
(a) Hallar bases para N(T') e Im(7").

(b) Hallar bases para N(SoT) e Im(SoT).
(¢) Hallar la matriz asociada de H = 3(T o0 S) + Idg,[, en la base {1, z, z*}.

4. Sea T : R* — R? tal que , [T, = ( 11 _(111 _(1)1 ), donde C es la base candnica de R?.

0
(a) Hallar T'(z,y, z).
(b) Hallar la matriz asociada 7" en la base B = {(—1,1,0),(1,—-1,1),(0,1,—1)}.

(c) Determinar si T es invertible.
5. Sea T : R3[x] — R3[z] dada por T'(p) = p+p' + p".
(

a) Hallar la matriz asociada a T en la base candnica.
(b) Demostrar que T es invertible.
(c) Hallar la matriz asociada a T~! en la base candnica.

. Terminar la prueba del Teorema [5.6]

6

7. Sea V un k-espacio vectorial de dimensién finita y 7' : V' — V lineal. Probar:

(a) N(T) € N(T?) y Im(T?) € Im(T).

(b) V=N(T)® Im(T) & N(T) NIm(T) = {0} & N(T) = N(T?).

(¢) Supongamos que V = N(T') & Im(T"). Probar que existe una base B de V' tal que
575 =1(39), donde A € M,,(k) y m = dim Im(T).

8. En los siguientes casos hallar la matriz asociada a T" en las bases canénicas de los
espacios considerados:

(a) T :k* — k3 tal que T'(z,y,2) = (y — 2,2v +y,x +y + 2).
(b) T : ko[z] — My(k) tal que T'(p) = (ﬁg?g ;E?;).
(c) la traza tr: M, (k) = k, tr(a;)) = >0 i
9. Sea T : k* — k? lineal tal que T(1,0,0) = (1,-2), T(0,1,0) = (2,4), T(0,0,1) =
(1,-1).
(a) Hallar T'(x,y, z).
(b) Hallar la matriz asociada a T en las bases canénicas de k3 y k2.
(c) Hallar N(T).
(d) Hallar la matriz asociada a T en las bases B = {(1,0,1),(0,1,0),(—=1,0,0)} de
k? y la base canénica de k2.
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10. (a) Sea id : ko[z] — ko[z] la transformacién identidad y sea B = {z? — 1,2 —
1,1} una base de ky[z]. Hallar . [id], 4 [id]. v z[id], siendo C la base canénica
de ka[x].

(b) Sea p(z) = 3z* + 2. Hallar sus coordenadas en las bases By C.

11. Sean B = {(1,1),(1,0)} base de k% C = {(1,1,1),(1,1,0),(—1,0,0)} base de k?
yT : k* — Kk tal que 4 [T], = (7 11 §). Hallar T'(x,y,2) y ¢, [T]e,-

12. Sea A= (5 4') vy T : Ma(k) = My(k) definida por T(X) = AX.

(a) Hallar [T, siendo C la base canénica de My (k).
(b) Hallar dim Im(7") y dim N(7"). Deducir que T es biyectiva.

c¢) Hallar , [T,

d) Sea S la transformacién lineal del ejercicio 6b. Hallar la matriz asociada a T'o S

en las bases canénicas de My (k) y ko[z].

(
(

13. En un espacio vectorial V' con base B = {vy,v9,v3,v4} se definen dos transfor-
maciones lineales S y T' mediante:

S(v1) = v, S(va) = —v1, S(v3) = v4, S(v4)= —v3
T(v1) = v3, T(v2)= —v4,T(v3) = v1, T (va) = 2.

(a) Hallar A= 4 [T];y C = 455

(b) Calcular A%, C* A-Cy C- A.

(c) SiD:C’-A, Calcular D?,C-D,D-C,A-DyD-A.

14. (a) Se considera la base A = {1,1 + 2,1+ = + 2?} de V = Ry[z]. Hallar

cala + bz + cz?).
(b) Sea considera la base B = {(cosw, senw), (—senw, cosw)} de R?. Hallar cs(z,y).

15. (a) Probar que A = {(1,1,1,-1),(1,1,0,1),(1,-1,1,1),(0,1,1,1)} y
B=1{(1,1,1,0),(1,1,—1,1),(1,0,1,1),(=1,1,1,1)} son bases de R*.

(b) Hallar las coordenadas de los vectores de A en la base B y las coordenadas de los
vectores de B en la base A.

(c) Escribir las matrices de cambio de base 4 [id] , ¥ 4 [id]5

16. Sean A = {uy, us,u3} y B = {v1,v9,v3} bases de R? tal que

3 -4 1
sid,=1 0o 21
-1 31

(a) Hallar las cg(u1), cg(ug), cp(us) y expresar uy, uguz como combinacién lineal de
los elementos de B.

(b) Hallar cg(2u; + 3us — 4us).

(c) Calcular , [id]z y expresar vi,ve,v3 como combinacién lineal de los elementos de






Capitulo 6
Espacio cociente

En esta seccion estudiamos el cociente de un espacio vectorial V' por un subespacio
W C V. Este espacio vectorial se define como el conjunto cociente de V' por una relacion
de equivalencia conveniente. La nocion de espacio cociente es muy importante dentro del

algebra lineal. Los teoremas y y sus corolarios y son una muestra de
la utilidad de este concepto.

DEFINICION 6.1. Si V es un espacio vectorial y W es un subespacio cualquiera,
definimos en V' la siguiente relacién de equivalencia: v ~y V' siv — v € W.

OBSERVACION 6.2. (1) El subespacio W en general se considera fijo y por ese motivo
el simbolo ~y se escribe omitiendo el subindice como ~.

(2) Es claro que v ~ v’ si y sélo si existe w € W de modo que v = v + w.

(3) Es claro que la relaciéon ~ es una relaciéon de equivalencia. Por ejemplo, si v ~ vy
v ~ ", entonces v — v = (v —20") + (v = ") € W, por lo que v ~v". (4) Si W = {0},
v~v siysélosiv=10v"ysi W=V para todo par v,v' € V, v ~ .

(5) Recordar que si v € V' su clase de equivalencia es un subconjunto de V:
W ={'eV:iv~v}={v €V :v =v+w para algin w € W}.
En otras palabras, la clase de equivalencia de v es el subconjunto v + W C V.

DEFINICION 6.3. En la situacién anterior, la clase de equivalencia de v € V' se nota
[v] 0 v+ W. El conjunto cociente V/ ~, se nota V/W = {[v] : v € V'} y se denomina
espacio cociente de V por W.

La proyeccién canénica m : V. — V/W — que existe para cualquier relacién de
equivalencia, en particular la considerada mas arriba — explicitamente se define como
T(v) =] =v+W.

A priori V/W es tan sélo un conjunto. Probaremos que de hecho es un espacio
vectorial con operaciones que hacen que 7 : V' — V/W sea una transformacién lineal.

LEMA 6.4. En la situacion anterior tenemos que:
(1) Si vy ~v] y vy ~ vl entonces vy + vy ~ v} + vh para todo vy, ve, v}, vy € V.
(2) Si v~ entonces av ~ av' para todo v,v' € V y a € k.

DEMOSTRACION. (1) Si vy ~ v] y vy ~ v} entonces existe wy,wy € W tales que
v = V] +wy Y Vg = vh + wy. Entonces vy + vy = v] + v + wy + wy y como wy +wy € W
concluimos que vy + v} ~ vy + V).
(2) La demostracién de esta propiedad es muy semejante a la anterior y queda como
ejercicio. O

75
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TEOREMA 6.5. Se definen en V/W las siguientes operaciones: [v] 4+ [v'] = [v+ ] y
afv] = [av] sia € k y v,v" € V. Con respecto a estas operaciones VW es un espacio
vectorial.

Mas ain, la proyeccion candnica w:V — V/W es una transformacion lineal sobre-
yectiva, cuyo nicleo es W.

DEMOSTRACION. El lema anterior nos garantiza que las definiciones de suma y pro-
ducto por un escalar entre clases de equivalencia tienen sentido, o sea el resultado de
sumar [v] y [v/] no depende del par v,v" € V sino tan sélo de su clase de equivalencia
modulo W. Lo mismo para producto por un escalar.

Necesitamos probar que se verifican para las operaciones definidas en V/W todos
los axiomas de un espacio vectorial. Por ejemplo para probar la propiedad asociativa
queremos probar que ([v]+ [v']) +[v"] = [v]+ ([v/]+[v"]). Para ello comenzamos operando
en el lado derecho de esta igualdad:

(D) +') = oo 1) = [+ o 0] = [l +] = o]+ (0.

Se ha usado en esta cadena de igualdades la propiedad asociativa de la suma en el
espacio V.

El vector cero en V/W es el vector Oy, = [Oy] = [w] para cualquier w € W. Es
claro que [v] + Oy = [v + 0] = [v] y luego ese vector es el neutro del espacio cociente.
La verificacion de los demaés axiomas se hace de manera andloga.

Si tomamos v,v" € V' y calculamos 7(v 4 v') tenemos que
m(v+ ) =[v+0] =]+ V] =7)+ 7).

De forma parecida se prueba que m(av) = an(v) y asi 7 es una transformacion lineal.
Que la proyeccién candnica es sobreyectiva es una propiedad general del espacio cociente
por una relacién de equivalencia que se observo cuando se vieron los elementos iniciales
de teorfa de conjuntos. Por otro lado, N(w) = {v € V : w(v) = 0}. Pero m(v) = 0siy
sélo si [v] = [0] o sea si y sélo si v € W. Luego N(7) = W. O

La siguiente es una adaptacién de la propiedad universal del cociente que vimos
cuando estudiamos teoria de conjuntos, al caso del cociente de un espacio vectorial por
un subespacio.

TEOREMA 6.6. Sea V,U espacios vectoriales y W C V' un subespacio de V. Si T :
V. — U es una transformacion lineal tal que W C N(T), entonces existe una unica

transformacion lineal T V/W — U que hace el diagrama de abajo conmutativo.

V/W

DEMOSTRACION. Es claro que si v ~ v y escribimos v/ = v+w, con w € W entonces
TW)=Tw+w)=Tw)+T(w) =T(v), yaque w € W C N(T). Aplicando la propiedad
universal del cociente probada en el Capitulo 1 (ver pdgina ), podemos asegurar la
existencia y unicidad de una funcion T V/W — U que hace el diagrama conmutativo.
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Para concluir la prueba, falta probar la linealidad de T. Como T o = T tenemos que
para todo v € V, entonces T'(v) = T'(w(v)) = T'([v]). Luego si v,v' € V tenemos que
f([v] +[v']) = f([v—l—v’]): Tw+v)=T)+T W) = f([v]) +f([v’]) lo que prueba que
T es aditiva. En forma semejante se prueba que 7' (afv]) = af([v]) para todoa € k. [

OBSERVACION 6.7. (1) En la situacién anterior tenemos que N(T') = m(N(T)) y que

~

Im(T) = T(V) = T(V/W). La segunda afirmacién se deduce inmediatamente del hecho
de que la proyeccién canénica 7 es sobreyectiva. Por otro lado T'([v]) = 0 si y sélo si
0="T(m(v)) =T(v) y eso sucede siy sélo si v € N(T), es decir [v] € N(T)/W.

(2) La construccién del cociente nos permite demostrar que dado un espacio vectorial
V' y un subespacio W C V arbitrario, existe una transformacion lineal T : V' — U en
algtin espacio vectorial U de modo que N(7') = W. En otras palabras, todo subespacio
es el nicleo de alguna transformacién lineal. Para demostrar lo anterior basta tomar
T =mn:V — V/W la proyeccién candnica.

(3) Es evidente que dado un subespacio vectorial W C V existe una transformacién
lineal T : U — V para algin subespacio U de modo que T(U) = W. Para ello basta
tomar U = W y la transformacion lineal T la inclusién canénica de W en V.

Queremos ahora estudiar cémo estan relacionados los subespacios de V' y los de V/W.

OBSERVACION 6.8. Como la proyeccién canénica m : V. — V/WW es una transfor-
macién lineal, se cumple que si L C V' es un subespacio, entonces 7(L) C V/W es un
subespacio, y que si £ C V/W es un subespacio, entonces 7~!(£) C V es un subespacio
(ver Lema ) Sin embargo esta correspondencia no es biyectiva, ya que si L C V es
un subespacio,

(L) ={veV:nw)en(l)} ={veV: :v+wée L para algiin w € W}.

Para la tltima igualdad hemos usado que mw(v) € 7(L) si y sélo si existe | € L tal
que w(v) = mw(l). Esta dltima afirmacién es equivalente a que [ —v € N(7) = W, es decir
existe w € W tal que v +w =1¢€ L. Luego, si W ¢ L, L C 71 (W(L))

La observacién anterior nos sugiere la siguiente relacion entre los subespacios de V' y
los de V/W:

TEOREMA 6.9. Existe una correspondencia biyectiva entre los subespacios de V/W y
los subespacios de V' que contienen a W. FEsa correspondencia estd dada de la siguiente
forma: L CV/W ~ 7Y L) CV; W CLCV ~ L/W=mn(L)CV/W. Mds ain, la
correspondencia respecta inclusiones.

DEMOSTRACION. Es claro que las funciones definidas arriba envian subespacios en
subespacios. Ambos mapas son inversos uno del otro. En efecto, si tomamos W C L C V
y calculamos la preimagen de L/W = (L), tenemos que 7 '(L/W) ={v eV : [v] €
m(L)}. Si [v] € L/W entonces, existe | € L tal que v — [ € W. Luego v = I 4+ w con
w € W. Como W C L eso implica que v € L, o sea que 7~ *(L/W) C L. Claramente la
inclusién inversa es también verdadera. El resto de la demostracion es semejante.

Finalmente, es claro que si W C L C L', entonces w(L) C w(L'). O
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El teorema anterior permite obtener informacién sobre el comportamiento de una
transformacion lineal 7' € End (V') cuando se conocen subespacios invariantes de la misma
la siguiente (ver Definicién [5.29)).

TEOREMA 6.10. Sea T : V. — V' una transformacion lineal de V-.y W C V un
subespacio invariante de T'. Entonces, existe una unica transformacion lineal T : V/W —
V/W que hace el diagrama de abajo conmutativo.

1% 1%
1
V/W —=V/W

DEMOSTRACION. Consideremos la transformacion lineal o T : V' — V/W. Proba-
remos en primer lugar que W C N(w o T). Si w € W entonces 7(T'(w)) = 0, porque
T(w) € W. Usando la propiedad universal del cociente deducimos la existencia de una
tinica T V/W — V/W de modo que Tom=moT. Esto termina la demostracién del
teorema. U

OBSERVACION 6.11. El teorema anterior puede generalizarse de la siguiente forma:

SeaT': V — V' una transformacion lineal, y W C 'V, W' C V' subespacios tales que
T(W) C W'. Entonces, existe una unica transformacion lineal T : V/W — V'/W' tal
que Tomr=7n"oT.

1% 1%
1
V/W —=V/W’

La prueba de este hecho es una facil adaptacion de la prueba del teorema y
queda como ejercicio (ver Ejercicio [4]).

COROLARIO 6.12. Sea T': V' — U wuna transformacidn lineal, entonces la transfor-
macion lineal T : V/N(T) — T(V') es un isomorfismo.

v—L o) U

v/ N(TI;

DEMOSTRACION. De acuerdo a los resultados anteriores, N(T') = N(T)/ N(T) =
{0} € V/N(T), de donde T es inyectiva. Ademés, T(V/N(T)) = T(V), por lo que la
transformacién lineal 7' : V/ N(T) — T(V') es sobreyectiva. O

A continuacion veremos algunos resultados sobre dimensiéon que se deducen de la
construccién anterior del cociente.
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TEOREMA 6.13. Sea V' un espacio de dimension finita y W un subespacio; entonces
dim(V/W) = dim(V') — dim(W).

DEMOSTRACION. Consideremos una base C = {wy, ..., w;} de W'y completémosla a
una base B = {wy, ..., w;, Vi1, ..., 0, } de V . Consideremos los vectores, [vi1], ..., [v,] €
V/W. Ese conjunto de vectores junto con el Oy y constituye la imagen de la base B
por la proyecciéon candnica m, que es sobreyectiva. Como B genera V' concluimos que
B = {[vis1], .., [va]} C V/W es un generador de V/W. Probaremos ahora que los vec-
tores [viy1], ..., [vn] € V/W son linealmente independientes. Si a;11,. .., a, son escalares
tales que ayy1[vi1] + -+ + anfv,] = 0, entonces a; V1 + -+ + apv, € Wy como los
vectores de C son una base de W tenemos que existen escalares aq, ..., a; € k tales que

At41Vt41 + -+ a,V, = a1W1 + -+ AWy,

de donde obtenemos una relaciéon de dependencia

AWy + -+ QW — A1V — 0 — AUy = 0.
Como los vectores wy, ..., w, Vi1, ...,0, € V son una base de V, concluimos que
todos los coeficientes a; = as = -+ = a; = a;41 = - - - = a, = 0. Hemos probado que en
la situacién anterior B es una base de V/W. 4

OBSERVACION 6.14. Es de destacar que en el teorema anterior no sélo probamos
el resultado sobre la dimension sino que ademas describimos un procedimiento para
encontrar una base del cociente V/W a partir de una base de W, que completamos a
una base de V.

Més aun, es facil ver que este procedimiento (la construcciéon de una base de V/W')
es valido atin en dimensién infinita.

COROLARIO 6.15 (Teorema de las dimensiones). Sea V' un espacio vectorial de di-
mension finita y supongamos que T : 'V — U es una transformacion lineal. Entonces,
N(T) CcV yT(V) CU tienen dimension finita y ademds

dim(N(T)) + dim(T(V)) = dim(V').

DEMOSTRACION. Claramente N(7') tiene dimensién finita. Por otro lado, usando el
Corolario sabemos que los espacios vectoriales V/N(T') y T'(V') son isomorfos, y
eso implica que T'(V') tiene dimensién finita y ademds que

dim(V) — dim(N(T)) = dim(V/ N(T)) = dim(T(V)).
O

OBSERVACION 6.16. Comparar esta prueba con la realizada anteriormente en el Ejer-

cicio Ml

COROLARIO 6.17. Sea V wun espacio vectorial sobre k y W C V' un subespacio.
Entonces V=W & V/W.

DEMOSTRACION. Como en la prueba del teorema completamos una base B; de
W a una base B de V. Si By, = B\ By, entonces m(B5) es una base de V/W. Consideremos
lainclusién ¢ : W — V' y la transformacion lineal 7' : V/W — V inducida por T([v]) =,

v € By (ver Lema ) Entonces T' es inyectiva y el par ¢, T induce una transformacion
lineal biyectiva W & V/W — V. O
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Queremos ahora comparar la matriz asociada a T : V' — V con la matriz asociada
al mapa inducido por T en el cociente V/W, en el caso en que W es un subespacio
invariante.

TEOREMA 6.18. Sea T : V. — V wuna transformacion lineal del espacio de di-
mension finita V. Sea W un subespacio invariante de T. Llamemos T|y : W — W
a la transformacion lineal obtenida mediante la restriccion de T a W. Consideremos
T:V/W — V/W la transformacidon lineal asociada a T en el cociente.

VsV
VIW —=V/W
Sean C = {wy,...,wi}, B={wi,...,w;,v41,...,0,} yB= {[vtﬂ], . [vn]} bases
de W,V y V/W respectivamente. Entonces 4z [Tz = (C [g]c [%] ), donde * es una
B B

matriz de t filas y n columnas.

DEMOSTRACION. Calculemos en primer lugar las coordenadas en la base B de los
vectores T'(w;), i = 1,...,t. Como éstos estan en W, que es invariante por 7', concluimos
que T'(w;) se escribe como combinacion lineal de {wy,...,w;}. Los coeficientes corres-
pondientes a esa combinacién lineal son exactamente las entradas de la matriz asociada
¢ [T|,]c- Eso prueba que las primeras ¢ columnas de la matriz 4 [T, son como se enuncia,
en el teorema.

Consideremos la columna t+ j, j = 1,...,n —t, de la matriz asociada. Si escribimos
T(vj) = aqwy + -+ + Wy + QU1 + - - + Uy, de la igualdad anterior concluimos
que T([v;]) = [T(vj)] = ag1[vera] + -+ + anlvy]. Eso implica que la “cola” (o sea la
parte que va del elemento t + 1 hasta el elemento n) del (¢ + j)-ésimo vector columna
de la matriz ;4 [T, es exactamente el j-ésimo vector columna de la matriz , [T] 5 Eso
termina la demostracion.

A modo de aplicacion, daremos una nueva prueba del Lema [5.31}]

COROLARIO 6.19. Sea T : V — V una transformacion lineal de V', espacio vectorial
de dimension finita, y V = W1 @& Wy una descomposicion en suma directa de subespacios
T—invariantes. Sea By una base de W1, By una base de Wy y B = By U By. Entonces,

5Tl = <Bl [5]51 B> [%]82)

DEMOSTRACION. Aplicar el teorema anterior a W para obtener las primeras t co-
lumnas de 4 [T, y a W, para obtener las dltimas r columnas. 4
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1. Ejercicios
1. Sea V.={f:[a,0] >k} y W ={f € V: f(a) = 0}. Probar que V/W = k.

2. Sea V = {{x,} Ck:{z,} converge} y sea W = {{z,,} € V : limz, = 0}. Probar
que V/W = k.
3. Sean V' y W subespacios de un espacio F. Probar que:
V+ W ~ W v deducir VeWw
Vv Vnw
4. Probar la Observacién [6.11]

I

w.

5. Sea V un espacio vectorial, W y U subespacios de V tales que W C U C V.

Probar que % =V/U.

6. (a) Sea V un k—espacio vectorial y W un subespacio de V. Sean vy, ..., v, € V.
Probar que son equivalentes:
(A) {71,...,7,} es linealmente independiente en V /.
(B) {v1,...,v,} es linecalmente independiente y (vy, ..., v,) N W = {0}.

(b) Sea V = R[z] y W = {a3p(z) : p(x) € R[z]}. Se consideran los siguientes

conjuntos de V/W: A = {x3 — 22, 22 —m,f}, B = {x2 —x,x— 17—x2+1} y

C = {1 +at 4+ 25 x4+ 27 + a3 +:z:4}.
(i) Estudiar sison li o l.d..
(ii) Es alguno de ellos base de V/W?






Capitulo 7
Dualidad

1. Dual de una transformacion lineal

En este capitulo volveremos a considerar el tema de la dualidad de espacios vectoria-
les.

Se recuerda que si V' es un espacio vectorial, definimos el dual como V* = { f:V—=
k : f es una transformacién lineal }

En el caso en que V tiene dimensién finitay B = {ey,...,e,} es una base, denotamos
la base dual como B* = {ej, ..., e} }, ver Definicion Recordar que la propiedad mas
importante de la base dual es que se verifican las siguientes igualdades para todo v € V'
y para todo f € V* (ver Lema [1.24)):

v = Z e; (v)e; f= Z fleie;

Denotemos V a la familia de todos los espacios vectoriales, que consideramos si-
multaneamente con la familia de todas las transformaciones lineales entre todos los es-
pacios vectoriales. Decimos que estamos considerando la categoria de todos los espacios
vectoriales.

La dualidad se puede pensar como una construccion en la categoria V. Para esto
necesitamos completar la definicién y considerar el dual de una transformacién lineal.

DEFINICION 7.1. Sean V' y W espacios vectoriales y sea T' : V' — W una transfor-
macién lineal. Definimos una nueva transformacion lineal T : W* — V* de la siguiente

forma: T*(f) = foT si f € W*.

OBSERVACION 7.2. (1) Es de destacar que para verificar que la definicién anterior
es correcta es necesario probar dos linealidades. La primera es probar que T*(f) € V*
o sea necesitamos verificar que T*(f) : V' — k es una transformacién lineal. Esto es
consecuencia del hecho de que T*(f) = f o T y que esta ultima es una composicién de
transformaciones lineales. La segunda es verificar que 7™ es lineal. En ese caso necesi-
tamos probar que si f,g € W* y a € k, entonces (af +g)oT =af oT + goT. Esta
propiedad se deduce de la definicién de af + g € W*.

(2) En términos explicitos, podemos decir que T*(f)(v) = f(T'(v)).
(3) La funcional lineal T*(f) : V' — k se puede caracterizar como la tnica funcional
lineal que hace el diagrama de abajo conmutativo.

(f)

N

w

V k

83
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La construccion del dual verifica las dos siguientes propiedades que se pueden abreviar
diciendo que el dual es un functor contravariante.

LEMA 7.3. Sean V,W,U espacios vectoriales yT :V — W, S: W — U transforma-
ciones lineales. Entonces:

(1) (SoT)* =T*oS*;
(2) (Idy)* = Idy~.

DEMOSTRACION. (1) Sea f € U*, entonces (S oT)*(f) = fo(SoT). Por otro lado
(T* o S*)(f) =T*(S*(f)) =T*(foS) = (foS)oT. El resultado buscado se deduce de
la asociatividad de la composicion de funciones.

(2) La demostracién de esta propiedad es simple y queda como ejercicio. Il

2. Dualidad y matrices asociadas

A continuacion calculamos la matriz asociada a T™ en las bases duales, en términos
de la matriz asociada a T en las bases dadas.

DEFINICION 7.4. Si A € M, es una matriz definimos la matriz transpuesta A? €

M, «,» como la matriz que se obtiene a partir de la matriz A intercambiando filas por
columnas (ver Ejemplo [2.38]).

OBSERVACION 7.5. (1) Claramente, el mapa A ~ A" : M, — My, €s una

transformacion lineal ya que la transpuesta de una suma de matrices es la suma de las
transpuestas y que la transpuesta del miltiplo escalar de una matriz es el multiplo escalar
de la transpuesta. Ademds si intercambiamos columnas por filas y luego nuevamente co-
lumnas por filas, volvemos a la matriz original, por que que su inversa es la transposicion
B~ B': Mysm — Mynxn.
(2) Recordemos que si la matriz es cuadrada, al transponerla obtenemos una matriz cua-
drada que es la simétrica de la primera con respecto a la diagonal principal. Claramente
la transpuesta de la identidad es la identidad. En el ejemplo definimos las matrices
simétricas como aquellas que coinciden con su transpuesta y las matrices antisimétricas
como aquellas que son la opuesta de su transpuesta.

(3) Probaremos mas adelante — se podria también verificar directamente — que la

transpuesta de un producto es el producto de las transpuestas en el orden inverso. O sea,
(AB)" = B'A*, ver Corolario

TEOREMA 7.6. Sea T : V. — W wuna transformacion lineal entre espacios de dimen-
sion finita y sean B = {e1,...,e,} una base de V yC = {f1,..., fm} una base de W. Sean

B*={ei,....est yC ={ff..... [} las bases duales. Entonces g. [T*]q. = (¢ [T]B)t.

DEMOSTRACION. Si escribimos . [T]; = (aij)i<i<m, ¥ g [T*]ex = (bji) 1<i<n tenemos
1<j<n 155<m
que T'(e;) = ay;jfi+ - + amj frm- Si evaluamos la igualdad anterior en f;* obtenemos que

ai;; = f7(T(e;)) Por otro lado tenemos que (T™(f7))(e;) = (3 buey)(e;) = bji, de donde
bji = aij. D
COROLARIO 7.7. (1) Si A es una matriz, entonces (La)* = L.

(2) Si A€ Myxn y B € M,y, entonces (AB)" = B'A".
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DEMOSTRACION. (1) es inmediato.
(2) se deduce de (1) y del hecho que Lag = L4 o Lg. O

3. Propiedades de T vs. propiedades de T™*

Las siguientes propiedades relacionan la inyectividad y sobreyectividad de una trans-
formacién lineal con las correspondientes propiedades de su transformacion lineal dual.

TEOREMA 7.8. Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita y T :'V — W
una transformacion lineal.

(1) La transformacion lineal T es sobreyectiva si y solamente si T* : W* — V* es
inyectiva.

(2) La transformacion lineal T es inyectiva si y sdlo si T es sobreyectiva.

DEMOSTRACION. (1) Supongamos que T*(f) = 0 para f € W*. En ese caso deduci-
mos que foT =0,y como T es sobreyectiva concluimos que f = 0.

Consideremos Im(7") C W. Si T no es sobreyectiva, entonces Im(7") C W y el Corola-
rio nos garantiza que existe un complemento directo N # {0} de Im(7") (ver Defini-
cion [3.35). Sea a : N — k, una funcional lineal no nula — que existe porque la dimensién
de N y la de N* coinciden y la primera es positiva. Definimos f: W =Im(T) & N — k,
de la siguiente forma: f(w + n) = a(n). Este mapa f es una funcional lineal no nula en
W tal que fl|mmr) = 0, es decir T*(f) = 0. Eso quiere decir que 7™ no es inyectiva.

(2) Supongamos que T™ es sobreyectiva, y sea 0 # v € V tal que T'(v) = 0. Considere-
mos una base {vy,vs,...,v,} de V, con v; = v. Entonces vj(v) = 1, pero T*(f)(v) =
fr (T(v)) = (0 para todo f € W¥*, luego vj no esta en la imagen de 7™ y entonces 7™ no
es sobreyectiva. Esto es una contradiccién a menos que no exista v no nulo en el nticleo
de T', o sea a menos que T sea inyectiva.

Reciprocamente, supongamos que 1" es inyectiva; si f : V' — k es un funcional lineal,

queremos construir g : W — k lineal que verifique que go T = f. Si {vy,...,v,} es una
base de V, como T es inyectiva es claro que {T'(v1),...,T(v,)} es una base de T(V') (ver
Lema [4.10]). Si completamos esta base con los vectores w11, ..., w,, hasta formar una
base de W podemos definir g : W — k € W* de la siguiente forma:
g(T(Ul)) = f(v1), ... ,g(T(vn)) = f(vn), g(wps1) =0, ..., g(wy,) =0.
Es evidente que f =goT. U

OBSERVACION 7.9. (1) En el teorema anterior la hipdtesis sobre las dimensiones de los
espacios no es necesaria. En efecto, sabemos que siempre es posible extender un conjunto
linealmente independiente a una base de un espacio vectorial. Consecuentemente siempre
se puede encontrar el complemento de un subespacio cualquiera de un espacio vectorial.

(2) Veremos més adelante (ver Teorema [7.12)) una generalizacién de este resultado.

4. Correspondencia entre subespacios de V' y de V*

Estudiaremos a continuacién la relacion entre los subespacios de un espacio vectorial
y los de su dual.
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DEFINICION 7.10. (1) Sea V' un espacio vectorial y W C V un subespacio. Se define
el anulador o perpendicular de W en V*, W+ C V* de la siguiente forma:

Wt={f:V-skeV*: fly =0}
(2) Sea X C V* un subespacio del dual de V|, se define X+ C V de la siguiente forma:
X+t ={veV: f(v)=0paratodo f € X}.

Es facil probar a partir de las definiciones anteriores que W+ es un subespacio de V*
y que Xt es un subespacio de V.

LEMA 7.11. Sea V un espacio vectorial y W C V' un subespacio. Entonces la proyec-
cion candnica 7 : V — V/W induce un isomorfismo 7 : (V/W)* — W+ C V*.

DEMOSTRACION. El Teorema [7.8 nos garantiza que la aplicaciéon 7* : (V/W)* — V*
es inyectiva. La imagen de 7* es

Im(w*):{f:V—Hk: existeg:V/W—Hk,f:gow}.

Claramente una transformacién lineal de la forma g o7 estd en W+ pues se anula en
W. Reciprocamente, si tenemos una transformacién lineal f : V — k que estd en W+,
usando la propiedad universal del cociente deducimos que existe g : V/W — k tal que
f = gom. En definitiva, hemos probado que Im(7*) = W+. O

TEOREMA 7.12. Sean V' y W espacios vectoriales de dimension finita y T :V — W
una transformacion lineal.

(1) N(T*) = (W/Im(T)) .
(2) Im(T*) = (V/N(T))".

DEMOSTRACION. (1) Observemos que
N(T)={feW" :foT=0}={feW": flimr = 0}.

Aplicando el Lema [7.11] deducimos que N(T*) = (W/ Im(T))*.
(2) Si probamos que f € Im(7T™) si y solamente si f|
aplicando nuevamente el Lema [7.11]

Por definicién, Im(7T*) = {f e V*: g€ W*, goT = f}. Luego,si f =goT €
Im(7T™*) y v € N(T'), entonces f(v) = goT(v) = g(0) = 0. Reciprocamente, si f| 0,
entonces f induce una funcional lineal f : V/N(T) — k. Por otro lado, T induce un
isomorfismo 7' : V/N(T) — Im(T); sea S : Im(T) — V/N(T) su inversa. Entonces
g=foS:Im(T) — kestal que goT = (foS)oT = f. Razonando como antes
extendemos ¢ : Im(7) — k a una funcional g : W — k € W* Entonces g € W* es la

funcional lineal buscada, o sea una funcional que verifica que T*(g) = f y que garantiza
que f € Im(T™). O

xery = 0, el resultado se deduce

N(T)

OBSERVACION 7.13. Nuevamente, obsérvese que la hipdtesis en las dimensiones es
solo técnica, obedeciendo a que no tenemos probado extensién de bases en dimension
infinita.
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5. Rango de Ty rango de T*

Estamos ahora en condiciones de probar que el rango por filas de una matriz es igual
al rango por columnas.

COROLARIO 7.14. Sea T : V. — W wuna transformacion lineal entre espacios vecto-
riales de dimension finita. Entonces v(T) = r(T™). En particular, el rango por filas de
una matriz es iqual al rango por columnas.

DEMOSTRACION. En efecto,
dim Im(7™) = dim(V/N(T)))" = dim V/N(T) = dim Im(7) .

Si A es una matriz, entonces rc(A) = = r((La)*) = rc(A") = rf(A). La
pentltima igualdad se demuestra aplicando el Teorema [7.7 U

6. Doble dual

En esta seccién estudiaremos la relacion entre un espacio vectorial V' y su doble dual
V**
La construccién — functor — que realizamos en V (la categoria de los espacios

vectoriales) y que a un espacio vectorial le asocia su dual, podemos iterarla. De esta
forma tenemos otro functor V — V, tal que V ~» V* y T : V. — W ~s T . V¥ — W™,

Es importante notar que si bien la construccion del dual es contravariante en el sentido
que “intercambia” el dominio con el codominio (“cambia el sentido de las flechas”), al
iterarla se hace covariante y aT' : V' — W le corresponde T** : V** — W**,

El doble dual esté ligado con el espacio original mediante un mapa natural que
pasamos a definir.

DEFINICION 7.15. Si V es un espacio vectorial, se define jy : V — V** de la siguiente
forma: jy (v)(f) = f(v) para toda f € V*.

Observemos que debemos probar que si v € V entonces jy(v) € V** es decir que
para todos a,b € k y para todo f,g € V*,

Jv(v)(af +bg) = ajv(v)(f) + bjv(v)(9).
Esta igualdad se verifica directamente:
Jv(v)(af +bg) = (af +bg)(v) = af(v) +bg(v) = ajv(v)(f) + bjv(v)(g).

LEMA 7.16. (1) Para todo V' el mapa jy definido arriba es lineal e inyectivo. (2)
Para toda transformacion lineal T :'V — W, el diagrama de abajo conmuta.

v Jv Ve

| |-

Jw

DEMOSTRACION. (1) Debemos probar que jy es lineal o sea que jy(av + bw) =
ajv(v) + bjy(w) para a,b € V y v,w € V. Si evaluamos en f € V* tenemos que:

gv(av +bw)(f) = flav + bw) = af(v) + bg(w) = ajv (v)(f) + bjv (w)(f)-
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Para probar la inyectividad de jy observemos primeramente que v € N(jy) si y sélo
si f(v) = 0 para todo f € V*. Queremos entonces probar que si 0 # v € V, entonces
existe una funcional lineal f € V* tal que f(v) # 0. Para ello, dado v # 0 consideramos
el subespacio (v) C V' y un complemento directo, es decir L C V' es un subespacio tal
que (v) L =1V.

Usando la propiedad universal de la suma directa definimos una transformacion lineal
f:V = ktal que f(av) = a paraa € ky f(w) = 0 para todo w € L. Explicitamente, f
se caracteriza por la igualdad f(av+w) =a, si a € k y w € L. La transformacién lineal
f:V = k verifica que f(v) =1 (ver Lema [4.20).

(2) Queremos probar que T** o jiy = jy o T. Si aplicamos el primer miembro de esa
igualdad a v € V obtenemos que (T** o jy ) (v) = T ((jv)(v)) = jv(v)oT*. Si evaluamos
ahora en g € W** tenemos que

(T o jv)(0))(9) = (jv(v) o T*)(9) = jv(v)(go T) = g(T(v)).
Si procedemos en la misma forma con el segundo miembro obtenemos que

(w o T)(v)(9) = jw (T(v))(9) = 9(T(v)),
por lo que hemos probado la tesis. U

COROLARIO 7.17. En la notacion de arriba, st V tiene dimension finita el mapa jy
es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Si la dimensién de V es finita, la de V* también e igual a la de V.
Consecuentemente V** es un espacio vectorial de la misma dimensién que V. Como jy
es inyectiva deducimos que también es sobreyectiva. O

OBSERVACION 7.18. (1) Se verifica, pero la demostracion de este resultado estd fuera
del alcance de este curso, que si jy es un isomorfismo, entonces V' tiene dimensién finita.
O sea que el corolario anterior admite un reciproco.

2) Si V tiene dimensién finita y {ei,...,e,} es una base, si consideramos la base dual
Yy

{ej,...,e;} C V* y la dual nuevamente {ej*,...,e*} C V**  se puede probar que

jv(e;) = e;*, ver Ejercicio []

OBSERVACION 7.19. (1) La segunda conclusién del Lema es la llamada condicion
de naturalidad del mapa j. Esta condicion expresa de manera formal el hecho de que en

la definicién de jy entran como ingredientes tan sélo las estructuras basicas del espacio
V.

(2) La condicién de naturalidad no se verifica en otras situaciones. Por ejemplo para
espacios de dimension finita, existe siempre un isomorfismo iy : V. = V* pero este
isomorfismo no es natural en V porque en general no se cumple la conmutatividad del
diagrama
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La conmutatividad del diagrama falla porque para definir 7y, necesitamos elegir una
base en V' y la eleccién de esa base es arbitraria, ver Ejemplo [7.20]

EJEMPLO 7.20. Consideremos V = k? y W = k? con sus respectivas bases candnicas

C = {61 - (170)762 = (071)} y D = {fl = (LO’O)va = (071’0)7f3 = (070’1>}

Consideremos los isomorfismos iy : V. — V* iy(e;) = ef, i = 1,2, e iy : W — W*,

79

iw(f;) =17, 7=1,23 SeaT:V — W dada por T(a,b) = (a,a + b,0).
Se cumple entonces que iy (a,b) = aei + bes, por lo que para todo (z,y) € V
(iv(a,b))(z,y) = (ae} + beb)(z,y) = aej(z,y) + bes(z, y) = ax + by.
Del mismo modo, para todo (r, s,t) € W, se cumple que
(iw(c,d,€))(r, s, t) = (cff +dfs +efi)(r,s,t) = cfi(r,s,t) + dfs(r,s,t) + efs(r,s,t) =
cr + ds + et.
Luego,
(T* oiw o T)(a,b) = (T* oiw)(a,a + b,0) = (iw(a,a+b,0)) o T.
Evaluando en (z,y) € V tenemos que
(T* oiw o T)(a,b))(z,y) = ((iw(a,a+b,0)) o T)(z,y) =
(iw(b,a,0))(z,z + y,0) =
ar+ (a+b)(x+y) = (2a+b)x+ (a+ d)y.

Como (iv(a, b)) (x,y) = ax + by, verificamos que el diagrama no conmuta.
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7. ejercicios

1. Para cada uno de los siguientes casos, dar explicitamente los elementos de la base
dual correspondiente.

(a) V=R B={(21),(3, 1)}
(b) V=R3 B={(1,0,1),(1,2,1),(0,0,1)}.
(c) V =Rylz], B={1,z,2%}.

2. Sea T : Ry[z] — R? dada por T'(p) = (p(0),p(2)) y sean A y B las bases canénicas
de Ri[z] y R? respectivamente. Hallar T* y sus matriz asociada en las bases duales
correspondientes.

3. (a) Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Probar que toda base de
V* es base dual de una base de V.

(b) Sea V = R?y definimos f1, f2, f3 € V* de la siguiente manera: fi(z,y,2) = x—2y,
folz,y,2) =x+y+ 2y f3(x,y,2) =y — 3z. Probar que {fi, fo, f3} es una base
de V* y hallar una base de V' de la cual es base dual.

(c) Sea V' = Ry[x], para cada p € V se definen f;, fo € V* por fi(p) = folp(t)dt y
fa(p) = f02 p(t)dt. Probar que {fi, fo} es base de V* y hallar una base de V' de la
cual es base dual.

4. Se define f € (R*)* por f(z,y) =2x+yy T :R*— R? por T(z,y) = (3 + 2y, r)

(a) Hallar 7*(f).

(b) Hallar 4. [T"] 4., donde B es la base canénica de R* y B* es su base dual.

5. Sean V = R[z] y W = R? con las respectivas bases A = {1,z2} y B = {e,es}. Se

define T : V. — W por T(p) = (p(0) — 2p(1), p(0) + p'(0)).

(a) Para f € W* definido por f(a,b) = a — 2b, hallar T*(f).

(b) Hallar ,. [T*]4..

6. Probar que todo plano que pasa por el origen en R? puede identificarse con el

nicleo de un elemento en (R3)*. Enunciar y probar el resultado anélogo para R2.

7. Probar que si V es un espacio vectorial y C = {ej,...,e,} una base, entonces
jv(e;) = e;* para todo i = ..., n (ver Observacién [7.18])

8. (a) Una matriz A € M,,(C) se dice nilpotente si para algin entero positivo k,
AF =0, donde 0 es la matriz nula. Hallar el determinante de una matriz nilpotente.
(b) {Cudnto vale el determinante de una matriz antisimétrica (2k + 1) x (2k + 1)?

(¢) Una matriz Q € M, »,(R) se dice ortogonal st QQ" = I. Probar que si @) es ortogonal
entonces det(Q) = +1.

(d) Hallar el determinante de una proyecciéon p: V — V.

9. Sea M € M,,,, de la forma donde A es una matriz cuadrada, I es la

A B
0 I
matriz identidad y 0 es la matriz nula. Probar que det(M) = det(A).



Capitulo 8
Funciones multilineales y determinantes

En este capitulo generalizamos el concepto de transformacion lineal, permitiendo que
en el dominio de la funcién hayan varias variables.

1. Definiciones generales

DEFINICION 8.1. Sean Vi,...,V,,, W espacios vectoriales y b : V; x --- x V,, — W
una funcién. Decimos que b es multilineal si, fijando todas las variables menos la variable
i-ésima, la funcion V; — W que se obtiene es lineal. Por ejemplo, si fijamos todas las

0

variables menos la primera, obtenemos que la funcién v ~ b(v,v9,...,v) : V; — W es
0

una transformacién lineal — estamos considerando v9, ..., v fijos.
Llamamos Mult(V, ..., V,; W) al conjunto de todas las transformaciones multilinea-
les con dominio en Vi, ..., V, y codominio W. En el caso en que el codominio es el cuerpo

de base, i.e., si W =k, decimos que b: V; x --- x V,, — k es una forma multilineal.

EJEMPLO 8.2. Si n = 2 entonces las condiciones para que b € Mult(V;, Vo; W) son
las siguientes: b(av + fv', w) = ab(v, w) +ab(v',w) ; b(v, yw + dw') = yb(v, w) + db(v, w’)
para todo o, 3,7,0 € ky v,v" € Vi y w,w’ € V5. Si compactificamos ambas férmulas en
una sola tenemos:

b(aw + Bv',yw + dw') = ayb(v, w) + adb(v, w') + Byb(v', w) + Bob(V', w') .

OBSERVACION 8.3. De la misma manera que se prueba que si V' y W son espacios
vectoriales, entonces Hom(V, W) es un espacio vectorial con las operaciones realizadas
punto a punto, se puede probar que Mult(Vi, ..., V,; W) es un espacio vectorial con las
operaciones realizadas punto a punto.

DEFINICION 8.4. (1) Una transformacién multilineal b € Mult(V, ..., V; W) se dice
simétrica si cuando se intercambian dos vectores de posicion el resultado es el mismo. O
sea si para todo 1 < i < j < n y toda n-upla de vectores (vq,...,v,) € V X -+ x V se
tiene que

b(Ula -y Uie1,U5, Uit 15 -+ V=1, Vg Uity - - 7Un) =

b(vlv s Vi1, U5, Uiy - w05 Uj—1, Uy Vg1, - - 7vn) .

Llamamos Sim(V, ..., V; W) al conjunto de todas las transformaciones multilineales
simétricas. Si W = k denotamos Sim(V, ..., V;k) = Sim, (V).
(2) Una transformacion multilineal b € Mult(V ..., V; W), se dice antisimétrica o alter-
nada si cuando se intercambian dos vectores de posicion el resultado es opuesto. O sea
si para todo 1 < i < j < ny toda n-upla de vectores (vy,...,v,) € V x -+ x V| se tiene
que
b(v1, .. Uiy ey Uy ) = =D(U1, U, U, )

91
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Llamamos Alt(V,..., V; W) al conjunto de todas las transformaciones lineales alter-
nadas. Si W = k denotamos Alt(V,..., V;k) = Alt, (V).

OBSERVACION 8.5. (1) Es ficil ver que Sim(V,..., V; W) C Mult(V,..., V; W) es
un subespacio. Del mismo modo, Alt(V,...,V; W) C Mult(V,...,V; W) es también

un subespacio. En particular, Sim, (V') y Alt, (V) son espacios vectoriales de un modo
natural.

(2) Es claro que si b es una funcién multilineal alternada, como

b<vla ce oy Ui 1,0, Uiy« - o5 U1, Uy Ujigedy - - - 7Un) =
- b(vb <5 Vi1, U5 Vg1 -+ o5 U1, Uy Ujipds - - 7vn)
(intercambiamos el vector de la posicién i con el de la posicién j), deducimos que
b(vi,...,v,...,v,...,v,) = 0. También se prueba el reciproco de la siguiente forma.
Si para todos vy ..., v,,v € V se tiene que b(vy,...,v,...,v,...,v,) = 0, obtenemos

0=>bvy,...,v+w,...;,v+w,...,v,) =b(v1,...,0,...,0,...,0,)+
b(vi, ..., 0, W, 0,) F0(V1, w0, U ) F
b(vg, ... w, . W, Uy),

de donde deducimos que b(vy,...,v,...,w,...,0,) = —=b(vy, ..., w, ..., 0, ..., 0,).

2. Formas bilineales, matrices asociadas

Consideramos ahora el caso particular de las formas bilineales; se usa la notacién

Bil(V, W) para indicar Mult(V x V, W;k).

EJEMPLO 8.6. (1) Sea A € M,,«,,, una matriz arbitraria. Definimos una forma bilineal
BL4 : k™ x k™ — k de la siguiente forma: BL (v, w) = v' Aw donde v" indica el vector
fila obtenido transponiendo el vector columna v. De esta forma construimos una funcion
BL : My, — Bil(k™, k™). Es facil ver que BL4 es una forma bilineal y que la funcién
BL : M, — Bil(k™, k™) es una transformacién lineal.

(2) Procediendo en forma semejante a como se procedié en el caso de transformaciones
lineales se puede probar que BL es un isomorfismo: si b € Bil(k", k™) , entonces b = BL 4,
donde A = ((lij), Q5 = b(ei, ej).

DEFINICION 8.7. Sean V' y W espacios vectoriales de dimensién finitay {ey,...,e,} =
BCcVy{fi,..., fm} =C C W respectivas bases. La matriz (b(ei, fj)) 1<i<n € Mysm se
1<j<m

llama la matriz asociada a la forma bilineal b en las bases B y C. Esa matriz se denota
como j [b]..

LEMA 8.8. La matriz asociada a una forma bilineal b en las bases B y C verifica:
b(v,w) = c5(v)'; [ble cc(w) .
DEMOSTRACION. Si escribimos v = Y1 | aye; y w = 37", B;f; tenemos que

b
b(vvw) = Zaiﬂjb(ehfj) = Z(alv"'van)b(eiafj> :CB<U)tB [b]c Cc(w).
o
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Otra forma de interpretar la proposiciéon anterior es la siguiente.

LEMA 8.9. Sean V' y W espacios vectoriales de dimension finita y sean B C 'V,
C C W respectivas bases. Si g [b], es la matriz asociada a la forma bilineal b : V xW — k,
entonces el diagrama de abajo es conmutativo.

Vx W —2

cr X Cc
BL
k™ x k™

Blle

DEMOSTRACION. Es claro que el enunciado de este lema es una reformulacién del
lema anterior. U

OBSERVACION 8.10. (1) En caso de que b : V x V' — k sea una forma bilineal y
B C V sea una base de V, tenemos que b € Simy(V') si y sélo si 4z[b], es una matriz
simétrica. Andlogamente, b € Alty(V) si y sélo si 4 [b]. es una matriz antisimétrica. Esta
demostracién queda como ejercicio para el lector, ver Ejercicio [T}

(2) En particular, usando que una matriz arbitraria cuadrada se descompone en una
matriz simétrica y una antisimétrica (si la caracteristica del cuerpo es diferente de 2), se
puede probar que una forma bilineal se descompone como una simétrica y otra alternada.
Esta demostracién queda como ejercicio para el lector.

COROLARIO 8.11. (1) SiV y W son espacios vectoriales de dimension d y d', entonces
dim Bil(V, W) = dd'.
(2) Si V es un espacio vectorial de dimension d, entonces dim Bil(V) = d?.

DEMOSTRACION. Se deja como ejercicio (ver Ejercicio ) U

3. Determinantes

a

Sea A = Z > una matriz cuadrada dos por dos. Se define el determinante de

la matriz A como det(A) = ad — bc. Podemos interpretar det : k% x k* — k como
funcion de las dos columnas de la matriz. En ese caso se puede probar directamente que
det € Alty(k?). Esto nos lleva a considerar el espacio siguiente donde consideramos a
“todos los determinantes”.

DEFINICION 8.12. Sea V un espacio vectorial de dimensién n. Los elementos de
Alt, (V) se llaman determinantes en V.

Ya hemos observado que si d y d’ son determinantes en V' entonces d+d’ es un deter-
minante y también ad es un determinante si € k, en otras palabras, los determinantes
forman un espacio vectorial.

OBSERVACION 8.13. Si d es un determinante en k? y {e;,es} es la base canénica
tenemos que si v = ae; + fey v w = ye; + dey entonces

d(v,w) = d(aey + Pey, ver + dez) = ayd(er, e1) + add(ey, e2) + Byd(ea, e1) + fod(eq, €2) .

Como d es alternada, concluimos que d(ey, €1) = d(ez, e3) = 0y ademés que d(eq, e3) =
—d(es, e1). Entonces d(v,w) = (ad — Bv)d(ey, e2). Esto muestra la intima relacién entre
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las funciones que més arriba llamamos determinantes y el determinante de una matriz
(tal cual estd definido usualmente). Ver Teorema [8.31]

DEFINICION 8.14. Sea V un espacio vectorial de dimensién n; se considera la trans-
formacién lineal A : Alt,, (V) — k definida de la siguiente forma: A(d) = d(eq, ..., e,).

A continuacién estudiaremos al mapa A. Nuestro propédsito es probar que A es un
isomorfismo (eso lleva su tiempo).

A continuacién realizaremos un calculo que resultara 1til en varias ocasiones.

OBSERVACION 8.15. Sea V un espacio vectorial de dimensién n y {e1,...,e,} una
base. Si vy,...,v, € V son n vectores de V| queremos calcular d(vy,...,v,). Para ello
escribimos v; = 3, ayj.ej, ¥

d(’Ul, Ce ,Un) = d(zﬁ 15, €515 - - - ,Zjn oznjnejn) =

Z]’l,‘..,jn &1]1 e &n]nd(e]17 R e]n)
A priori, el conjunto {j, ..., j,} puede tener elementos repetidos; si los tuviera, como
d es alternada tenemos que d(e;,,...,e;,) = 0. Consecuentemente, en la expresion ante-
rior solo “sobreviven” los términos que tienen los subindices {ji, ..., J,} diferentes, o sea
si {j1,...,Jn} s una permutacién (reordenacién, ver Seccién[4]) del conjunto {1,...,n}.
Luego, si denotamos S,, al conjunto de las permutaciones de {1, ...,n} y consideramos
una permutacién o € S,,, 0(i) = j; para ¢ = 1,...,n, tenemos que

d(vy,...,v,) = al(g:j1 1y €y vy D anjnejn) =
ZUGSn Mio(1) * " ana(n)d(ea(l)7 B 760'(n))-

Por otro lado, al ser {c(1),...,0(n)} una reordenacién de los elementos {1,...,n},
tenemos que

d(ea(l), e ,€U(n)) = :I:d(el, . ,en) . (8.3.1)

El signo + que aparece en la expresion anterior estd determinado por la permutacion
o que estamos considerando, lo calcularemos mas adelante, ver Lema [8.26

Tenemos entonces que el determinante d estd dado por la férmula

d(vi, ... vn) = (X pes, To) * Qnom))d(exs - . ., €n). (8.3.2)
Observemos que el valor de d(vy,...,v,) estd entonces determinado por el valor de
d(ey,...,e,), como lo muestra més formalmente el siguiente lema:

LEMA 8.16. Si V' es un espacio vectorial de dimension n, la funcion A : Alt, (V) — k
es inyectiva (ver la Definicion M) En particular, un determinante d estd determinado
por el valor A(d).

DEMOSTRACION. Si d € Alt,(V) es tal que A(d) = 0, aplicando los resultados de
la Observacién concluimos que d(vy, ..., v,) = (Zaesn L) - - am(n))A(d) =0.
Deducimos que d(vy,...,v,) = 0. d

Como consecuencia del lema anterior, obtenemos una cota para la dimensién del
espacio vectorial de los determinantes:
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COROLARIO 8.17. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita dimV = n, enton-
ces dim Alt, (V) < 1.

DEMOSTRACION. En efecto, A : Alt,, (V) — k es inyectiva, por lo que dim Alt,, (V) =
dimImA <1. O

OBSERVACION 8.18. Mds adelante veremos que existe siempre un determinante no
nulo, probando entonces que dim Alt,, (V) = 1, ver Observacién [8.29 y Teorema [8.31]

4. Permutaciones

En la construccién de los determinantes el conjunto S,, de las permutaciones de n
elementos juega un papel relevante, queremos estudiarlo mas en detalle. Recordemos que

S, = {0 :[n] = [n] : o es biyectiva} C [n]"].

OBSERVACION 8.19. (1) El conjunto de las permutaciones S, C [n]™ tiene n! ele-
mentos.
(2) Si o : [n] — [n] es una funcién biyectiva, entonces, 0! : [n] — [n] (la funcién inversa
de ) es también una funcién biyectiva, o sea que si ¢ € S,, entonces ! € S,,. Es claro
también que la funcién identidad 1, = Idp, : [n] = [n] es una permutacién. Si 0,7 € S,
son permutaciones también lo es 0 o7 — muchas veces omitimos el simbolo o y escribimos
simplemente o7. También a menudo omitiremos el subindice en 1, y escribimos 1 € §,,.

De esta forma, hemos probado que el conjunto de todas las permutaciones de n
elementos forman un grupo.

(3) Las permutaciones se escriben frecuentemente de la siguiente forma

02(0(11) 0(22) N a(nn)>

EJEMPLO 8.20. El grupo Ss tiene seis elementos que son:
1= 1 3 (1 23 (1 2 3
—\1 7\21 3 7321
(1 1 3 (1 2 3
=1 =312

DEFINICION 8.21. Una transposicion es una permutacién o € S,, con la siguiente
propiedad: existen 1 < i # j < n tales que o(i) = j, 0(j) = i, o(k) = k para todo
k#1,7.

OBSERVACION 8.22. Observar que si 7 es una transposicién, entonces 72 = 1, o sea

que 7 =771,

NN
w

w
o W
~
<
\]

Il
VRS
[\

w N
[

En el ejemplo de S3 presentado mas arriba, o, 7, v son transposiciones. En S, la tinica
permutacién diferente de 1 es una transposicion.

En el caso de S3 se observa que toda permutacion es producto de transposiciones.
Por ejemplo, la identidad 1 = &2. Por otro lado esta descomposicién no es tnica pues
por ejemplo: 1 = 0% = 72. El teorema que sigue que no demostraremos, da informacién
sobre este tipo de descomposiciones.
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TEOREMA 8.23. Sio € S, es una permutacion, existen transposiciones 1y, ..., 7 € Sy
tales que 0 = Ty 7. Ademds, si tenemos otra descomposicion de la forma o =
Vs - -+ Vg cOn V; transposicion para it = 1,...,s, entonces s — | es un niumero par. O

El teorema anterior garantiza que toda permutacion se escribe como producto de
transposiciones, de forma no necesariamente unica, y que en dos descomposiciones dife-
rentes de la misma permutacion, la diferencia de las longitudes de ambas descomposicio-
nes es un numero par.

Por ejemplo, no seria posible descomponer, o de dos formas diferentes, 0 = T3 =
19 donde 11, 7o, T3, V1, Vo SON transposiciones.

DEFINICION 8.24. Si 0 € S, es una permutacién y ¢ = 77y ... 7, se define el signo

de o como g(o) = (—1)".

OBSERVACION 8.25. (1) El Teorema nos garantiza que la definicién anterior es
correcta, o sea que (o) no depende de la descomposicién elegida de o en términos de
transposiciones.

(2) Si consideramos € como una funcién, tenemos que € : S,, - {—1,1}. Es claro que el
conjunto {—1,1} es un grupo con la operacién de producto. Con esa estructura ¢ es un
homomorfismo de grupos, es decir que e(o7) = (0)e(T).

5. Unicidad de los determinantes. Determinantes de matrices

Comenzamos calculando el signo + que aparece en la ecuacion (8.3.2)).

LEMA 8.26. De acuerdo con las notaciones de la ecuacion tenemos que
d(es)s - om)) =e(0)d(er, ..., €,)

DEMOSTRACION. Escribimos o = 7,---7; donde 7;, @ = 1,...,[ son transposicio-
nes. Si abreviamos o’ = 7y ---7;_1 tenemos que ¢ = o’7;. Luego, d(eg(l), .. .,ea(n)) =
d(egln(l), . >€a’Tl(n)) = —d(eg/(l), cee egf(n)). La tultima igualdad se deduce del hecho de
que d es alternada. En efecto, supongamos que 7, = (i) y notemos (ay,...,a,); = a;.
Entonces

(60’71(1)7 AR eU’Tz(n))i = Co'(n(@) = Ca(y)
(€orn(1)s - s €omm); = €or(ni)) = €oli)
(€orn@ys s Comm), = Cortn) = Cothy Kk F,J

(60/(1),...,601(n))h = eg(h) h = 1,...,n,
de donde deducimos la afirmacion.

Al reducir 0 = 7---7 a 0/ = 71---7_1 el signo se cambia una vez, ya que se
cambia la paridad de la cantidad de transposiciones involucradas. Si seguimos con ese
procedimiento, y eliminamos todos los términos del producto ¢ = 7, ...7; uno por uno,
realizaremos (—1)! cambios de signo en la expresién de d. En definitiva, concluimos que
d(eg(l),...,eg(n)) zs(a)d(el,...,en). Ol

DEFINICION 8.27. Dada una matriz, A € M,, definimos su determinante por la férmu-

la
det(A) = Y £(0) o) - - - Anon).

O'ESn
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OBSERVACION 8.28. Podemos interpretar la igualdad de la ecuacién (8.3.2) como
d(vy,...,v,) = det(A)d(eq, ..., en) (8.5.1)

La funcién det : M,, — k la podemos pensar también como una funcion det : k™ x

-x k" — k. Si B = {e,...,e,}, la férmula anterior (8.5.1) se puede escribir de la

siguiente manera:

d(vi, ..., v,) = det(cg(v1),...,ca(va))d(er, ..., en) (8.5.2)

En definitiva, hemos probado que el diagrama de abajo conmuta.

d

Vx...xV
C5><~~~><Cgl

k™ x - x k™

e1,...,en) det

OBSERVACION 8.29. Es claro que si probamos que det : k" x - - - x k™ — k € Alt,, (k")
y no es la funcién nula, del diagrama anterior se concluye inmediatamente que

d(vi,...,v,) = det(cp(vy),...,c5(vn)) € Alty(V),

y que este determinante no es nulo, luego dim Alt,, (V') > 1, por lo que Alt, (V) =1 (ver
Observacion |8.18))

TEOREMA 8.30. La funcion det : (k™))" =k" x --- xk™ — k es una forma multilineal
alternada no nula.

DEMOSTRACION. Queremos probar que det es multilineal y alternada. Si

a1y Q1n
C]. == a21 9 ) Cn == a?n 6 kn 9
an1 Qpn
entonces det(cy,...,cn) = Y cs €(0)a10(1) - - - Ano(n)- S1 @ < j, y T es la transposicién

que intercambia i con j y deja el resto de los elementos del conjunto [n] fijos, entonces

det(c1,...,¢j, ... Gy

cyCp) =
y-n
det(g Clky Chys - - - 5 E Clhi_1Chi_115 E Clk; €hys - -+ E Cl;Chys - - 5 E Clky, Cky,)
kr ki ki ko

k;

> ()t ity o) non) =
o€Sy

Z 8(0-)@107(1) © o Qior(s) T Ajor(f) T Anor(n) »
O‘ESn
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Si hacemos en la sumatoria el cambio de variables v = o7 tenemos que

det(cr, ..., ¢y CiyenyCy) = Z e(VT)a1ua) - - - Qin(i) - - - Qju(G) - - - Qnp(n) =

VES,
- Z €(V)aly(1) e Qi () - - - Qju(g) - - - Qnu(n) =
veESH
det(cr, ... iy CjyensCn).
En la prueba anterior hemos usado que (v7) = e(v)e(1) = —&(v).
Por ultimo, es facil ver que det(Id, ) = det(ey,...,e,), donde {ej,...,e,} es la base

canénica, por lo que det no es la funcién nula. En efecto, Las entradas de la matriz
correspondiente a la base candnica son ;5,1 < 4,7 < n, donde 6;; =0sii# jy d; = 1.
Calculando explicitamente:

det(eq,...,e,) = Z £(0)010(1) * * * Oio() - * * Ono(n)-

O'ESn

En la suma anterior, el inico sumando que no es cero es el que corresponde a o(1) =
1,...,0(i) =1,...,0(n) = n; o sea el que corresponde a 0 = 1. En definitiva tenemos
que

det(er,..ven) = 3 £(0)01001) -~ Bio) -+~ Onotey = E(1)811 -6+ = 1.

gES)

TEOREMA 8.31. Sea V' un espacio vectorial de dimension n y sea B = {e1,...,e,}
una base fija.

(1) Sea d el elemento de Alt,, (V) definido por la formula
d(vi,...,v,) = det(cg(vr), ..., ca(va)) .

Si A Alt, (V) — k es como antes, entonces A(d) = 1.
(2) El espacio Alt, (V') tiene dimension uno.

DEMOSTRACION. (1) A(d) = d(ey,...,e,) = det(f1,..., fn), donde {f1,..., fn} es
la base candnica de k™, por lo que aplicando el Teorema |8.30— mejor dicho los célculos
efectuados en la prueba de mismo —, vemos que A(d) = 1.

(2) Hemos probado que la transformacién lineal A no es nula; luego dim Alt,, (V') # 0. Por

otro lado, en el Lema probamos que dim Alt, (V) < 1, luego dim Alt,, (V) =1. O

COROLARIO 8.32. Si V' es un espacio de dimension n y B = {e,...,e,} es una
base dada, existe una y sélo una funcion n-lineal alternada d definida en V' tal que
dley,...,e,) =1. O

6. Determinantes de transformaciones lineales

En esta seccion definimos el determinante de una transformacion lineal de un espacio
en si mismo.
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LEMA 8.33. Sea V' un espacio vectorial y T : V — V una transformacion lineal. Si
d € Alt,,(V) y definimos dp : V x - - x V= k por la siguiente férmula: dr(vq, ..., v,) =
d(T(v1),...,T(vy)), entonces dr € Alt, (V).

DEMOSTRACION. Es claro que dr(vi,...,v,) = d(T(v1),...,T(v,)) es multilineal y
alternada si d lo es. O

DEFINICION 8.34. Si V' es un espacio vectorial y T : V' — V es una transformacion
lineal, se define T*% : Alt,, (V) — Alt,(V) por la férmula T#(d) = dr.

OBSERVACION 8.35. (1) Es facil verificar que T* : Alt,, — Alt,, es una transformacion
lineal.
(2) (T'S)* = S*T*. Efectivamente, como T#(d) = do (T x --- x T), tenemos que

(TS (d)=do (TS x---xTS)=THd)o (S x---x S) = (S*T%)(d).

(3) Id* = Id A, (v), ver Ejercicio .
(4) (aT)* = a"T*, ver Ejercicio [2|

DEFINICION 8.36. Sea V' un espacio vectorial de dimension ny T : V' — V una trans-
formacién lineal. Como dim Alt,, (V') = 1, existe un tnico escalar det(T") € k que verifica

que para todo d € Alt,,(V), T#*(d) = det(T)d. Diremos que det(T) es el determinante de
la transformacion lineal T

En otras palabras, det(T") es el tinico escalar que verifica que para todo d € Alt,, (V)
se tiene que drp = det(T)d.

OBSERVACION 8.37. Sea W un espacio vectorial de dimensién 1y 7,5 : W — W
dos transformaciones lineales. Entonces existen ar,as € k tales que T(w) = arw y
S(w) = agw paratodow € W. Luego, T'S(w) = T'(asw) = asT(w) = asarw. Deducimos
entonces que agar = agr, el unico escalar tal que T'S(w) = arsw, para todo w € W.

LEMA 838. (1) Si T,S : V. — V son dos transformaciones lineales, entonces
det(T'S) = det(T') det(S).

(2) det(Idy) = 1.
(3) SiT:V — V es invertible, entonces det(T) # 0 y det(T1) = 1/ det(T).
(4) det(aT) = a™ det(T).

DEMOSTRACION. (1) Esta propiedad se deduce inmediatamente de la Observacién
B.37
(2) di,, = d.

(3) Si T es invertible, tenemos que T~ 'T = Id, de donde deducimos que det(7") det(T') =
1.
(4) Como (aT)* = a™T* concluimos el resultado deseado.

0

A continuacion relacionamos el determinante de una transformacién lineal con el
determinante de su matriz asociada.

LEMA 8.39. Sea A € M,, y consideremos L : k™ — k™. En esa situacion det(Ly) =
det(A).
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DEMOSTRACION. Consideremos det € Alt,, (k™). Entonces det(L4) verifica la siguien-
te igualdad:

L, (det) = det(Ly,) det .
Si evaluamos el lado izquierdo de la igualdad anterior en la matriz identidad tenemos
que L% (det)(ey, ..., e,) = det(Aey,..., Ae,) = det(A). Si evaluamos el lado derecho

tenemos: det(L4)det(eq,...,e,) = det(L4). De esa forma concluimos que det(L,) =
det(A). O

COROLARIO 8.40. 57 V' es un espacio vectorial de dimension n con base B, entonces

det(T") = det(z [T],)-

DEMOSTRACION. Llamemos A = ,[T],. Es claro que si d € Alt, (V) es tal que

d(ey,...,e,) = 1 entonces el diagrama de abajo conmuta.
Vxooox V0 sV x v k
CcB XCBj CB><~~~><CBl
(e1,...,en) det

K' X - x k" —— s k" x - x k®
Laoax--XLyg

Usando las definiciones de determinante de 7"y de L 4 el diagrama anterior puede ser
sustituido por el que sigue

det(T)d
Vx---xV

cp X+ XCR
et(L4)det

k™ x - x k™

k

En otras palabras: det(T)d = det(L,)det(cg X -+ X ¢g), y como también sabemos
que d = det(cg x - - - X cg), concluimos que det(T") = det(L4) = det(A) = det(z [T]yz). O

COROLARIO 8.41. Si A, B € M,, entonces, det(AB) = det(A) det(B).

DEMOSTRACION. Como Lup = LaLp, deducimos que det(AB) = det(Lap) =
det(LaLp) = det(L,) det(Lp) = det(A) det(B). O

7. Calculos de determinantes, menores

En esta seccién nos concentraremos en determinantes de matrices.

LEMA 8.42. Si A € M,, entonces det(A) = det(A").

DEMOSTRACION. Queremos probar que si A = (a;;)1<i j<n entonces

Z 6(0’)@10(1) .. .am(n) = Z 8(0)&0(1)1 R aa(n)n .

O'Esn UESn

Si escribimos en la segunda sumatoria ¢ = 0(0*1(2')) tenemos la siguiente cadena de
igualdades
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> &)o@ -+ Ao = Y, €(0)a()o-1(o(1)) " * Calmjo-((m) =

0€Sy 0ESK
> e(0)aro100) - Ano-iny =
U’ES’n
Z 5(0-)0'10'(1) *Qno(n) -
oES,

La segunda igualdad se obtiene simplemente cambiando el orden de los factores
Uy (i) (o(i)), cON & = 1,...,n de modo que queden ordenados en orden creciente {1,...,n}.
La tultima igualdad se obtiene haciendo en la sumatoria un cambio de variables de
o por o', ya que al o recorrer S, lo mismo pasa con o~!. Observemos ademas que

sg(o) = sg(o™). O

DEFINICION 8.43. (1) Sea A € M,, una matriz cuadrada. Fijados un par de subindices
1 <i,7 < n se considera una matriz m;;(A) € M,_1, que se obtiene a partir de la matriz
A eliminando la columna i y la fila j. La matriz m;;(A) se llama el menor (si es necesario
aclararlo el n — 1 menor) (7, j) de la matriz A.

(2) Se define en la misma situacién que arriba, para i,j fijados, el escalar c;;(A) =
(—1)"* det(m;;(A)).
(3) Se define la matriz adjunta de la matriz A de la siguiente forma:

t

ad(A) = (Cz'j(A))lgi,jgn'

) a1 a )
EJEMPLO 8.44. Si A = ( 2 ) En este caso los menores son matrices uno

(21 A22
por uno, o sea escalares, escribimos explicitamente c;; = ass, C19 = —as91, Co1 = —aq2,
C99 = —a99. Tenemos entonces que

- _ Q22  —0A21 _ a99 —ai9
i (A) (—alz ai ) ad(4) (—CL21 an )

El siguiente teorema muestra que un determinante se puede calcular desarrollando
por una fila, o por una columna.

TEOREMA 8.45. Sea A € M,, una matriz cuadrada.
(1) det(A) = ayic1;i(A) + agicai(A) + -+ - + anicni(A). Esta formula se llama formula del
desarrollo de un determinante por la columna 1—€sima.
(2) det(A) = ajici1(A) + ajocja(A) + - - + ajncjn(A). Esta formula se llama formula del
desarrollo de un determinante por la fila j—ésima.

DEMOSTRACION. Es claro que tomando matrices transpuestas podemos transformar
la ecuacién (1) en la ecuacién (2). Probaremos sélo la segunda, por induccion.

Para n = 1 no hay nada que probar, para n = 2 se puede probar directamente (ver
introduccién a la Seccién [3)).

Supongamos probado el resultado paran—1y llamemos 5(A) = aji1cj1(A)+ajoci2(A)+
-+ + ajncjn(A). Queremos probar que 5 € Alt,(k"). Si dejamos a todas las columnas
fijas y ponemos la columna k—ésima como suma a;, = b;, + ¢, llamamos B a la matriz
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obtenida sustituyendo la columna k por la formada por los by, v C a la correspondiente
matriz para los ¢;. En el desarrollo ajicj1(A) + ajocjo(A) + -+ + ajncjn(A), cada me-
nor ¢;;(A) que no sea el ¢ji, se descompone ¢;;(A) = ¢;/(B) + ¢;(C) por la hipétesis de
induccién. En el lugar j, k tenemos la descomposicion a;i = bj, + ¢;i.

En definitiva tenemos que
ajicii(A)+azacia(A) + -+ ajncin(A) =
aj1(cj1(B) + ¢;1(C)) + aja(cja(B) + ¢j2(C)) + -+
+ (bjk + cjw)cjn(A) + -+ - + ajn(cin(B) + ¢ (C)) =
B(B) + B(C).

Para probar que 3 es alternada, observamos que si A tiene las columnas h, k iguales,
entonces si mj;(A) tiene dos columnas iguales si j # h, k. Si suponemos que h < k,
tenemos entonces que

B(A) = ajici(A) + -+ ancin(A) + - - + agrcir(A) + -+ + ajncjn(A) =
ajncin(A) + ajicir(A) = ajn(cjn(A) + cjr(4)).
Resta ahora observar que si ¢ es la i-ésima columna de A sin elemento a;;,

ai;

Aj—1,i

/
Ci_ Aj+1,5 )
Ani
entonces
o / / / / r
mn(A) = (s Gty Cptr vy Gty Chs ot -+ Cn)
o / / r / /
mie(A) = (4, Gty s Gt vy Cots ot -+ 5 Cn)-

Luego, det(m;x(A)) = (=1)F" det(m;x(A)). En efecto, como ¢}, = ¢, la matriz
m;i(A) se obtiene a partir de m;,(A) trasponiendo sucesivamente las columnas h-ésima
con la h + 1-ésima, luego la h + 1-ésima con la h + 2-ésima y asi sucesivamente hasta
trasponer la columna k& — 1 con la k, lo que hace un total de £ — h + 1 trasposiciones.
El determinante de cada matriz intermedia es el opuesto del determinante de la matriz
anterior, por lo que deducimos la afirmacién.

De lo anterior, deducimos que
cin(A) = (=1) " det(myn(A)) = (=17 (=1)* "+ det(m;n(A)) =
(—1)7 " det (myx(A)) = —c;ji(A).
Luego, B(A) = ajn(cjn(A) + ¢ji(A4)) = 0.

Como Sy det son elementos de Alt,,(k™), que tiene dimensién uno, serd uno multiplo
del otro. Como por otro lado (Id,,) = 1 = det(Id,), concluimos la igualdad buscada. O

TEOREMA 8.46. Si A € M,,, entonces Aad(A) = ad(A)A = det(A) Id,.

DEMOSTRACION. La entrada k,! de la matriz Aad(A) es Y ag-¢;-(A). De acuerdo
con los resultados anteriores (ver Teorema [8.45]) en el caso en que k = r, este escalar
es igual a det(A). Si k # r formemos una nueva matriz que es igual a la original pero
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en la que sustituimos la fila k por la fila . Llamemos A’ a esa nueva matriz (que tiene
dos filas iguales). Aplicando los resultados del Teorema a la matriz A" deducimos que
0=det(A") = acp1(A)+- -+ a,cen(A") = arrc (A) +- - -+ apncrn(A). De esta manera
hemos probado el resultado buscado y Aad(A) = det(A)Id,. Para probar la restante
igualdad procedemos como sigue. Si aplicamos la propiedad anteriormente probada a Af,
tenemos que A'ad(A") = det(A")1d,, o equivalentemente (ad(A)A)t = det(A)Id,. De

lo anterior deducimos que ad(A)A = det(A)Id,,. O
COROLARIO 8.47. Si A € M,,, entonces A es invertible si y sélo si det(A) # 0. En
ese caso A™' = ad(A)/ det(A). O
COROLARIO 8.48. Si V' es un espacio vectorial de dimension finita y T :V — V es
una transformacion lineal, entonces T es invertible si y sdlo si det(T') # 0. U

8. Orientacion de espacios vectoriales reales

Finalizamos este capitulo con la definicién y presentaciéon de las primeras propieda-
des del concepto de orientacion de un espacio vectorial real, de mucha importancia en
geometria (ver Apéndice [A]).

Sea V un R-espacio vectorial de dimensién finita, y B, C dos bases. Entonces det . [Id]z #
0, ya que

1 = det(Id) = det(,, [Id]z 5 [Id].)-

DEFINICION 8.49. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita, y B,C dos bases
ordenadas. Diremos que B, C tiene la misma orientacion si el determinante de la matriz
de cambio de bases det , [Id]; > 0.

LEMA 8.50. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita, entonces la relacion
definida en el conjunto de las bases de V' B R C si tienen la misma orientacion es una
relacion de equivalencia. Dicha relacion posee unicamente dos clases de equivalencia.

DEMOSTRACION. La relacién es reflexiva ya que det ;4 [Id]; = detId = 1.

La relacién es simétrica pues ,[Id]; = 4 [Id];" por lo que sus determinantes tiene
igual signo.

Si BRCyCTR D, entonces
det ; [Id], = det (B Id]. . [Id]D) = det 4 [Id], det , [Id], > 0.

Finalmente, sea B = {ey, ..., e,} unabase de V fija, y consideremos C = {—ey,ea,...,¢e,}.

Sea D una base cualquiera. Entonces
100
0 1 -

c [Id]D ~c [Id]s B [Id]p = Lo B [Id]p )

00 1

por lo que det ,, [Id], = — det 4 [Id],. Luego, D esté relacionada o bien con B o bien con

C, por lo que [B] y [C] son las tinicas clases de equivalencia. O

DEFINICION 8.51. Dar una orientacién al espacio vectorial V' es elegir una clase de
equivalencia en el conjunto de las bases. Diremos que en ese caso V' esta orientado.



104 8. FUNCIONES MULTILINEALES Y DETERMINANTES

EJEMPLO 8.52. En el espacio euclideo, la eleccién de un sistema coordenado impone
una eleccién de la orientacién del mismo, ver la introduccién a la Seccién [A2]

Consideremos dos vectores v, wR?. El producto vectorial v A w (ver Definicién
y Observacién |A.8) fue definido de modo que {v,w,v A w} sea una base con la misma
orientacion que la base canonica.
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9. Ejercicios

1. Probar las afirmaciones de la Observacion y el Corolario |8.11
2. Probar las afirmaciones de la Observacién [8.35]

3. Probar que una matriz triangular superior es invertible si y sélo si sus elementos
de la diagonal son distintos de cero. ;Qué forma tendra su inversa?

4. Para A = (ai;) € Muxn(C), A es la matriz dada por (A);; = @;; para todo i, j,
donde Z es el conjugado de z.

(a) Probar que det(A) = det(A). o
(b) Una matriz @ € M, «,(C) se dice unitaria si QQ* = I, donde Q* = Q*. Probar
que si ) es unitaria entonces | det(Q) |= 1.

5. Si g, ..., c, son elementos distintos de R, definimos T : R,[z] — R, T(f) =
(f(co),---, f(cn)). Sea Cy la base canénica de R,[z] y Cs la base canénica de R™™,

(a) Probar que M = , [T, es de la forma:

1 ¢ & - o
1L ¢ & -+ o
1 ¢, &2 -+

Una matriz que tiene esta forma se llama matriz de Vandermonde.
(b) Probar que det(M) # 0.
(C) Probar que det(M) = H0§i<j§n<cj — Ci).

6. Sea A € M, ,, dada por

0O 0 0 - 0 ao
-1 0 0 - 0 aq
A g 0 _1 0 O a2
0 0 0 -1 a,_;
Hallar el determinante de A + ¢ Id.
7. Calcular
1 5555
5 2 5 5 5
det| 5 5 3 5 5
55 5 4 5
55 5 5 5

8. ;Para qué valores de a la siguiente matriz es invertible?

3 1 —1
a+1 as 2
0 a—1 a-—1

Calcular la inversa en los casos en que exista.






Apéndice A
Geometria del plano y del espacio

En este apéndice veremos céomo aplicar diferentes conceptos del algebra lineal al
estudio de la geometria del plano y del espacio euclideos. Asumimos que el lector ha
trabajado con vectores libres del plano y del espacio, conceptos que manejaremos con
una relativa vaguedad.

1. Geometria del plano

Si en el plano euclideo consideramos dos rectas perpendiculares, podemos obtener un
sistema de coordenadas del siguiente modo:

Llamemos Ox y Oy a las rectas consideradas, y O a su interseccién. Identificamos
Oz y Oy con la recta real R, del siguiente modo: primero orientamos cada una de dichas
rectas; en el sentido positivos designamos como el 1 al punto que dista 1 del origen. Por
convencion, el &ngulo formado por los semiejes positivos se recorre de Oz a Oy en sentido
anti-horario (ver Figura [I]). Obsérvese que asumimos la existencia de una distancia en
el plano.

P2 4 ° P:(plap2)

FI1GURA 1. El plano visto como R?.

Asociamos a P un elemento (p1, p2) € R? como sigue: p; serd la proyeccién ortogonal
de P sobre la recta Oz, y py la proyeccion ortogonal de P sobre Oy. Diremos que (p1, p2)
son las coordenadas del punto P (en el sistema de coordenadas Ox,Oy). Los axiomas de
Euclides nos garantizan que la correspondencia que asocia a P sus coordenadas es una
funcién biyectiva entre el plano y R2. A partir de este momento identificaremos entonces
un punto del plano con el correspondiente elemento de R2.

107
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Dados dos puntos del plano P = (p1,p2) vy @ = (¢1,¢2) consideramos el vector
v=0Q— P = (q —p1,q — p2) € R% Obsérvese que si bien la direccién de este vector no
depende del orden en que consideramos los puntos, su sentido si depende de esta eleccion.

En cuando al médulo del vector ) — P, recordemos que esta dado por la longitud del
segmento que une P con (). Para calcular dicha longitud a partir de las coordenadas de
Py @, alcanza con aplicar el teorema de Pitagoras:

[P —Q| =d(A,P) = \/(fh —p1)? + (g2 — p2)*

|Q1 —p1| ‘

Oz

F1GURA 2. Puntos y vectores en el plano.

NOTACIONES

= Notaremos los puntos del plano con letras maytusculas y los vectores libres con
letras mintsculas.

» La resta () — P entre dos puntos da lugar a un vector (ver Figura )

= La suma de un punto P y un vector v da lugar al punto @) tal que QQ — P = v.

Sea ahora r C R? la recta que une P con Q. Un punto A = (z,y) € r determina el
vector A — P, de coordenadas (x — a,y — b). Si pensamos al vector A — P con punto de
aplicacion P, dicho vector tiene direccion la recta r y sentido el de P a A. Deducimos
entonces que A— P es colineal con QQ— P, por lo que existe t € R tal que A—P = t(Q—P).
despejando, obtenemos que A = P + t(Q — P), lo que en coordenadas da la siguiente
ecuacion

A= Jrer : { F=ptta—py) A1
(ry)er © {yzpz+t(qz—pz) ( )

El razonamiento hecho para deducir la ecuacién (A.1.1) puede generalizarse para la
recta [ que pasa por el punto P = (a,b) de direccién dada por un vector v = (vy,vs) €
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R%\ {(0,0)}, obteniendo:

T =p; +tvy

A=(r,y)el <= 3JteR: {y:p2+tv2

(A.1.2)

Antes de seguir estudiando la ecuacion de la recta, estudiaremos el angulo entre dos
rectas [y s que pasan por el punto P = (p1, p2), de direcciones v = (v1,v2) y w = (wy, ws)
respectivamente. Sea A = P + v = (p; + v1,p2 + v2) € R? el punto del plano tal que
A — P esel vector v, y B= P+ w = (p1 + wy,p2 + wsy) el punto tal que B — P es el

vector w. El angulo # entre [ y s es el angulo APB en el vértice P del triangulo APB.

El teorema del coseno nos dice que
|4~ BIP = A= P[*+ B = P|* = 2| A - P|[| B P||coso,
lo que en coordenadas nos da:
||((p1 +v1) = (p1+ w1),(p2 + v2 — (p2 + w2)) HQ =
o, o2)[* + | w2)|[|” = 2] o, 02)[| || (1, 2) | cos #

Despejando obtenemos que

2v1w1 + 2v3w9
2[Jv[[[w]]

cosf = (A.1.3)

La ecuacién (A.1.3)) nos lleva a definir el siguiente concepto.

DEFINICION A.1. Dados dos vectores v = (vy, v2) € R?, w = (wy, wy) € R?, definimos
el producto escalar de v con w como

(v, W) = vViwy + Vows.

OBSERVACION A.2. (1) La ecuacién (A.1.3) dice que (v, w) = |Jv]| ||w]| cos @, con 6 el
angulo formado por dos rectas [ y s de direccién v y w respectivamente, que pasan por
un punto en comun P.

(2) En el caso en que v = w, tenemos que {(v,v) = ||v||?.

(3) Célculos explicitos (que dejamos como ejercicio al lector) permiten probar pro-
ducto escalar es lineal en cada una de las variables, es decir que para todo v, v, w € R?,
se tiene que

(av + v w) = alv,w)+ BV, w)
(w,av + vy = alw,v) + G{w,v)

(4) La nocién de producto escalar puede generalizarse a espacios vectoriales reales y
complejos, obteniendo de ese modo una nocién de “angulo entre vectores”. Esta genera-
lizacién cae fuera del alcance de este primer curso — ver sin embargo la Definicion
més adelante para el caso de R3.
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1.1. Ecuacién de la recta en el plano.

Sea r C R? la recta que pasa por los puntos P = (p1,p2) v Q = (q1,q2), ¥ sea
v = (v1,v2) = Q — P. La ecuacién (A.1.1)) — o equivalentemente la ecuacién (A.1.2) —
se denomina la ecuacion paramétrica de la recta r. Recordémosla:

_ ) T =p;+iv
A=(r,y)el <= JteR: { Y = py -+ 10y (A.1.4)
Oy Oy
by +c=0
(07_}2,)

(—<,0) (=£,0)

a’

Ox Oz

ar+c=10
ar+by+c=0

F1GURA 3. Ecuacién cartesiana de la recta en el plano.

Hemos visto como obtener esta ecuacion a partir de las coordenadas de Py Q.

Nuestro objetivo es encontrar una ecuacién no paramétrica (es decir que no presente
pardmetros) que determine los puntos de (z,y) € R? que pertenecen a la recta r. Para
ello “eliminamos” el pardmetro ¢ de la ecuacion ((A.1.4]).

Los numeros relaes v; y v no pueden ser simultaneamente cero, pues en ese caso

P =@ (y no queda determinada una recta). Si v; # 0, entonces t = %. Sustituyendo

en la segunda ecuacién obtenemos y = ps + x;p Lvg, de donde

(z,y) €r == vy —p2) = va2(z — 1) (A.1.5)
o equivalentemente,
(x,y) €Er <= voxr — vy + vop; — V1p2 =0 (A.1.6)

Si vy # 0, un razonamiento anélogo permite obtener la misma ecuacién.

Consideremos ahora la ecuacion
ax+by+c=0 (A.1.7)

donde a y b no son simultdneamente iguales a cero. Afirmamos que los puntos (z,y) € R?
que verifican esta ecuacién conforman una recta del plano, Ver Figura [3]

En efecto, supongamos primeramente que a, b y ¢ son no nulos. En ese caso, el punto
P = (—£,0) es la tinica solucién de perteneciente al eje Ox, y del mismo modo
Q = (0, —7) € Oy es el tinico punto de Oy solucién de . Debemos entonces probar
que el conjunto solucion es la recta que pasa por P y (). Dicha recta tiene direccion
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(£,—=7), o lo que es lo mismo, direccién (b, —a). Sustituyendo P = (—£,0) y v = (b, —a)
en (A.1.6)), deducimos que la recta por Py @ tiene ecuacién ax + by + ¢ = 0.

Para el caso general, observemos que como a y b no son simultaneamente nulos, tiene
sentido considerar o bien el punto (—<,0) o bien (0, —7), por lo que encontramos una
solucién particular de la ecuacién (A.1.7)). Afirmamos que las soluciones de la misma
conforman la recta que pasa por el punto encontrado, de direccién (b, —a). Para probar

esta afirmacion basta repetir el razonamiento hecho anteriormente.

La ecuacién (A.1.7)) se denomina ecuacion cartesiana de la recta. Antes de obtener
una interpretacion geométrica de los coeficientes de la ecuacion cartesiana de la recta
interpretemos esta ecuacion en términos de transformaciones lineales.

OBSERVACION A.3. Un sistema homogéneo de m ecuaciones lineales con n incégni-
tas puede verse como las ecuaciones que verifican los puntos que pertenecen a cierto
subespacio de R™. En efecto, es posible asociar al sistema una matriz A de modo que las
soluciones sean el nucleo de la transformacion lineal L4 : R® — R™: dado el sistema de
ecuaciones:

a1121 + -+ a1y = 0
A21L1 + ++* + QonTy, = 0 (A18)
Am1T1 +  + Qpp Ty - 0

entonces (z1,...,x,) € R" es solucién de (A.1.8) si y solamente si (z1,...,2,) € N(La),
aiir - Gln
con A = ( : : ) € Myxn(k).

am1l *** Amn

Maés aun, (x1,...z,) € R" es solucién del sistema

ap1xry + -+ 1Ty =
A91X1 + **+ + G2 Ty = C9 (A 1 9)
Am1T1 + -+ Cpp Ty - Cm

siy sdlo si (z1,...2,) € L' (e, .., cm), de donde las soluciones del sistema (A.1.9) son
dadas por P + N(Lj4), donde P es una solucién particular del sistema.

OBSERVACION A.4. La observacién lleva a la siguiente interpretacién de la
ecuacion cartesiana de una recta.

Dar una recta que pasa por el origen es equivalente a considerar el nticleo de una
funcional lineal no nula f : R? — R.

Dos tales funcionales fi, fo € (R?)*, fi(z,y) = ayx+by, fo(x,y) = asxr+boy dan lugar
al mismo nicleo si y solamente si son colineales. En término de las ecuaciones cartesianas
de la recta, tenemos que las soluciones de las ecuaciones a1z + b1y = 0y asx 4+ bey = 0
conforman la misma recta si y solamente si existe o € R tal que (ag, by) = a(aq, by).

Vemos entonces que tomar funcionales colineales se corresponde con tomar diferentes
vectores a los efectos de establecer la direccién de la misma recta.

Profundizando el analisis anterior, llegamos que dos ecuaciones ax + by = ¢q, asx +
boy = ¢y dan lugar a rectas paralelas si existe « tal que (ag,bs) = «(aq, by). Las rectas
coinciden si ademds c¢a = aey, ver Figura [4]
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N

ar +by+c =0

d#c
ar +by =0

Oz

ar+by+c=0
aar + aby +ac =0

FI1GURA 4. Ecuacién cartesiana de la recta en el plano. Rectas paralelas.

Veamos ahora otra interpretacion de la ecuacién cartesiana de una recta en el plano
euclideo. Consideremos la recta r que pasa por el punto P = (p1, p2), de direccién dada
por el vector v = (vy,v9) # (0,0). Sea n = (ny, ny) perpendicular a v; si £ es la recta por
P de direccion n, entonces r es la recta perpendicular a £ por P.

Tenemos entonces que el punto A = (x,y) pertenece a r si y solamente si A — P es
perpendicular a n. Deducimos entonces que la ecuacién de la recta r esta dada por

((x = p1,y = p2), (n1,m2)) = 0

es decir
nix + Ny = nipr + Napo (A.1.10)

La relacién entre las ecuaciones (A.1.6) y (A.1.10) es inmediata, una vez que se
observa que (vg, —v1) es un vector perpendicular a v, ver Figura .

V2

F1GURA 5. Ecuacién cartesiana de la recta. Rectas perpendiculares.
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1.2. Distancia de un punto a una recta.

Dada una recta r de ecuacién az + by = ¢ y un punto Q = (g1, ¢2) € R?, queremos
establecer la distancia del punto () a la recta r. Esta se define como la longitud del
segmento P(), donde P es el punto de corte de r con la perpendicular a r que pasa por

Q, ver Figura [6]

FicurA 6. Distancia de un punto a una recta.

Para calcular la ecuacién de la recta n perpendicular a r por () observamos que la
recta n tiene direccién (a,b), por lo que tiene ecuacién

r=q +ta
n) { Y=g+ th , teR (A.1.11)

Para encontrar el punto P, interseccién de n con r, hallamos el valor del pardmetro
t correspondiente a P, sustituyendo el valor de (z,y) dado por la ecuacién (A.1.11)) en
la ecuacion cartesiana de n:

a(qy +ta) + b(ge + tb) = ¢

de donde obtenemos que t = %. La longitud del segmento PQ es entonces
|Q — P|| = ( _ +c—aql—bQ2a B +C—CLQ1—bq2b) _
Q1 — q1 T2 42 — g2 B
c—aq; — bgy c—aq —bga| 505
c—aq — bgy _ lagi + bga — |
Va2 4 b2 [(a, )]l

2. Geometria del espacio

Las mismas consideraciones hechas en la secciéon anterior nos permiten trabajar en
el espacio euclideo.

En el espacio euclideo fijamos un origen O y tres rectas por O perpendiculares dos a
dos, que notamos Oz, Oy, Oz y llamamos los ejes coordenados. Identificamos cada eje con
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la recta real orientada (con 0 el origen O). Nuevamente, el 1 de cada eje se corresponde
con el punto de la semirrecta positiva tal que dista 1 del origen. Convenimos asimismo
que los ejes cumplen la “regla de la mano de derecha”: si cerramos la mano derecha
yendo desde el semieje positivo Oz al semieje positivo Oy, entonces el pulgar indica la
direccién positiva del eje Ozﬂ, ver Figura .

"""""""" 7 P =(p1,p2ps)

§p2
e Oy

FIGURA 7. El espacio euclideo visto como R3.

Dado un punto P del espacio, le asociamos un elemento (pi, p2, p3) de R, conside-
rando las proyecciones ortogonales sobre cada uno de los ejes coordenados segin el plano
determinado por los otros dos. Asi, p; es la proyecciéon de P sobre el eje Ox segun el
plano determinado por Oy y Oz (la interseccién del plano paralelo al plano yOz por P
con la recta Ozx).

Nuevamente, notaremos los puntos del espacio con letras mayusculas y los vectores
libres con letras minusculas, identificandolos con un vector del espacio vectorial R?. Dos
puntos P = (p1,p2,p3) ¥ @ = (q1, G2, g3) determinan el vector

Q—P=(q1—p1,q2 —P2,G3 — P3),
y un vector v = (vq, v2, v3) sumado al punto P determina el punto R tal que R — P = v.

La longitud del segmento P(Q) es igual a la norma del vector ) — P:

d(P,Q) = Q- Pl = /(q1 — p1)>+ (g3 — p3)* + (g3 — p3)*

Del mismo modo que en el plano, el angulo que conforman las direcciones de dos
vectores puede calcularse en términos de sus coordenadas.

DEFINICION A.5. Sean v = (v1,v9,v3) ¥y w = (wy, ws, ws) dos vectores del espacio.
Definimos el producto escalar entre v y w como

(v,w) = Viwy + Vowsg + VzWs.
OBSERVACION A.6. (1) Es fécil probar que el producto escalar es lineal en ambas
variables, es decir
{av + v, bw +w') = ab{v, w) + alv,w') +b{v',w) + (V',w') Va,b € R | v,v/,w,uw € R

1a necesidad de estas convenciones esté relacionada con el concepto de orientacién de las bases de
un espacio vectorial, ver Definicién m
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(2) Es claro que ademés el producto escalar es simétrico, es decir
(v,w) = (w,v) Yo, w e R,
(3) Siv e R3, entonces |[v]|* = (v,v).
(4) Considerando el plano que determinan v y w (asumiendo el mismo punto de

apoyo), puede mostrarse que si 6 es el dngulo determinado por las direcciones de v y w,
entonces

(v, w) = |vlllwl| cos 6.

Nuevamente, v y w determinan direcciones perpendiculares si y solamente si su pro-
ducto escalar es cero.

2.1. Ecuacién de la recta en el espacio.

La recta que pasa por el punto P = (p1, p2, p3) de direccién determinada por el vector
v = (v1,v2v3) # (0,0,0) tiene ecuacion paramétrica

T =p; + tv;
A= (r,y,2)er <= 3JteR : ¢ y=ps+tvy (A.2.1)
z = p3 +tus

Del mismo modo que antes, la ecuacién paramétrica de la recta r que une dos puntos
P y @ puede calcularse considerando el vector v = Q) — P:

T =p+tq —p)
A= (z,y,2) €r <= 3TJteR : Yy = p2 + t(ga — p2) (A.2.2)

2 =ps+t(gs — p3)

Veamos cémo hallar la ecuacion cartesiana de la recta. Del mismo modo que para el
caso plano, el vector v es no nulo, por lo que podemos suponer que v; # 0 (los otros casos
se resuelven de modo anélogo, obteniendo ecuaciones similares). Eliminamos entonces de
la ecuacién el parametro t, obteniendo la ecuacién

A= (z,y,2) €er

{ y =p2+ S0

— L—p1
Z=p3+ U3

de donde

_ v1(y — p2) = va(x — p1)
A= (z,y,2) €r <= { (2 — py) = vs(x — p1) (A.2.3)

La ecuacién (A.2.3) puede interpretarse como la interseccién de dos planos, como
veremos en la seccién siguiente.

2.2. Ecuacién del plano en el espacio.

A continuacién veremos como generalizar los razonamientos realizados hasta ahora
para obtener la ecuacién de un plano en el espacio. Posteriormente, utilizaremos la nueva
informacion para obtener una interpretacion geométrica de la ecuaciéon cartesiana de la
recta.
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Un plano 7 esta determinado por dos rectas que se cortan en un punto P. Si v =
(v1,v9,v3) vy w = (wy,wz,w3) son vectores con la direccién de las rectas, entonces la
ecuacion paramétrica del plano m esta dada por

T = p; +tvg + swy
A= (z,y,2) emr <<= 3TJt,seR : Y = Pa + tvg + Swo (A.2.4)
z = p3 + tvs + sws

Si el plano estd determinado por tres puntos no colineales P = (p1,p2,p3), @ =
(q1,q2,q93) y S = (s1, $2, S3), entonces podemos considerar los vectores Q — Py S— Py
asi obtener la ecuacion

r=p1+t(q —p1) + s(s1—p1)

A=(z,y,2) enm < 3Jt,seR : Yy =p2+t(ga — p2) + s(s2 — p2) (A.2.5)

z=p3+t(g3 — p3) + s(s3 — p3)

ver la Figura [§|

/

Nuevamente, para obtener una ecuacion libre de parametros, podemos eliminarlos de
la ecuacion . Para ello observemos que como los vectores v y w no son colineales,
son linealmente independientes, por lo que si A = (z,y,2) € 7, existen tnicos ¢,s € R
tales que se verifica . Seria entonces posible realizar cdlculos similares a los del
caso de una recta. Sin embargo, resulta mas simple generalizar el razonamiento que dio

lugar a la ecuacién (A.1.10)).

Para ello, definiremos primero una nueva operacion entre vectores del espacio.

FicuraA 8. El plano en el espacio euclideo.

DEFINICION A.7. Sean v = (v1,v2,v3) ¥ w = (wy,ws, ws) dos vectores del espacio.
Definimos el producto vectorial de v con w como el vector

VAW = (VW3 — V3Wa, V3W; — V1W3, V1Wg — Vol ).

OBSERVACION A.8. (1) Es f4cil ver que el producto vectorial A : R?® x R? — R3? es
bilineal, es decir lineal en ambas variables:

(av+v")A(bw+w') = ab(vAw)+a(vAw ) +b(v Aw)+v' Aw' Va,b € R, v, v, w,w’ € R
(2) El producto vectorial de vectores es antisimétrico, es decir

vAw=—(wAv) Yo,weR>.
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(3) Es posible dar una interpretacién geométrica del producto vectorial entre dos
vectores v y w: el producto vectorial v A w es el vector de direccion perpendicular al
plano determinado por v y w, con |[v A w| = ||v||||w]|| send, con @ el dngulo que forman
las direcciones de v y w, y sentido determinado por la “regla de la mano derecha”. En
particular, v, w son colineales si y sélo si v A w = 0 € R3. Observemos que ||v||||w|| sen @
es el area del paralelogramo determinado por v y w.

v AW

v vl lw]send

/
FI1GURA 9. Producto vectorial de dos vectores.

DEFINICION A.9. Dados 3 vectores v, w, s del espacio, el producto mizto de v, w, s se
define como

(v,w,8) = (v Aw,s)

Es facil ver que el producto mixto es igual al determinante de la matriz cuyas filas
son v, w, s:

vl v2 U3

(v,w,s) = det (wl ws ws)

S1 82 83

OBSERVACION A.10. El producto mixto de 3 vectores v,w,s € R3 da el valor del
paralelepipedo determinado por ellos. En efecto,

(v,w,8) = (vAw,s) = [lv Awll||s|| cos @ = [|v][[|w]|6 sen b]|s]| cos a

donde 6 es el angulo que forman v con w y « al angulo que forman s con v Aw, ver figura

10}

v AW

v [[v][[[w]| sen 6

FIGURA 10. Producto mixto de los vectores u, v, w € R3.
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Estamos en condiciones ahora de determinar la ecuacion cartesiana del plano m deter-
minado por el punto P y los vectores v, w. Dicho plano puede verse como el plano perpen-
dicular al vector v Aw que pasa por el punto P, ver Figura . Luego, A = (x,y, z) es un
punto del plano 7 si y solamente si A — P es perpendicular al vector v Aw = (ny, ng, ng),
es decir

A=(z,y,z)em <= (vAw,A—P)=0, (A.2.6)

lo que en coordenadas se expresa como

A= (z,y,2) em <<=  mn(x—p1)+na(y —p2) +nz(z —ps) =0.

FIGURA 11. Producto mixto de los vectores u, v, w € R3.

La ecuacién (A.2.6) puede expresarse como (v,w,P — A) = 0 (producto mixto).
Operando llegamos a

A= (z,y,2) €M <= nmx+ny+ngz—nips — napy — nzps =0 (A.2.7)

Observemos que la ecuacion (A.2.7)) es de hecho la ecuacién de un plano perpendi-
cular a la direccién de (nq,ns,ng) por el punto P. Para obtener la ecuacién del plano
determinado por P, v y w, basta recordar que

(n1,n2,n3) = v Aw = (Vawz — V3Wa, V3W1 — V1W3, V1Wa — VoW1 ).

OBSERVACION A.11. Reciprocamente, es facil ver que los puntos del espacio que son
solucién del sistema

ar+by+cz+d=0 (A.2.8)

conforman un plano perpendicular al vector (a, b, c). Para determinar el plano alcanza
con hallar un punto en particular de él.

En particular, dos planos de ecuaciones ax +by+cz+d=0y dr+by+cz+d =0
respectivas son paralelos si y solamente si (a/,0, ) = a(a,b,c) para algin o € R. Los
planos coinciden si ademds d’ = ad (cf. Observacién [A.3]). En otras palabras, el vector
(a, b, c) determina la direccién del plano, y d permite determinar el mismo, ya que permite
hallar un punto concreto del plano.

2.3. La recta como interseccion de dos planos.

Dos planos distintos que se cortan lo hacen segiin una recta. Sean entonces 7y «’ dos
planos de ecuacién ax +by+cz+d =0y dx+Vy+ 2+ d = 0 respectivamente, que se
cortan en una recta — este hecho se detecta en las ecuaciones por el hecho que (a, b, ¢)
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y (a/,b', ') no son colineales. Entonces la recta r = 7 N 1’ estd dada por la ecuacién
cartesiana:

{ax+by+cz—l—d:0 (A.2.9)

dr+by+cdz+d =0

Dada la ecuacion , es posible encontrar la direccién de la recta r. En efecto,
(a,b,c) y (a',, ) son vectores perpendiculares a los planos que determinan r, luego r es
perpendicular a ambos vectores. Entonces la recta r tiene direccién (a,b,c) A (@', V', ),
ver Figura (12|

(a,b,c) A (', b, )
(a, b, C) a'r + b,y tdz=d

(a0, )

ar +by+cz=d

FiGuRrA 12. La recta como interseccién de dos planos.

Consideremos ahora una recta r; nos interesamos en los planos que la contienen. Es
claro que hay infinitos de estos. Supongamos que la recta r tiene ecuacién (A.2.9), y sea
a’x +b"y+ "2+ d" = 0 la ecuacién de un plano 7. Es claro que r C 7 si y sélo si
toda solucion de verifica la ecuacién de 7. Luego, para todo «a, 3 € R, el plano
de ecuacion

(aa+ Ba)x + (ab+ Bb)y + (ac+ )z + ad + fd =0 (A.2.10)

contiene a la recta r. Afirmamos que de este modo obtenemos todos los planos que
contiene a r. La ecuacién (A.2.10) se denomina la ecuacién del haz de planos (que
pasan) por la recta r. En efecto, sea a”’z 4+ 0"y + ¢’z + d’ = 0 la ecuacién de un tal
plano. Entonces (a”,0”, ¢”) es perpendicular a la direccién de r. Si probamos que (a, b, ¢)
y (a’,b, ") son una base del subespacio de los vectores perpendiculares a r el resultado
se deduce de inmediato.

La afirmacién restante es una consecuencia directa del siguiente lema:

LEMA A.12. Sea n € R3 un vector no nulo. Entonces el conjunto de los vectores
perpendiculares a v es un subespacio vectorial de dimension 2.

DEMOSTRACION. La funcién f : R* — R, f(w) = (v,w) es una funcional lineal.

Como f(v) = |[v||* # 0, f es no nula, luego sobreyectiva. Deducimos entonces que
dim N(f) = 2. O

OBSERVACION A.13. Observemos que si consideramos los planos de ecuacién (a +
A )z + (b+ M)y + (¢ + A')z + d + Ad’ = 0, obtenemos todos los planos que contienen
a r salvo el plano de ecuacién a’z + by + 2z +d = 0.
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P

1b.¢) Q = P +t(a,b,c)
| ) ar+by+cz=d

FicuraA 13. Distancia de un punto al plano.

2.4. Distancia de un punto al plano.

Del mismo modo que en el caso del plano euclideo, es posible determinar la distancia
de un punto P = (p1, ps, p3) al plano 7w de ecuacién ax + by + cz + d = 0, ver Figura [13]
Primero observamos que la recta perpendicular a m por P tiene direccién (a, b, c).

Luego, queremos hallar ¢ € R tal que el punto (p; + ta,ps + tb,ps + tc) € m, es decir
buscamos t tal que

a(p1 + ta) + b(pa + tb) + c(ps +tc) +d = 0.

Despejando, obtenemos ¢ = % (nétese que el denominador es no nulo).

La distancia de p a 7 estda dada entonces por

d(P.7) = ||(P + t(a,b.¢)) — P = H<P+ ap1+bp2+cp3+d(a7bjc)) _PH _

a? + b2 + 2
apy + bps + cp3 +d apy + bps + cpz +d
| | = [P o)) -
lap1 + bpy + cps + d|
[(a, b, o)
(A.2.11)

OBSERVACION A.14. Procedimientos similares permiten obtener otras distancias. Por
ejemplo, la distancia de un punto P a una recta r puede obtenerse intersectando la recta

r con el plano perpendicular a r que pasa por P; llamando () a dicho punto, tenemos
que d(P,r) = [|Q — P||.

3. Ejercicios

1. (a) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto P = (2,—1) que es
paralela a la recta que pasa por los puntos @ = (2,0) y R = (1, 3).

(b) Hallar la ecuacién de la recta perpendicular a 7 : 3z — 4y + 1 = 0 y pasa por el
punto P = (1,0).

(c) Hallar la ecuacion de la recta perpendicular al vector w = (2,1) y que corta a la
recta r : y = x — 2 en el punto de ordenada 3.
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2. Hallar un punto P sobre la recta r : —3z+4y+1 = 0, tal que la recta que contiene
al segmento OP (O: origen de coordenadas) pase por el punto medio del segmento AB,
siendo A= (2,1) y B=(1,1).

3. Dados los puntos A = (3,6) y B = (1,0) y larecta r : z —y + 1 = 0, hallar

1. El simétrico de A respecto a B.
2. El simétrico de B respecto a r.

4. Hallar la ecuacion de la mediatriz del segmento determinado por los puntos A =
(1,2) y B=(3,4).

5. Calcular la distancia entre las rectas paralelas r : 3x+4y—15 =y s : 3x+4y = 40.

6. Hallar un punto de la recta r : x +y—2 = 0 que equidista de los puntos A = (1, 3)
y B=(1,1).

7. Hallar el valor de k par que los puntos A = (2,—1), B=(1,4) y C = (k,9) estén
alineados.

8. Hallar el valor de a y b par que las rectas r:ax —y+2=0y s: bxr +6y —9 =0
sean perpendiculares y ademads la segunda recta pase por el punto P = (1, 1).

9. Hallar el valor de ¢ € R para que lasrectasr : gqr—2y+4 =0y s : 2+(¢—3)y—7 =10
sean paralelas.

10. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto de intersecciéon de las rectas
r: 2x+y = 0
s x—y—2 = 0
y es perpendicular a la recta t: £ + % = 1.

11. Determinar los valores de m y n sabiendo que la recta r : 2z + ny = 0 pasa por
el punto P = (1,2) y es paralela a la recta s : max — 2y + 3 = 0.

12. Demuestre que dos vectores u,v € R? verifican v - u = w - u para todo u € R3 si
y s6lo si v = w.

13. (a) Demuestre que para todos v,w € R3: ||[u + wl|| < ||v]| + ||w]||. Interpretar
geométricamente el resultado anterior.

(b) Demuestre que para todos v,w € R? : |lv + w|* + |Jv — w|* = 2|]v|]* + |Jw|*
Interpretar geométricamente el resultado anterior.

14. Demuestre que para todos v,w € R3: —|lv —w| < ||v]| — ||Jw]| < [|[v — w].

15. Sean u,v dos vectores en R3.

(a) Hallar ||v|| sabiendo que: uv = 7 /4, ||ul| = 3, (u —v) L w.

(b) Hallar |[v|| y ||v + u]|| sabiendo que: uv = /4, ||ul| = 3, (u + v)u = 7/6.

16. Dados los vectores ug y v, ug # 0, se define el vector w = ﬁuo.

(a) Probar que (v —w) L ug.

(b) Probar que para todo A real se cumple: [|[v — Aug||* = [Jv — w||* + [Jw — Augl|?.
17. Sea u,v € R3. Probar que ||u A v||? + (u - v)? = ||ul?||v]|?.

Deducir que si v L v entonces ||u A v|| = ||ull]|v]].
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18. Sean u,v € R3. Probar que |u - v| = |Jul|||v]| siy sélo si {u,v} es linealmente
dependiente.

19. Investigar si los siguientes conjuntos de R? son ortogonales.

(a) {(1,0,0),(0,2,0),(0,0,3)}.

(b) {(1,0,1) (2,1,-2),(1,2,4)}.

(¢) ¢ ={(1,1,0),(1,-1,1),(—1,1,2)}.

(d) D = {(0,1,-1),(0,1,1), (1,0,0), (1,1,0)}.

20. Sean v, w € R3. Probar que si v L w entonces ||v + wl||?> = ||v||* + |Jw]|?.

A
B
C

21. En cada caso hallar u - v, u A v, |[ul|, |[v|| v ||luAv].
(a) u=(2,3,1) yv=(1,-1,0).

(b) u=(1,0,4) y v =(2,1,0).

(c) u=(2,0,5) y v=(0,—-2,0).

22. Hallar la ecuacion de la recta r sabiendo que:

(a) Pasa por el punto P = (1,2,5) y es paralela al vector v = (2, 1, 3).
(b) Pasa por los puntos A = (4,3,0) y B = (1,0,1).

r = 3+A
(c) Pasa por el punto @ = (—1,2,0) y es paralela a la recta s) y = —2A
z =1
(d) Pasa por el punto A = (1,0 ) y es perpendicular al plano 7)2 4+ y + 3z = 1.
(e) Pasa por el punto B = (—1,2,—3), se cruza perpendicularmente con la recta
r=—1+6A r=—1+3\
s)4 y=—3—2\ y se intersecta con la recta s') ¢ y=—1+ 2\
z2=2—-3\ z=3—5\
r=—14+3\
(f) Pasapor el punto C' = (—4, —5, 3) y se intersecta con las rectas s) ¢ y = —3 — 2\
z=2-A
r =242\
ys) y=—-14+3\.
z=1—-5A

23. Hallar la ecuacion del plano 7 sabiendo que:

(a) Pasa por el punto P = (1,1,1) y es paralelo a los vectores u = 2e; — ey +e3 y
v =e; —es.
(b) Pasa por los puntos A = (1,1,1) , B=(2,2,3) y C = (1,1,-2).
(c) Pasa por el punto @ = (5,2,0) y es paralelo al plano de la parte anterior.
(d) Pasa por el punto M = (1,1,1) y contiene a la recta r de ecuacién general
7"){ r+y+z+2 = 0
r—y—z2—2 =0

)

24. Calcular en los siguientes casos la distancia del punto al plano.

(a) M =(-2,-43)y m)2x—y+22=0.
(b) O=1(0,0,0)y m)2zx+1=0.

25. Verificar que los siguientes planos son paralelos y hallar la distancia entre ellos.
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(a) m)x—2y—22=12, m)x—2y—22=6
(b) m) 2x — 3y + 6z =14, my) dx — 6y + 122 = —21
26. Probar que las siguientes rectas son perpendiculares.

(a) ) r4+y—3z2—1=0 5) 20 +y+22+5=0
20 —y—92—-2=0" 20 =2y —2+4+2=0

z=1+2\

20 +y—424+2=0
(b)r){ e o588 y=—2+3\
dr —y—>524+4=0 S 1—6)

27. Se considera las rectas )P = A+ M y )P’ = B + Nw donde A y X son
parametros reales.

(a) Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos medios de los segmentos
PP con Pery P er'.

(b) Decir que representa esta ecuaciéon cuando v y w son colineales.

(¢) Decir que representa esta ecuaciéon cuando v y w no son colineales.

28. Dados los puntos A = (0,1,0), B = (1,1,1), C = (-1,—-1,2) y D = (2,0,1).
Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del espacio que:

(a) equidistan de A y B.
(b) equidistan de A, By C.
(c) equidistan de A, B, C'y D.

29. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan
de los planos 2x +y—1=0yx+y+z=0.

30. Consideremos los planos definidos por las ecuaciones
T =y =2
Ty x+3y+2z2=2
Mg —2r+y—z=2
Determinar la ecuacién del plano 7 que satisface las siguientes condiciones:

1. 7 contiene a la recta r, que es la interseccién de los planos 7y y 7.
2. m es perpendicular al plano 7.

31. Hallar la ecuacién de la recta r que satisface las siguientes condiciones:

1. Es perpendicular al plano 7 que contiene a los puntos A = (3,4,2), B = (—1,5,3)
y C = (2,1,4).
2. Pasa por el punto de interseccion de la recta £ = y — 1 =

21
2 —1
2r —y—z=1.

con el plano






Apéndice B
Operaciones con matrices

En este apéndice presentamos las operaciones bésicas entre matrices (suma, producto,
etc.) de un modo explicito.

1. Suma de matrices

Sean A = (aj)i=1,..n , B = (¢ij)i=1,... € Mpxm(k) dos matrices. Entonces A + B =

J=1...,m J=1L...,m
(¢ij)i=1,.n € Mpxm(k), donde ¢;; = a;; + b;; para todo i = 1,...,n, j =1,...,m. En
j: 7"'7m
otras palabras,
Ayy o A1m by bim agy + by o @1 + bim
Any Anm, bnl """"""" bnm Gn1 + bnl """"""" Qpm + bnm

Notaremos (c;)i=1,.... = (aij + bij)i=1,..n -

) 7j=1,...m

LA

OBSERVACION B.1. Sean A, B € M,y (k). Si consideramos las correspondientes
transformaciones lineales Ly, Lg, Layp : K™ — k", se tiene que Lo + Lg = L. p. La
verificacién de esa igualdad queda como ejercicio, ver ejercicios [1] y Bl[I}

Producto de una matriz por un escalar

Sea A(a;j)i=1,..n € Mpxm(k) y a € k. Definimos la matriz oA = (d;;)i=1,..n , con
j=1,...m 7j=1,....m
d;j = aa;; paratodoi=1,...,n, j=1,...,m. En otras palabras,
ayy o aim Q@yy al1m
o} =
QApy Anm QQpy Alpm

Notaremos (d;;)i=1,..n. = (QQij)i=1,....n -
7j=1,...m 7j=1,....m

OBSERVACION B.2. Sean A € M,,x,n(k) y a € k. Entonces aly = Lya : K™ — k™.
La verificacién de esa igualdad queda como ejercicio, ver ejercicios [1] y Bl[I}
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2. Producto de matrices

Sean A = (a;)i=1,.n. € Mpxm(k) y B = (bij)i=1,...m € Mynxi(k), es decir la cantidad
j= 1 L

j—l
de columnas de A es 1gual a la cantidad de filas de B. Definimos AB = (Cij)i=1,.n €
:17 7l
M, (k), donde ¢;; = >7" aibrj = anbij + -+ + aimby; para todo i = 1,...,n,
1,...,l. En otras palabras,
Aqq A1m, bll ---------- bll 27];”:1 alkzbkzl """"""" Z?];n:1 alkzbk’l
anl .............. anm bml .............. bml Z;nzl ankbkl .............. Z;n::[ ankbkl
Notaremos (c;;)i=1,. n = = (> 1ambk])Z 1,
:]‘7 ] ]‘? 7l
Si llamamos f, . .. ,51 a los vectores de k™ dados por las columnas de la matriz B,

la matriz AB puede escribirse como

AB = (Aﬁla Aﬁ?u e 7Aﬂl)

OBSERVACION B.3. Sean A € M,,x,n(k) y B € M,,»;(k) y la correspondiente matriz
AB € M,y (k). Si consideramos las correspondientes transformaciones lineales Ly :
k™ = k", Lp : k! = k™y Lap : k' = k", se tiene que L, o Ly = Lap. La verificacién
de esa igualdad queda como ejercicio, ver ejercicios [1] y

3. El algebra M, (k)

En el caso particular en que las matrices son cuadradas, el producto es asociativo y
verifica la propiedad distributiva respecto de la suma.

100
La matriz Id = (6;))ij_1..n = Oo € M,(k), donde §; = 1y 6;; = 0 si
00 1

i # j, es un neutro para el producto:

IdA = (51'3')i,j:l,...,n(aij)i,jzl,...,n = (Z 57;14@1@]')1-’]-:1’”.’” = (1aij>i,j:1,...,n =A
k=1

De forma anéloga se prueba que Ald = A.

OBSERVACION B.4. (1) Las siguientes propiedades se verifican inmediatamente:

Si Id,, € M,,«,, es la matriz identidad de tamano n, entonces Lyq, = Idgn : k™ — k™.
En forma parecida si 0, € M,,«, es la matriz identidad de tamano n, entonces Ly, =
On = k™ — k™.
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(2) El isomorfismo A +— L, entre las matrices y las transformaciones lineales de los
espacios k™ y las observaciones anteriores, junto con el hecho de que las operaciones de
suma producto por un escalar y composicion entre transformaciones lineales verifican
las propiedades algebraicas usuales entre sumas y productos —conmutativa, asociativa,
distributiva, etc.— nos permite concluir que las operaciones entre matrices verifican las
mismas propiedades.

Para ilustrar la operatoria entre matrices verificaremos directamente la propiedad

asociativa del producto para las matrices A = (aij)ij=1,.n, B = (¢ij)ij=1,.m,C =
(¢ij)ij=1,.n € My(k). Entonces
n n n
(AB)C = ((Z aikbkj)iJ:L_._’n(Q’j)i,j:l,...,n) = (Z(Z aikbkh)chj>i,j:1,...,n —
k=1 h=1 k=1
n n n
(Z aikbkhchj)i,jzl’_._ﬁ = (Z @i (Z bkhchj)i,j:L...m —
k,h=1 k=1 h=1

(@ij)ij=1,..n (Z bkhbhj)k,jzl .= A(BC)

geeey

Del mismo modo, se prueba la propiedad distributiva:

n

(A+ B)C = (aj; + bij)ij=1,..n(Cij )ij=1,.. = (Z(aik + bik)ckj)i7j:17._.7n =

k=1
n
E QikCrj + bicry) ij=1, 2:“2’?% ij=1,m (Z bi’fc’“j)i,J':L...,n -
k=1 k=1
AC + BC

Debe tenerse presente que el producto de matrices NO es conmutativo, como el
siguiente ejemplo lo ilustra:

EJeEMpPLO B.5. Consideramos en My (k) los productos:

0 0 01_007&10_01 00
10 00/ \01 00/ \0O 10
Es un ejercicio facil ver encontrar ejemplos de matrices A, B € M, (k), de tamano
arbitrario n > 1, tales que AB # BA.

OBSERVACION B.6. Sea A una k-dlgebra cualquiera. Se define el centro del dlgebra
— que se denota como

Z(A)={ce A:ca=ac, paratodoa € A}.

Es claro que el centro del algebra A es una subdlgebra, es decir el neutro de producto y
el producto y la suma de dos elementos del centro pertenecen al centro.

Observemos que en el caso de las matrices cuadradas,

ad = a(IdA) = (ald)A = A)(ald).
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De este modo, tenemos un morfismo inyectivo del cuerpo k y la subélgebra Z (M, (k)).
Se puede probar que Z(M,(k)) = {ald : @ € k} y de este modo, Z(M,(k)) puede
identificarse con el cuerpo k.

OBSERVACION B.7. Podemos resumir las propiedades que verifican la suma y el
producto de matrices diciendo que las matrices cuadradas (es decir con igual nimero de
filas y columnas) forman una k—dlgebra.

Las Observaciones B.2 pueden resumirse entonces asi:
El mapa L : M,,(k) — End(k™), L(A) = L4, es un isomorfismo de k-dlgebras.

4. Ejercicios

1. Probar las afirmaciones de las observaciones [B.1], [B.2] y [B.3]
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2. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y f : V' — V una transformacion
lineal tal que f? = f. Definimos Vt ={v eV : f(v)=v}y V- ={veV: f(v) = —v}.

(a) Probar que V™ =TIm2(f*+ f) y que V— =TIm/2(f? — f).
(b) Probar que V=Ker f® VTt @ V.

3.Sea T : R* = R® T(x,y,2) = (—az + (3a + 1)y — (2a + 1)z, —az + (3a + 1)y —
2az,—x +y),y B={(1,0,-1),(0,1,1),(1,1,1)} C R%.

(a) Probar que B es una base de R3.

(b) Hallar 4 [T']. ;Para qué valores de a T es invertible?

(c) Probar que existe un tinico subespacio S de R3 generado exactamente por dos
vectores de By tal que T'(S) C S. Probar que T'(S) = S siy sélosi T es invertible.
Hallar T'(S) cuando 7" no es invertible.

4. (a) Sea V un espacio vectorial de dimensién finita, y V' = 51 & S5 una descom-
posicién en suma directa de subespacios. Sea T : V' — V lineal tal que T'(.S;) C S,
i =1,2. Probar que T'(S;) = S; siy sblo si KerT' C 55.

(b) Sea T : R* — R3 la transformacién lineal cuya matriz asociada en la base canénica

es < %3 %2 §5>. Sea S; = ImT. Probar que T(S;) = S; y que existe un tnico

subespacio Sy C R? T-invariante tal que R? = S; @ Ss.
5. Se considera el mapa T : R3 — R3 T'(v) = (1,1,1) Av.

(a) Probar que T es lineal. Hallar _ [T)can ¥ 5[5, donde can es la base canénica y
B={(1,1,1),(1,0,—1),(1,—1,0)}.

(b) Hallar Ker(T") y Im(T")

(c) Sea r C R3 la recta que pasa por (1,2,3) y (—1,0,1). Hallar sus ecuaciones
paramétrica y reducida.

(d) Hallar T'(r) y un plano que contenga a r y T'(r).

(

6. Sea V = (senz,cosx,e®) C RE.
(a) Hallar dim V.
b
(c
d

)

) Hallar una base para S = {f eV : f(0) =0} C V.

) Hallar la imagen de S por T: V. — V., T(f) = f'.

(d) Calcular dim S NT(S). Probar que V =5 + T(S5). ;Es la suma direca?

7. Sea T : R? — R? lineal.

(a) Probar que 7% = 0 si y sélo si Im(T") C N(T).
(b) Si T # 0, entonces T? = 0 si y sélo si Im(T") = N(T).

Suponemos de ahora en mds que 7' # 0 y T? = 0.

129



130 C. EJERCICIOS DE EXAMENES

(c) Probar que existe v € R? tal que R? = (v)v & Im(T).
(d) Siw es como en (c), entonces T'((v)) = Im(7).
(e) Siwvescomoen (¢)y0#wée N(T), entonces B = {w,v} es una base de R?, y
515 = (58) para algin a € R*.
Deducir que existe una base C de R? tal que . [T, = (J3).
(f) Dada S : R* — R? S £ 0, S? = 0, probar que existe U : R? — R? invertible tal
que SU =UT.
1-12 3
8. (a) Hallar el rango de A = (3 el
33 4-1
Sea T : R* — R* la transformacién lineal tal que su matriz asociada en la

base canonica es A (es decir T'= L4).
(b) Investigar si existen valores de a,b para los cuales T es invertible.
(c¢) Hallar dimIm(7") y dim N(7"), discutiendo segin a, b.
(d) Hallar una base de R*/ N(T'), discutiendo segtin a, b.
9

) discutiendo segun a,b € R.

o N

(a) Hallar la ecuacién de la recta r que pasa por el punto P = (3,5,7) y es
perpendicular al plano « de ecuacion z +y + z = 1.
(b) Probar que r es paralela al plano S que pasa por los puntos (3, —4,2), (1,3, 3),
(2,1,3).
(c) Calcular la distancia de r a f.

10. Sean V' un espacio vectorial y 57,5y C V tales que V = 57 4+ Ss. Se considera el
espacio W = S x Sy y el conjunto X = {(—v,v) € W :v € S; N Sy}

(a) Probar que X C W es un subespacio.

(b) Probar que T': W — V., T'(vy,v3) = v1 + v9, es una transformacién lineal sobre-
yectiva.

(c) Probar que T' induce una trasnformacién lineal T W/X —V talque T = fow,
con m: W — W/X la proyeccién canénica.

(d) Estudiar si 7 es un isomorfismo.

(e) Probar que T es un isomorfismo si y sélo si V = S; & 5.

11. Sea T : Ry[x] — Ry[z] definida por T'(az?* + bz + ¢) = (5a — b + 5¢)x? + (—4a +
b—4c)x — 6a + b — 6¢.

(a) Hallar una base de N (7).
(b) Probar que N(T') N Im(T) = {0} y deducir que Ry[z] = N(T') & Im(T).
(c) Sean 51 = {p € Rolz] / ( ) =pty S2={p € Ryfz] /T(p) = —p}.
(i) Hallar bases de Sy y S;
(ii) Probar que Ry[x] = N( ) B S B Ss.
(d) Hallar bases de Ry[z]/N(T') y Ro[z]/(N(T) @ S1).

12. Se define una relacién de equivalencia entre las matrices n x n de la siguiente
manera: A, B € M,, A~ Bsiysélosi A= PBP
(a) Probar que si A ~ B entonces det(A) = det(B).
(b) Sea ¢ : M,,/.. — R[z] definida por ¢([A]) = det(A — xI).
(i) Probar que ¢ esta bien definida.

(ii) Probar que ¢([A]) = ¢([A"]).
(c) Investigar si es posible definir una suma en M,, /.. como sigue [A]+[B] = [A+ B].
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13. Sean u,v € R3 fijos. Definimos ¢, : R® — R por ¢y, (w) = u A v - w para todo
w € R3.

(a) Probar que ¢,, € (R?)*.
(b) Hallar u y v para que ¢, no sea la funcién nula.
De ahora en adelante se trabaja con u y v fijos tal que ¢,, no sea la funcién nula.
(c) Hallar una base de N(¢y,).
(d) Probar que {[u A v]} es una base de del espacio cociente R?/N (¢, ).

14. Sea V el espacio de las sucesiones reales. Definimos ¢ : V' — R3 por ¢ ({z,}) =
(21,21 + 29, 21 + T2 + T3).

(a) Probar que v es lineal.

(b) Hallar N(v), Im(v).

(c) Investigar si 1) es inyectiva y sobreyectiva.

(d) (Qué se puede decir de la dimensién de W = V/N ()7

(e) Sean v = {z,,}, y = {yn} v 2 = {2,} € V definidas por z,, = (-1)", y,, =2n y
z, = 2n* + 7. Probar que {[z], [y],[2]} es L.d. en W. Escribir explicitamente uno
de ellos como combinacion lineal de los demaés.

15. Se considera S = {(z? — 1) - q(x) : q(z) € Ry[z]} subespacio de Rj[z].

(a) Probar que A = {1,z,2% — 1,2% — 2} es base de R3[z] que contiene una base de
S.

(b) Hallar una base B de Rs[z]/S.

(c) Sea ¢ : Rz[z] — R? transformacién lineal definida por ¢(p(z)) = (p(1), p(—1)).
Hallar M =, [¢] 4, donde C es base canénica de R

(d) Probar que existe una tnica ¢ : Rj[z]/S — R? lineal tal que ¢([p(z)]) =

(p(1),p(=1)).

(e) Sim:Rs[x] — Rs[x]/S es la proyeccién canénica, hallar N = g [7] , v P = . [a] 5

(f) Probar que ¢ es un isomorfismo.
(g) Probar que M = P - N.

16. Sea V=R3[z] y T:V — V dadapor T(f) = f+ f + f".

(a) Hallar la matriz A = 4 [T],, donde B = {1, z, 2%, 2}

(b) Probar que A es invertible.

(¢) Expresar TY(1), T~'(x), T~(z*) y T~'(2®) como combinacién lineal de B.
(d) Calcular A~

17. Sea T : Ry[z] — R? dada por T'(p) = (p(0),p(1),p'(1)).

(a) Hallar la matriz asociada a T en las bases A = {z% z,1} de Ryfz] y C =
{(1,0,0),(0,1,0), 0,0, 1)} de R®.

(b) Demostrar que T es un isomorfismo.

(c) Hallar la matriz asociada a 7! : R® — Ry[z] en las bases de (a).

(d) Sea v € R? tal que cc(v) = (3,2, —2). Hallar q € Ry[z] tal que T(q) = v.
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18. (a) Calcular los rangos de Ly M.

2 23 1 -1 0

3 =3 0 4 3 2

L= 1 -1 0 M = 1 1 2
-1 21 1 -2 -1

(b) Sean S y T transformaciones lineales de R® en R* representadas en las bases
canénicas por las matrices L y M respectivamente. Demostrar que S(R3) #
T(R3).

(c¢) Sea V un espacio de dimensién > 2 y sean U y W subespacios tales que U # W,
dim U =s,dim W =r, dim UNW =1. Si B es base de U N W, BUC base de
Uy BUD base de W, demostrar que B U C U D es linealmente independiente.
Deducir que i > r + s — n.

(d) Usando (a), (b) y (c) probar que dim S(R3) NT(R3) = 2.

19. Sea V = Ry|z].

(a) Probar que B = {1,2? + 1,2 + z — 1,23} es base de V.

(b) Sea T': V — V transformacién lineal definida por: T'(1) = —23 + 1, T(2* + 1) =
323 + 202 +5, T(a? + o — 1) = 22 + 222 + 22 y T(2*) = 2® — 1. Hallar 4 [T,y
verificar que T2 = 27T.

(c) Calcular N(T') y hallar un subespacio Ade V tal que V.= A N(T) y T'(A) C A.
(d) Hallar una base D de V' de modo que 5 [T], sea diagonal.



Apéndice D
El cuerpo de los niimeros complejos

En este apéndice veremos brevemente las propiedads béasicas de los niimeros comple-
jos.

Consideremos la ecuacién

2> +1=0, (D.0.1)

es decir, interesémosnos en las raices del polinomio p = 2? + 1. Claramente ningtin
nuamero real es solucién de eqncompl. Introduzcamos un simbolo, ¢, para indicar “una
raiz” del polinomio p. Entonces 7 seria una solucion de la ecuacién eqncompl. Nos interesa
encontrar un cuerpo, llammemoslo C, que “contenga” a los nimeros reales y también a 7.
De ese modo, podriamos trbajr en un cuerpo que contiene al menos (por lo que sabemos
hasta el momento) una raiz del polinomio p.

Recordemos que un cuerpo tiene dos operaciones: la suma y el producto, por lo que
si R C C y1 € C, necesariamente C tiene que contener elementos que expresen el valor
de bt donde b € R, y luego elementso que expresen el valor a + bi, donde a € R.

Definamos entonces C por
C= {a—i—bi:a,bER

en donde a+ bt es una expresion formal. Debemos ahora definir la suma y el producto en
C. Para ello recordamos que las propiedades conmutativa, asociativa y distributiva del
producto y de la suma deberdn verificarse, y que i®> debe tener el valor 1. Entonces, si
tenemos definido u na suma y un producto de modo geu Csea u ncuerpo, debera cumplirse
que

(a+bi)+ (c+di)= (a+c)+ (b+d)i

(a+bi)(c+di) = ac+ bic+adi +bdii — (ac — bd) + (be+bdyi P todoabe,deR

A partir de esta observacion, tomamos las expresiones de las igualdades anteriores
como definicié nde la sume y el producto:
LEMA D.1. El conjunto C con las operaciones:
+:CxC—=C (a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)
- CxC—C, (a+bi)(c+di)= (ac—bd)+ (bc+ bd)i
es un cuerpo, con neutro para la suma 0+ 0¢ y neutro par el producto 1 + 01.
La funcién ¢ : R — C, t(a) = a + 0i es inyectiva, y tal que t(a +b) = t(a) + ¢(b) e
t(ab) = t(a)(b) — en otras palabras, v es un morfismo de cuerpos.
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Notaciones usadas en el texto

#(A), cardinal de un conjunto A, 5
Oy, neutro (cero) del espacio vectorial V', 16

A ~ A’ matrices semejantes, 67
t

ad(A) = (Cij (A))lgi,jgn’ 99

Alt(V, ..., V; W), transformaciones
multilineales alternadas, 89

Alt, (V), transformaciones multilineales
alternadas, 89

A/R conjunto cociente de A por la relacién R,
10

A?. matriz transpuesta, 82

AB = {f tA—-B:f funcic')n}7 el conjunto de
las funciones de dominio A y codominio B,
9

Bil(V, W) = Mult(V, W; k), formas bilineales,
90

BL 4 : k™ x k™ — k, forma bilineal asociada a
la matriz A, 90

5 bl matriz asociada a la forma bilineal b, 90

C, el cuerpo de los nimeros complejos, 8

#(A), cardinal de un conjunto A, 5

cp : V — k", coordenadas en la base B, 55, 63

Oy, neutro (cero) del espacio vectorial V', 16

cij(A) = (=1)"*7 det(m;;(4)), 99

R[a], clase de equivalencia de a en la relacién
de equivalencia R, 10

A¢, complemento del conjunto A, 6

g o f. composicién de la funcion f, seguida de
la funcién g, 7

A/R conjunto cociente de A por la relacién R,
10

¢y : A — B, funcién constante, ¢,(a) = b, para
todoa€e A, 7

A AL, (V) =k, A(d) =d(er, ..., en), 92

det(A), determinante de la matriz A, 91, 94

det(T"), determinante de la transformacién
lineal T', 97

A\ B ={xz € A:x ¢ B}, conjunto diferencia, 5

dimg (V'), dimensién de un espacio vectorial, 43

dr:Vx---xV =k,

dr(vi,...,vn) =d(T(v1),...,T(vy)), 97

135

V* = Hom(V, k), espacio dual, 24

Endg(V), endomorfismos de V', 24
(o), signo de la permutacién o, 94

f:+A— B, funcién f, de dominio A y
codominio B, 6

flo, flo(w) = fu)v, feV* uveV, 26

alw: V= W, (alw)(v) = a(v)w , 68

(X), subespacio generado por X, 35

gr(f), grado del; polinomio f € k[t], 17

Graf(f) = {(a, f(a)) :a€ A} C Ax B, el
grafico de una funcién f: A — B, 8

Homy (V, W), morfismos entre espacios
vectoriales, 24

Id=1d4 : A — A, funcién identidad f(a) = a
para todo a € A, 7
V =2 W, espacios vectoriales isomorfos, 24

jv V= Vv**7 jv(’l})(f) = f(’l})7 85

Ker(T), nucleo de la transformacion lineal
T:V =W, 26

N(T'), nicleo de la transformacién lineal
TV W,25

k" = {(a1,...,a,) 1 a; €k, i =1,2,...,n}, 16

k. [t] = Kk[t]n C k[t], polinomios de grado menor
o igual a n, 20

La:k® 5 k™ A€ Muyn(k), Laz = Az, 27,
63

¢ [Tz, matriz asociada a T' en las bases By C,
63

M, q(k), matrices p x ¢, 18

M, (k), matrices n x n, 18

B, (k), matrices triangulares superiores, 29

m;;(A) € My,_1, menor (7,7) de la matriz
A eM, (fila i, columna j), 99

Homy (V, W), morfismos entre espacios
vectoriales, 24
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M*, matriz transpuesta: si M = (a;;) Z(A), centro del dlgebra A, 125

1<i<n’
1<53m

t_ (p.. RS
entonces Mt = (bﬂ)lgjgnw con b;; = aj,

1<i<n

23
Mult(Vy, ..., V,; W), transformaciones
multilineales, 89

N, el conjunto de los nimeros naturales, 8

[n], el conjunto [n] + {1,2,...,n}, 8

Oy, neutro (cero) del espacio vectorial V', 16

Ker(T), nucleo de la transformacién lineal
T:V—>W,26

N(T), nicleo de la transformacién lineal
T:V—>W,25

@,c; Wi C V, suma directa de los subespacios
W, CcV, 22

[x], parte entera de x,
[z] =max{ne€Z:n <z}, 7
S™, las permutaciones de n elementos, 9

Q, el cuerpo de los niimeros racionales, 8

R, el cuerpo de los ntimeros reales, 8

Rla], clase de equivalencia de a en la relacién
de equivalencia R, 10

rc(A), rango por columnas de la matriz A, 69

Q, el cuerpo de los ntimeros racionales, 8

rf(A), rango por filas de la matriz A, 69

r(T), rango de la transformacién lineal T', 68

(o), signo de la permutacién o, 94

Sim(V,...,V; W), transformaciones
multilineales simétricas, 89

Sim(V,...,V; W), formas multilineales
simétricas, 89

S,, C [n]l"] el conjunto de las funciones
biyectivas de {1,...,n} en si{ mismo, 9

S,, permutaciones de n elementos, 93

S™, las permutaciones de n elementos, 9

(X), subespacio generado por X, 20

T : W* — V*, dual de la transformacién
lineal T: V — W, 81

Homy (V, W), morfismos entre espacios
vectoriales, 24

T . Alt, (V) — Alt,(V), T*(d) = dr, 97

V* = Hom(V, k), espacio dual, 24

V, categoria de los espacios vectoriales, 81

V = W, espacios vectoriales isomorfos, 24

V/W, espacio cociente de V por W C V| 73

v+ W = [v], v € V, elemento del espacio
cociente V/W, 73

W+, subespacio anulador o perpendicular, 84



algebra, 26
anulador, 61

base, 40, 41

coordenadas, 55, 63
base candnica, 41
base dual, 57

cambio de base, 66—68
clase de equivalencia, 10
codominio de una funcién, 6
combinacién lineal, 35
complemente directo, 45
complemento de un conjunto, 6
composicion de funciones, 7, 8
conjunto
complemento, 6
diferencia de, 5
diferencia simétrica de conjuntos, 13
leyes de De Morgan, 6
notaciones, 5
particién, 9
producto cartesiano de conjuntos, 8
subconjunto, 6
conjunto cociente, 10
propiedad universal, wver propiedad
universal del cocientell
proyeccion candnica, 11
conjunto linealmente dependiente, 37
conjunto linealmente independiente, 37
conjuntos disjuntos, 5
coordenadas, 105
cuerpo, 15
caracteristica, 23

dependencia lineal
conjunto linealmente dependiente, wver
conjunto linealmente dependiente37
conjunto linealmente independiente, wver
conjunto linealmente independiente37
relacion de dependencia, wver relacién de
dependencia37
determinante, 91-102
célculo, 98-101
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de una transformacion lineal, wver
transformacién lineal, determinante96
desarrollo por filas o columnas, 99
diagrama conmutativo, 7
diferencia de conjuntos, 5
diferencia simétrica de conjuntos, 13
dimensién, 43
distancia
de un punto a una recta, 111
distancia de un punto a un plano, 118
doble dual, 85-87
dominio de una funcién, 6
dualidad, wver espacio dual81

endomorfismo, 24
involucién, 53
espacio cociente, 73-79
base, 77
dimension, 77
propiedad universal, 74
proyecciéon candnica, 73
suma y producto por un escalar, 74
espacio de las sucesiones, 17
espacio dual, 24, 56-57, 81-88
base dual, wver también base dualb7
doble dual, wver doble dual85
subespacio anulador, 84
subespacio perpendicular, 84
espacio euclideo, 19, 35, 111-118
base canénica, 41, 55
distancia de un punto a un plano, 118
plano, wer plano en el espacio euclideo113
producto escalar de vectores, 112
recta, wer recta del espacio euclideol13
espacio vectorial, 15
axiomas, 15, 16
base, wer también base4l, see also base
cero, 16
dimensioén, wver también dimensién43
dual, 24, see also espacio dual
escalares, 15
estructura inducida, 18
finitamente generado, 41
generador, ver también generador3b
isomorfo, 24
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neutro, ver también cerol6

orientacién, wver orientaciéonlOl

producto por un escalar, 15

subespacio, 18, see also subespacio vectorial

subespacio generado, 20, 35

suma, 15

transformacion lineal, see also
transformacién lineal

transformacién lineal, 24

vectores, 15

familia linealmente disjunta, wver subespacio
vectorial, familia linealmente disjunta22
forma bilineal, 90-91
forma multilineal, 89
funcioén, 6
biyectiva, 6, 8
codominio, 6
composicién de funciones, see also
composicion de funciones
dominio, 6
grafico, 8
imagen, 6
inversa, 8
invertible, wer también funcién biyectiva8
inyectiva, 6, 9
preimagen de un elemento, 6
preimagen de un subconjunto del dominio, 6
sobreyectiva, 6, 9
funcién identidad, 7
funcional lineal, 24, 56-61
functor
contravariante, 82, 85
covariante, 85
naturalidad, 86

generador, 35
grafico de una funcién, 8
grado de un polinomio, 17

haz de planos, 117
imagen de una funcién, 6
involucién, 53

isomorfismo, 24

leyes de De Morgan, 6

matrices
algebra, 124-126
centro, 125

base canénica, 41

como espacio vectorial, 18
matriz

adjunta, 99

antisimétrica, 23, 82
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cambio de base, ver cambio de base67,
see also cambio de base
conjugada, 68
determinante, wver determinante9l
menor, 99
rango, 69, 85
semejante, 67
simétrica, 23, 82
traza, 29
matriz asociada, 63—68
cambio de base, ver cambio de base66
pasaje al cociente, 78
matriz transpuesta, 23, 82
multilineal
forma, wver forma multilineal89, see also
forma multilineal
transformacién, wver transformacién
multilineal89

nicleo de una transformacién lineal, 25, 26
orientacién, 101-102, 112

parte entera de un numero real, 7
particién de un conjunto, 9
permutacién, 93-94
signo, 94
transposicion, 93
plano en el espacio euclideo, 113
ecuaciéon, 113-116
cartesiana, 116
paramétrica, 114
interseccién, 116
plano euclideo, 35, 105-111
distancia de un punto a una recta, 111
producto escalar de vectores, 107
recta, wer recta del planol106
plano euclideo, 19
polinomio, 17
anillo de los, 17
grado, 17
preimagen de un elemento, 6
preimagen de un subconjunto del dominio de
una funcién, 6
producto cartesiano de conjuntos, 8
producto escalar de vectores, 107, 112
producto mixto, 115
producto vectorial, 114
propiedad reflexiva, 10
propiedad simétrica, 10
propiedad transitiva, 10
propiedad universal del cociente, 11, 74
proyeccioén, 53
proyeccién candnica, ver conjunto cociente,
proyeccién candnicall, 53, 73



propiedad universal, wer propiedad
universal del cocientell

rango de una transformacién lineal, wver
también transformacién lineal, rango68
recta del espacio euclideo, 113
ecuacion, 113
cartesiana, 113
paramétrica, 113
recta del plano, 106
angulo entre rectas, 107
ecuacién, 108
cartesiana, 108-110
paramétrica, 107, 108
recta en el espacio euclideo
ecuacion
cartesiana, 117
haz de planos, 117
interseccién de planos, 116
recta en el plano
perpendicular, 111
relacion, 10
de equivalencia, wver relacién de
equivalencia9
relacion de equivalencia
propiedad simétrica, 10
relacion de equivalencia
clase de equivalencia, 10
relacion de dependencia, 37
no trivial, 37
relacién de equivalencia, 9-12
conjunto cociente, wver también conjunto
cocientelO
propiedad reflexiva, 10
propiedad transitiva, 10

signo de una permutacién, 94
sistema coordenado, 105
sistema de ecuaciones lineales, 109
subconjunto, 6
subespacio anulador, 84, see also subespacio
perpendicular
subespacio generado, wver espacio vectorial,
subespacio generado20
subespacio invariante, 58
matriz asociada, 78
pasaje al cociente, 76
subespacio perpendicular, 84, see also
subespacio anulador
subespacio vectorial, 18-24
cadena de subespacios, 20
estructura inducida, 19
familia linealmente disjunta, 22, 23
generador, wer también generador3h
interseccién, 20

INDICE

subespacio generado, 20
suma, 21
suma directa, wver suma directa, de
subespacios22
trivial, 19
sucesiones
espacio de las, 17, see also espacio de las
sucesiones
suma directa
bases, 45
complemento directo, 45
de subespacios, 22
externa, 55
inclusién candnica, 52
propiedad universal, 56
proyeccién candnica, 52

Teorema de las dimensiones, 60, 77
transformacién dual, 82-83
matriz asociada, 82
transformacién lineal, 24-27
determinante, 96-98
dual, wer también transformacién dual81
endomorfismo, 24
funcional lineal, 24
involucién, 53
isomorfismo, 24
matriz asociada, wver matriz asociada63
nucleo, wer ntcleo de una transformacién
lineal25
proyeccion, 53
rango, 68-70
subespacio invariante, wver también
subespacio invarianteb8
Teorema de las dimensiones, wver también
Teorema de las dimensiones60
transformacién multilineal, 89
antisimétrica, 89
simétrica, 89
transformacién multilineal
antisimétrica, see also transformacion
multilineal alternada
transposicion, 93
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