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Energia semanal acumulada por las represas de Uruguay.
Periodo 1909 (semana 1)-2013 (semana 26).
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Energia semanal acumulada por las represas de Uruguay.
Periodo 2000 (semana 1)-2012 (semana 52).
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Definicion

Dado un vector ju = (i1, jiz, .., tn) " € R" y una matriz n x n
simétrica definda positiva ¥, se dice que X = (X1, Xo, ..., Xn)"
tiene distribucion normal multivariada con parametros (u, ) si
y sOlo si su densidad conjunta tiene la forma

() ez (x—1) =7 (x=p)
X =

X ( )n/2 (detz)‘l/Z
parax = (Xq,Xo,...,Xn) € R".

Notacion: X ~ N (u, X).
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Normal bivariada centrada, con matriz de covarianzas igual a la identidad.
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Proposicién

Si X ~ N (1, X) entonces se cumplen las siguientes
propiedades.
Q@ >, = COV (X;, X)) paratodosi,j=1,2,3,...n,
E (X;) = uj paratodoi=1,2,3,....,n.
@ SiB es una matriz k x n, entonces BX ~ N (Bu, BEBT) .
Q@ X~ N(ui,X;) paratodoi=1,2,3,...,n.
Q Xi, Xa, ..., X, son independientes si y sélo si ¥ es diagonal.

© Todo subvector de X sigue una distribucion normal
multivariada con su correspondiente vector de medias y
matriz de covarianzas.

Observacioén

Si X ~ N (1, X) entonces toda combinacion lineal de las X; es
normal.
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Observacion

Si X ~ N (u, X) entonces incorrelacion implica independencia.

Proposicion

Si(X,Y)" ~ N(uxX) siendo X = (X1, Xz, ..., Xn) ,

Y= (Y1, Vi) = (pxopy) y Y = < %YXX %YY )

entonces

Y/X=x~N (My/x,zy/x) siendo
pysx =y + Xy x x (X —pux)y
Sy x =y Ty x X Loxy-
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Definicion

Si X es simétrica semidefinida positiva, se define en este caso
X ~ N (u,%) como X = pu+ AZ siendo Z = (Zy,2s, ..., Zp) "
donde Zy,2,, ..., Z, son i.i.d ~ N (0,1) y A una matriz tal que
AAT =¥

Definicion

Dado un espacio de probabilidad (2, A, P) y un intervalo I, se
dice que {Xi};., es un proceso estocastico, si y solo si
X: : Q — R son variables aleatorias para todo t € I.

Dada una familia de distribuciones en dimension finita, que
cumplan una condicion de compatibilidad entre ellas, existe un
proceso estocastico tal que sus distribuciones finito
dimensionales coinciden con las de la familia. Precisamos lo
anterior con el siguiente teorema de existencia de Kolmogorov.
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Teorema (Kolmogorov)
Dada una familia de distribuciones finito dimensionales

{Fh,tg,...,fn :R" — R, O<th<b<..< th, ne N}

tales que para todos n,m € N, m < n y para todos
O0<h<b<..<bhy0<si <8 <..<S8ycon
{s1,82,....,8m} C {4, to, ..., tn} se cumple que

1
Ft17127"'7tn07T = FS],SZ,...,Sm

siendo 7 : R™ — R™ la proyeccion a las sy, S», ..., Sm
coordenadas, entonces existe un proceso estocastico { Xt}
tal que para todos ny ty, bo, ..., t, > 0 se cumple que la B
distribucion de (Xt1 ] th, s00g th) es Ft1 oty
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Definicion

Se dice que un proceso estocastico { X}, es un proceso
gaussiano si y sélo si para todon € N y todos t;, to, ..., t, € | se
cumple que la distribucion de (Xi,, Xs,, ..., Xt,) €s normal
multivariada.

Definicion
Se dice que un proceso estocastico { X;},., es débilmente
estacionario si y solo si se cumple que:

® X; € L? paratodot € | (esto esE (X?) < +o0),
@ E(X;) =pparatodot e |,

@ COV (Xt, Xtik) = p(k) paratodos t € I, k € N tal que
t+kel
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Definicion

Se dice que un proceso estocastico { X;},., es fuertemente
estacionario si y sdlo si para todos n, k € N, y todos
t,b,...lhel conty + k.t + Kk, ..., t, + k € | se cumple que la
distribucion de (X, i, Xk ---» Xi,+k) €S la misma que la de
(Xt,, Xips oy Xty) -

Observacion

Todo proceso en L? fuertemente estacionario, es débilmente
estacionario.

Observacion

Un proceso gaussiano es fuertemente estacionario si y solo lo
es debilmente.
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Definicion

Se dice que un proceso estocastico { X },., tiene incrementos
independientes si y solo si para todo n € N, y todos
h<tb<..<tyelsecumple que

Xy, — Xt Xy — X, ..., Xt,_, — Xt, SON independientes.

Definicion

Un proceso estocastico { Xi},-, en L2, débilmente estacionario
se dice que es de memoria larga si y solo si

+o0
p(n) = 0y > |p(n)|=+oo.

n—-+oo
n=1

Se vera en el grafico siguiente la superposicion de funciones
de autocorrelacion correspondientes a modelos ARMA(1,0)
(memoria corta), y ARFIMA(1,d,0) (memoria larga con distintos
parametros H), ambos modelos seran definidos méas adelante:
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Funcion de autocorrelacion para
5000 datos simulados.
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Definicion

Dado un proceso estocastico { Xt} , se dice que {X;},., es
una version de { Xt} Si y solo si esta definido sobre el mismo
espacio de probabilidad, y se cumple que

P (X; = X{) =1 para todo t > 0.

El siguiente teorema de continuidad de Kolmogorov, asegura
que acotaciones adecuadas de los momentos de los
incrementos del proceso, implican continuidad de las
trayectorias.
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Teorema (Kolmogorov)

Si{Xt}~o €s un proceso estocastico tal que existen constantes
p,c >0 ya > 1 paralas cuales se cumple que

E (|X; — Xs|°) < c|t — s|* paratodost,s>0

entonces para todos e, T > 0, existe {X{},., version de { Xt}
y una variable aleatoria Y. 1 tales que casi seguramente se
cumple

IX{ — Xi| < Yor|t—s|*P paratodost,s e [0, T].

Observacion

El proceso {X{},., tiene trayectorias de exponente a./p — €
Hélder continuas.
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Definicion
Dado un proceso {X:},. Se dice que es autosimilar de
parametro H > 0 si y $610 si { Xar}cp < {a" Xt} para todo

a > 0, donde g indica igualdad entre las distribuciones finito
dimensionales.

Observacion

Si{Xt}icr €s autosimilar, entonces Xo = 0 c.s.

Observacién

Si {Xi}cr €s autosimilar, en L? no nulo, entonces no puede ser
estacionario, dado que si fuera estacionario, se tendria que

E (X;?) —E (th) — 22HE (X,Z)

entonces el proceso seria nulo.




Proposicién

Si{Xi};>o €s autosimilar, en L2 y con incrementos
estacionarios, entonces

E (X Xs) = % (s2H +2H s t|2”) E (xf) .

Partimos de

E (X Xs) = % <|s]2H 1~ |s— t]2H> E (X?) :
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El siguiente teorema (Lamperti, 1962) vincula los procesos
autosimilares con los estacionarios.

Teorema

Si{Xt}cr €S autosimilar de parametro H, entonces el proceso
definido como Y; = e "X, es fuertemente estacionario.
Reciprocamente, si{Yi};.r €s fuertemente estacionario,

entonces el proceso definido por X; = t"Y,; es autosimilar de
parametro H.




Yiik = e_H(t+k)Xet+k =

_ _ d _
e e HX 0 = e M X,

Y;.
<) Dado a > 0, tenemos

HH HH d _H:H
Xat =8 " Yinat =a " Yintrina=a 't Yint.

]




Definicion

Se dice que un proceso {By(t)};.r €s un movimiento
browniano fraccional (mBf) de parametro H € (0, 1) si y solo si:
@ es gaussiano;
@ tiene trayectorias continuas c.s.;
@ es centrado (esto es E (By(t)) = 0 para todo t);
o E(By(t)Bu(s)) = 3 (|t|2H N E i t|2H) para todos
S, t.

Aceptando (por un momento) la existencia de un proceso que
cumpla con esta definicion, realizamos algunas observaciones
que surgen de la definicion.



Observacioén

Cuando H = 1/2 se tiene que
E (Bu(t)Bu(s)) = s At por lo que { By jo(t)},., queda un
movimiento browniano estandar.

Observacién
By (0) =0.

Observacion

Todo movimiento browniano fraccional, es autosimilar de
parametro H.

Observacién

El unico proceso gaussiano autosimilar de parametro H es el
mBf.




Observacion

E (By(t) — Br(s))? = |t — s|?" . De esta igualdad, se deduce
(teorema de continuidad de Kolmogorov mediante) que si

H > 1/2 entonces las trayectorias del mBf son continuas casi
seguramente con exponente de Hélder H — ¢ (para todo ¢ > 0).

Observacioén

SiH < 1/2, en Mandelbrot y Van Ness (1968), se prueba que
las trayectorias son continuas casi sequramente.

Proposicion

Los incrementos del mBf son estacionarios y en el caso en que
H > 1/2, son de memoria larga.




Proof.
Si le llamamos X; = By(t) — By(t — 1), entonces

]E (XtXt+n) =

E ((Bu(t) — Bu(t —1)) (Bu(t+n) — By(t+n—1))) =

1 [(n+1)2H+(n—1)2”—2n2H] -

2
1 2H 1 2H
<1+> +<1—) —2]~
n n

n2H
H(2H — 1) n?H~2

2

por lo que si H > 1/2 setieneque p(n) - 0y
723 p(n) = +oo. O

De aqui se deduce ademas que, para n suficientemente grande

@ si H > 1/2 los incrementos del mBf estan positivamente
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correlacionados,

@ si H < 1/2 los incrementos del mBf estan negativamente
correlacionados,

@ si H=1/2, los incrementos son no correlacionados y por
lo tanto independientes.
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Harold Edwin Hurst, fue un hidrdlogo inglés nacido el 1 de
enero de 1880 en Leiceister y es conocido como “Abu Nil” (el
padre del Nilo). En 1906 Hurst fue a El Cairo con la intencion
de quedarse unos meses para estudiar algunos aspectos
hidroldgicos del Nilo. Terminé quedandose 62 anos hasta el
dia de su muerte el 7 de diciembre de 1978. A lo largo de esos
anos recorri6 varias veces el Nilo, estudiando la manera de
modelar estadisticamente diversos fenomenos naturales. En
este caso en particular, Hurst se dio cuenta que los modelos
estadisticos que se consideraban en esa época subestimaban
la complejidad de las fluctuaciones hidroldgicas. Hurst partié
incialmente del problema de construir un embalse de
dimensiones tales que compensara la irrelgularidad del flujo de
un rio, en este caso el Nilo. Justamente en 1902 se inaugura la
presa de Asuan, que resulté superada en su altura por las
inundaciones del Nilo, fue levantada en 1907 y luego
nuevamente en 1929. En 1933 fue ampliada y famosa se hizo
la frase de Sir Murdoch en la inauguracion: “Para que esta
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presa se caiga hace falta que todos los dioses egipcios se
pongan de acuerdo y nos echen el Nilo encima”. El 13 de
octubre de 1946 comenz6 una lluvia que no cesaria durante 10
dias.

En su trabajo clave de 1951, Hurst calcula la distribucion de la
diferencia entre el maximo y el minimo de un paseo al azar y
prueba que E(R) = 1,250+/n (siendo n la longitud de la serie
observada y R una variable vinculada al rango muestral) y
muestra que el exponente conveniente de n en estos casos es
variable y es un parametro de autosimilitud (que lo llamé K)
vinculado con el fenédmeno que hoy llamamos de memoria
larga, y observo a su vez que este fenomeno se observaba
también en otros registros de fendmenos naturales como lo
son las precipitaciones, la temperatura, el grosor de los anillos
de ciertos arboles, el grosor de las capas de barro en el lago
Saki en Crimea, en las manchas solares y en fendmenos
bursatiles como el valor de rescate de ciertas acciones. En
Graneri (2014) se puede ver un andlisis de parte de este
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resultado demostrado por Hurst. Los modelos existentes hasta
ese momento, sugerian utilizar 1/2 como el exponente a tener
en cuenta para n, sin embargo Hurst descubrid que en todos
los ejemplos anteriormente citados habia que considerar el
exponente K que tomaria valores entre 0.69 y 0.8. En la figura
siguiente se observa una foto sobre los hallazgos de Hurst
publicados en su articulo de 1951.
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Benoit Mandelbrot, nace en Varsovia el 20 de noviembre de
1924 y muere el 14 de octubre de 2010 en Cambridge, USA.
Es conocido principalmente por el estudio matematico de los
fractales. La foto es del 13 de febrero de 2010, dando una
conferencia TED, la imagen que se ve a su espalda es el
llamado conjunto de Mandelbrot, uno de los ejemplos mas
conocidos y estudiados de fractales. Los estudios de Hurst,
llevaron a Mandelbrot a idear un modelo que no cumpliera el
teorema funcional del limite. En 1965 propone un modelo
estacionario donde las correlaciones tienden a cero muy
lentamente, y el teorema central del limite no se cumple. Dicho
modelo es el movimiento browniano fraccional. En su trabajo
de 1968 donde define los procesos autosimilares, donde el
mBf queda como caso particular. Es a partir de estos trabajos
que el exponente de autosimilaridad lle vada el nombre H en
homenaje a Hurst y el cual se ha mantenido hasta nuestros
dias.
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Para demostrar que existe un proceso que cumple con la
definicion propuesta para el mBf, ya observamos que la
hipdtesis de continuidad de las trayectorias puede asegurarse
via el teorema de continuidad de Kolmogorov (para H > 1/2), o
por lo probado por Mandelbrot & Van Ness (cuando H < 1/2),
luego, debido al teorema de Kolmogorov de existencia de un
proceso estocastico a partir de la definicion de sus
distribuciones finito dimensionales, bastara con ver la
existencia de un proceso gaussiano que tenga a la funcion

! (!t|2H + 52" —|s— t|2H) como funcién de covarianzas. La
siguiente proposicion prueba que la misma define una funcion
de covarianzas.



Proposicién
La funcion

r(s, t) i= [t27 + |52 — |s — 2"

es semidefinida positiva, esto es: para todo n € N y todos
aias,...,an, ty,to,....th e R

se cumple que

n
Z aajr (t,', tl) > 0.

i?j:1




Proof.
La prueba se esquematiza en tres pasos.

(1) Se prueba que para todo s > 0 se cumple que

+00 H
xs\ y-1-H 4 _ ST (1—H)
/o (1-e*)x dx="—>_7

Se integra por partes y luego se usa la definicion de la
funcion T.

(2) Definimos ty =0, ag = — Y 1, & y utilizando en la férmula
anterior s = |t; — t;| se llega a que

Z aigr (4, t) = Z aia; |t — =

ij=1 i,j=0

H oo —x(t—1)? ,—1—H
.9, 1Y — U=
= )/0 ijgoa,a,e X ax.




Proof.

(3) Por ultimo, utilizando que e~ es la funcién caracteristica
de una variable N (0, 2x) se prueba que

Z ajaje” x(ti)° > 0.

7./ 0
[]

En el siguiente teorema, probamos que las trayectorias del mBf
son casi seguramente no derivables en ningun punto.

Teorema
Dado un mBf {By(t)};cr, entonces

By (t) — By(b)

lim sup = 400 C.S.

t—ty

t— 1o




Proof.

Teniendo en cuenta que el proceso tiene incrementos
estacionarios y que es autosimilar de parametro H, se tiene
que

By (1) — Bu(to) o B (t—to) o :
H t_toH 0) d Ht_too 9 (t— 1)1 By(1).

Fijado k > 0, definimos los conjuntos

B
A, = { sup
0<s<1/n

entonces A, O An 1. Luego,

P(An)ZP(‘W

> k) -

P (|BH(1)| > nH—1k) — 1.

n—-+o0co




Observacion

La demostracion anterior se mantiene valida para cualquier
otro proceso autosimiliar de parametro H € (0,1) de
incrementos estacionarios.

Enunciamos a continuacion otras propiedades que tienen los
mBf.

@ Todo mBf tiene a— variacidén no acotada si y solo si
aH < 1.

@ Todo mBf tal que H # 1/2, no es una semimartingala.
@ Todo mBf tal que H # 1/2, no es un proceso de Markov.

El hecho de que el mBf no tenga variacién acotada, implica
gue no exista en muchos casos la f: f(x)dBy(x) como integral
de Riemann-Stieltjes aun cuando f sea continua.

El resultado que enunciamos a continuacion, se debe a
Lamperti (1962) y en el mismo se ve que los procesos limites
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de sumas parciales normalizadas son autosimilares y muestra
también que todo proceso autosimilar puede ser pensado
como limite de sumas parciales normalizadas.



Teorema

Si Xy, Xo, ... sucesion estacionaria de variables aleatorias y
{an} es una sucesion real tal que a, — +oc tales que

[nt]

L Zx % {Yiher

teR

donde P(Y1 # 0) > 0. Entonces existe H > 0 tal que

8y
i u! para todo u > 0 y ademads {Y:},.pes autosimilar

de parametro H y tiene incrementos estacionarios.
Reciprocamente, si{Y:};.r €s autosimilar de parametro H
entonces existe X1, Xo, ... sucesion estacionaria de variables
aleatorias y una sucesion real {a,} tales que a, — +oo y

[nt]

3512)(/ g{yf}teR'
i=1

teR
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Por ultimo, mostramos en el siguiente teorema debido a
Sottinen (2001), que el mBf puede ser obtenido también como
limite de caminatas aleatorias.

Partimos de una sucesién {X( )} de variables i.i.d
i,neEN

definidas en determinado espacio de probabilidad tales que
E (X( )) OyvVv <X( )) = 1 para todos i, n. Utilizaremos en lo
que sigue a la funcién

t
Ky (t,8) := CHs1/2‘H/ (u—s)H=3/2yH=1/2qy

S

definida para t > s > 0, siendo

B H(2H — 1) /2
Cn = <B(H— 1/2,2 —2H)>

Ahora definimos para cada n € N la sucesion de procesos



{BM}, . tal que B := < B mediante

[nt]

5" fz< / (5 )ds)X’(n)‘

Teorema (Sottinen (2001))
BN % B,




Proof.

Para entender la prueba hay que utilizar resultados sobre
convergencias de procesos estocasticos (no estan definidos en
estas notas), se sugiere ver el libro de Billingsley (1968). Se
probara en primer lugar que las distribuciones finito
dimensionales convergen en distribucion a las del proceso By,
y luego se probara que la sucesion es tensa. Fijados d € N,
ai, a,...,ag € R, ty, b, ..., ty € [0, T], observamos en primer
lugar que

2
d T
E(S a8y (1) :/0 Kiu(t, )Kit (1. S) 0.
=

Probaremos ahora que la sucesion { Yy}, definida por
Yo=Y, aB{" verifica que O




T
Y EQN (O,/ Ku(t;, s)KH (t, S) ds) :
0

Para todo n, se tiene que E (Y,) = 0 porque E (XI,(”)> -0
cualesquiera sean i, n. Definimos

z nt
Cijn= /1 Ku <[n] s) ds.

n

E(B"B{") =

I

[ntl] [ntk]

E nz Ci,j,nX,'(n) Z Ch7k7an(’n)
i=1 h=1

O



V(=303 aaE (B8 -

j=1 k=1

(nT]

nzzakajzcljnclkn
j=1 k=1

i=1
Aplicando el teorema deI valor medio en ambas integrales,

existen sjj Y Siknen (5, n} tales que

V ( Yn) =
(nT]

d
1 ngj] [nt]
n E_: 2_: i) Z Kn ( »Sij, n) K < »Sik,n | -

Ahora, si tomamos limite cuando n — +oco y teniendo en
cuenta que Ky es continua, se obtiene







— Z <ntj] Sij, n) Ky <[n:]k], Si,k,n) —

/ Ki(t, $)K (t, 5) ds.
0

Por lo tanto hemos probado que

2
V( n—>—|—oo (ZajBH tj) '

Definimos ahora

Y™ fx”>z.a / KH<[”,3K] s> ds.

n

Entonces escribimos Y, como suma de variables






Proof.

Yn= Zﬂ Y,.(”) y verificaremos la hipotesis del teorema central
del limite de Lindeberg. Entonces,

i 2
(yi(n))2 —n (Xi(n)>2 (i ay /_'11 Ky <[nrl;k],s> ds)

y utilizando la desigualdad de Cauchy Schwartz primero, luego
que Ky (t, s) es creciente como funcion de t, y luego
nuevamente Cauchy Schwartz, obtenemos

() <

5 [/ d 2 g i 2
(Xi(n)> <Zak> Z(ﬁ . KH(T,s)ds> <

n







i

(X (Zak) " (Ku(T.5))2ds <

n

(x) (Zak> d/ (Ki (T, 5))

donde en la Ultima desigualdad se debe a que Ky (t, s) es
decreciente como funcion de s. Definimos los conjuntos

Anii={|¥7] > eV N (V) }

y'( n)
i

{(X(”) (Zak>2d/ Ky (T, s)ds > 2V (Yn)},




Proof.

entonces la desigualdad anterior implica que A, ; C B, ;. Ahora

teniendo en cuenta esta inclusion y el hecho de que las X,.(”)
son indénticamente distribuidas, se tiene que

E [(Y,-(n)>21"‘n,i] <
V(Y)E [(x,(”))z 1Bn,,} —V(Y,)E [()q(”))z 1Bm}

[nT]

77 B () 1] <

E [<x1(n))2 1Bn71} ey

Por lo tanto se verifica la condicién de Lindeberg lo que O




Proof.

concluye la prueba de que las distribuciones finito
dimensionales de {B§”>}t>0 convergen en distribucion a las

correspondientes a {B,./(l‘)_}t20 . Probaremos ahora la tension.

Dados 0 < s < t,
2
E(B"-B) =

(fi/ (5 )“(mﬂ“)]d%(m)z
-5 ([ o (51) (.0 )

utilizando Cauchy Schwartz, la dltima expresion queda




[nt]

5, ((0) (1)
i=1" "n
[ (5 (.0) (20

2H

[nt]  [ns]
n  n

Si0 < s<t<u,setiene que

e (607 - 607) (87 - 87) <

|:E (Bgn) B Bgn)>2:| 1/2 |:E (BEI”) B B@)T 1/2 .




[nt]  [ns]|"

[nu]  [ns]|”
n n

n n

[nu]  [ns][*"
o

Siu—s<1/n,entonces sy toty uestan en el mismo
subintervalo [2, ™+1) para algin m por lo que

E ‘B§”) — BB _ g 2.0
y siu— s > 1/nentonces
E|B{" - B("| 8" - B < 22" |u - s

entonces como H > 1/2 el teorema 15.6 de Billingsley (1968)
implica que {B("} es tensa.

Ol
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Definicion

Dados \,o > 0 y {By(t)};cr movimiento browniano fraccional,
si para cada t definimos X; = o ['__ e=(t=5)dBy,(s), entonces
se dice que {Xt},.r €s un proceso de Ornstein Uhlenbeck
fraccionario.

Notacion: {X;},.p ~FOU(\, 0, H).

Observacién

La integral de la definicion anterior respecto del mBf, es la de
Riemann-Stieltjes, y su existencia esta justificada en el
siguiente teorema debida a Cheridito, Kawaguchi & Maejima
(2003).




Teorema

Dados un mBf {By(t)},.r con parametro de Hurst H < (0, 1],

Ao >0, ae [—o00,+00) y & variable aleatoria, entonces para
casi todo w € Q se cumple que

Q ; e*$dBy(s, w) existe como integral de Riemann-Stieltjes
y ademas es igual a

eMBy(t, w) — e*By(a, w) / By(s, w)e*sds.

@ Dada una variable aleatoria &, la tnica func:on continua
que resuelve la ecuacion x(t) = £ — A fo S)ds + oBy(t)
para t > 0 (la condicion inicial es x(0) = £) es dada por

X, (w) = e~ (g(w) bo /0 B (s, w)> .




Proof.

Bastara con probar que |I|m B|”|(7) = 0c.s. paratodo vy > H,

ya que en ese caso fat BH s)e’sds existe, y luego, por el
teorema de partes de la integral de Riemann-Stieltjes,
fat e*$dBy(s) existe c.s. lo cual termina la prueba de 1.

@ Probamos la afirmacién observando que

= o [ |tPFBy(1/t) si t#0 af
BH(t)—{ 0 s f_p esunm de
parametro H, luego escribimos
By(s By(t
‘wa) = [t B(1/t) = méi(,_)w-

Ahora aplicamos el teorema de continuidad de
Kolmogorov y obtenemos el resultado.

@ Le llamamos z(t fo s)ds, luego la ecuacion toma la
forma Z/(t) = € — )\z( t) + JBH(t), con z(0) = 0, cuya Unica




Proof.
solucién es

t
2(t) = &M / & (¢ + oBy(s)) ds.
0

Entonces, la solucién buscada es

Z)=X;=e M <§ + a/oteAsdBH(s)> :

Corolario

Xt (w) = e (g(w) +o [d edBy(s, W)) es no derivable c.s.

o)




Corolario

Bajo las hipotesis del teorema anterior, se tiene que en el caso
particular de que & = ffoo e*$dBy(s), resulta que la tnica
solucion continua de la ecuacion es

t
Xt:a/ e M9 dBy(s)

—00

resultando ademas que esta solucion es estacionaria.

Observacién

Todo proceso FOU(\, o, H) es gaussiano (por ser limite de
procesos gaussianos), centrado y estacionario (porque los
incrementos de un movimiento browniano fraccionario son
estacionarios).




Observacion
Integrando por partes se obtiene otra expresion para el proceso

t
X, = oBy(t) — oA / e=(=9)B, (5)ds.

—00

Observacion

Cuando H = 1/2 se tiene el proceso de Ornstein Uhlenbeck
habitual.

Asi luce la trayectoria de un proceso
FOU(A=0.3,0 =1,H=0.7) en el intervalo [0, 100]
observado en n = 10.000 puntos:



FOU

20 40 60 80 100



FOU

Langevin (1908) fue el primero en describir el movimiento de
una particula inmersa en liquido. El mismo describe la
velocidad de la particula v por la siguiente ecuacién de
movimiento:

av(t)y  f F(t)
a ~ m'OT

siendo m la masa de la particula, f el coeficiente de friccion, y
F(t) la fuerza resultante del choque con otras moléculas que
puedan existir en las cercanias. Mas tarde, Ornstein y
Uhlenbeck (1930) imponen hipétesis de azar a la funcion F(t) y
con las mismas, deducen que para una condicion inicial

v(0) = x € R, v(t) queda con distribucion normal con media
xe~ My varianza g (1 — e 2\) siendo A = f/my

02 = 2fkT/m? siendo k la constante de Boltzmany T la
temperatura. En 1942, Doob not6 que si v(0) es una variable
aleatoria normal e independiente de F(t) para t < 0, entonces

la solucion de la ecuacion de Langevin es estacionaria y se

cumple ademas que t'/2v (%) para t > 0 es un.movimiento



FOU

browniano, de donde concluye que la solucion de la ecuacion
es continua pero diferenciable en ningun punto.

Para enmendar esta aparentemente incongruencia (la solucion
de una ecuacion diferencial no queda diferenciable), Doob le
da un riguroso significado a las ecuaciones diferenciales
estocasticas de la forma dX; = —AX;dt + dN; para el caso en el
que {N;} sea un proceso de Levy, y mostr6 ademas que dicha
ecuacioén estocastica con condicién inicial Xy = x, tiene por
Unica solucion

t
X; = e M <X+/ e)\Sst) , 1>0.
0



FOU

La siguiente funcion sera de utilidad puesto que aparecera con
mucha frecuencia en diversos calculos y esta vinculada con las
covarianzas del proceso, en particular nos permitira deducir
que los FOU son procesos de memoria larga.

fr(x) :=

X
e X <F(2H) —/ e%”"‘ds) +

0

X
e <F(2H)—/ e‘SSZH‘1ds>.
0

Probaremos a continuacion propiedades de fy.



Teorema
fy verifica las siguientes propiedades

@ 1y es decreciente.

© 1y es derivable una vez pero no dos veces en x = 0.

Q fy(x) — 0 cuando x — +oc.

Q fy(x) ~2(2H — 1)x?M~2 cuando x — +oc.

Q fy(x) — 14(0) = fiy(x) — 2 (2H) = — %7 + 0 (x2") cuando
x — 0.

o fr(x) = (2H)sm(7rH) 0+oo cos(;(_si_)ssz‘*z"’ ds =
4T (2H) SIn(7rH)X2H +00 cos(v)v‘—z"’d

™ 0 X242 v.




Proof.

(1)

(2) Evidente.

(3) Se prueba similar a la demostracion de (4).
(4)

4) Aplicaremos la regla de Bernoulli (LHépital) y llegaremos a
que el limite del cociente entre ambas expresiones es uno.

. fu(x) ()
XHTOO X2H*2 -

eX fx+00 e—sSZH—1 ds — e* fOX esSZH—1 ds

lim

X—+00 X2H-2

|' [ e ss?H-1ds — 2% [* 35"~ 1ds Bermouii

m -
X—r4-00 e Xx2H2

" _2X2H—1 4 DX fOX esSZH—1ds
xhoe  —x2HZ 1 (2H —2)x2H=3




2x2H-1 _2e~x [X e5s2H-1ds

lim
X—+00 x2H-2
X 2H—1 _ o [X 45 2H—1
- 2e*x 2 [ €571 ds Bermoull
X——400 exx2H-2 -

2(2H — 1).
(*) se debe a que e */x2-2H — 0.
()
fr(x) — fy(0) = fu(x) — 2T (2H)
=T (2H) (e + e -2)

X X
x oH_ B
—e /0 ess?H 1ds—e’(/ o-5g2H-14g _
0

]



Proof.

I ynt2H oo (—1 )nxn+2H

° <X2H> a eXZ;J ni(n+2H) e‘XnZ:O nl(n+ 2H) B

n—=
2H

o) <x2H> — %

(6) En el corolario del teorema siguiente, obtendremos que
2
E(XoX;) = 2 g’;’;ﬁ’), pero por otro lado, considerando las
funciones h(x) = eM1 <5 ¥ 9(x) = €M1 0 y de
acuerdo al producto interno definido en la pagina 289 de
Pipiras & Taqqu (2000), se tiene que

E(XoX;) = o%e (g, h) =

oI (2H + 1) sin (xH) /+°° eltx |x|1=2H
o Z S —adx.
2 e A2 X2




Igualando ambas expresiones para E (XpX;) y despejando fy
se obtiene el resultado. O

Vemos los graficos de las funciones fy para distintos valores de
H.



fH(t)

2.0

05

0.0

FOU

Grafico de f_H para distintos valores de H
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Teorema

Dados

~FOU(>\1 o, H) yX ~FOU(\z, 0, H) generados por el
m/smo movimiento browniano fraccional {oB(t)};cp -
Entonces para t > 0 se tiene que

E(X"Xx®) =

0_2H 5 Aot
Gl =i (r 2H —/ e532H1ds> +
A+ )\2 2 ( ) 0
Mt
e

A+ 0

Si t < 0 se tiene que

E (x{"Xx®) =



2
L eI\ 2 (T (2H) - / e°s?1ds | +

A1+ A2 0

2 —At
o°H </\]—2He)\1tr (2H) _/ e—SSZH—1ds> _
A1+ Ao 0

En particular cuando t = 0, obtenemos

2 (407) = R (et ) -

o?T(RH+1) (1 on | \1-2H
200 + A2 (N2 2.



Proof.

La prueba esta basada en un trabajo de Pipiras & Tagqu (2000)
que muestran que

sit/2<H<1yf gelA”:=

{ /yf W[ Ju— 2H2dudv<+oo}

entonces
E </+°° f(u)dBy(u )du/_:o g(v )dBH(v)dv> —
@ 1) [ [ e v

Calculamos entonces ]



E(X"Xx®) =

t s
o%E </ e‘M"“)dBH(u)/ e‘A2(s_")dBH(v)> -

—00

o?H(2H — 1) x
t
/ e—)q(f—u)du /s e—>\2(S—V) |U _ V|2H—2 dV

haciendo el cambio de variable en la integral doble w = t — u,
Z = s — v obtenemos la siguiente expresion

E (x}”xgz)) = 62H(2H — 1)x

e ee 2H-2
/ e~ M de/ e |t—w+z—s*"dz.
0 0




De aqui se observa que E ( X; ' X5’ | depende de t — s por lo

que alcanza con obtener una expresion para E (Xé”Xt(z)) .
E(X"Xx®) =
+oo +o0
2H(2H — 1)/ dw/ e MWhZ |z — t2H2 gz,
0
que luego de hacer el cambio de variable h = \qyw + X2z en la

integral en z queda
o?H(H-1)

A2
+o0o
/ an [0
A w

o?H(2H—-1)
)\2H 1

+o0
/ dw/ e "|h— (A + X)) w— Xt 2adh =
s W

h 2H-2
h=dw dh =

A2




gen ) |! _Ix

2H—-1
>‘2

+00 h/)\1
/ e~"dh / h— (A1 + Aa) W — Apt2H2 dw.
0 0

Observamos que hasta esta ultima igualdad, vale cualesquiera
seanty Ay, A2 > 0.
Ahora seguimos el calculo en el caso t > 0 y separamos en
zonas de acuerdo al valor absoluto que aparece en la ultima
integral.
Nos queda entonces % X

2

Aot B/
/ e~hdh / (1 + Xa) W+ Dot — )2H2 dut
0 0

h=2pt

e Atz 2H—2
/ e "dh (h— (A + X)) w— A2i) aw—+
ot 0



gen ) I! _Ix

2H—-1
>‘2

+OO h/>\1
/ e~hdh /h (A + 22) W+ Aot — B)2H2 dw =
A )

2t A1+)\§;
2
o°H ¢ 1—2H
——e 2 (2H) A —
M+ Ao ( ) 2
2 Aot
o°H 2
)\12H/ e Ot — M2H-1 gh
M+ Ao 2 0 ( 2 )
o?H . 4_ap

—+00
—h 2H—-1
e "(h+ A\t dh
A1+ A2 1 /0 ( + M )

luego de hacer los cambios de variables s = M\of — henla
primer integral y s = h+ A\qt en la segunda, nos queda



o°H 4 oy —)\t/ 2 s 2H—1
A e 2 e’s ds+
A+ 2 0

2 +00
o°H _ _ _
Al 2He/\11‘/ oSs2H1 gg —
A+ A2 Mt

o?H

—)\gtr oH )\172/’/_
A1 —|—)\26 ( ) 2

2H )\21’
g )\;—ZHe—)\gt/ e$s?H-1gs+
A1+ Ao 0

o2H /\1—2H {e)ql‘r(z/_/) o e)\1f/)\1tesSZH1dS:|
M+ A ! 0

2 Aot
o°H i 1—2H< /2 s 2H—1 )
——e "2l N(2H) — e°s ds |+
A+ Ao 2 ( ) 0

2 At
o°H 1 _on /\t( /1 5 2H-1 )
A eM' (T (2H) — e °s as).
A 4 do 1 (2H) Ja



FOU

La formula para el caso en que t < 0 es completamente
analoga.l

Corolario

Si{Xt}icr ~FOU(X, o, H) entonces

o2 Hfyy (A1)

E (XoXt) = 5 0n

Como los calculos realizados en el teorema anterior se
mantienen validos para el caso en que A\ = Ao = A, sélo resta
sustituirlos en la formula anterior y se obtiene el resultado. [




Observacion

Tomando t = 0 en la igualdad anterior y teniendo en cuenta
que fy(0) = 2I' (2H), obtenemos la varianza de las variables
que componen el proceso:

a2l (2H + 1

Observacién

Dado que E (XoXt) = % — 0 cuando t — +oo sumado al

hecho de que el proceso es gaussiano y centrado, se deduce
que todo FOU(\, o, H) es ergddico.




Estimacion de parametros

Observacion

Dado el comportamiento asintotico de la funcion fy, se deduce
que cuando 1/2 < H < 1, se tiene que

+00 +oo
S E(XoXa) ~ Y P2 = oo,
n=1

n=1

por lo que el proceso es de memoria larga.




Estimacion de parametros

Contenidos

@ Estimacion de parametros
@ Prediccion.



Estimacion de parametros

A partir de ahora apuntamos a la estimacion de los parametros
de un FOU.

Existen muchos métodos para estimar el parametro de
memoria larga, en Taqqu et al (1995), por ejemplo hay una
descripcion de los principales.

En Hu & Nualart (2010), se encuentran formulas explicitas para
estimar \ y o por maxima verosimilitud y se prueba
consistencia y normalidad asint6tica en el caso en que H es
conocido.

Aqui veremos como estimar los tres parametros a la vez,
siguiendo lo propuesto por Brouste & lacus (2013) donde
ademas prueban la consistencia y la normalidad asintética.



Estimacion de parametros
Definicién

Se dice que a = (ay, a1, ..., @) es un filtro de longitud k + 1 y
orden L > 1 si y sdlo si, se cumplen las siguientes condiciones:

o Y ,ai' =0 paratodo0 </ <L—1.
o YK jait #0.

Si ademés el filtro cumple que Y (—1)"~1a; = 1, se dice que
el filtro esta normalizado.

(—1,1) es un filtro de orden 1 y longitud 2.

(—1,2,—1) es un filtro de orden 2 y longitud 3.




Estimacion de parametros

Mas en general (—1,k,—C5, ..., C, —k,1) es un filtro de orden
k y longitud k + 1.

Observacién

Dado un filtro a de orden L y longitud k + 1, se puede construir
uno de orden L y longitud 2k + 1 que se llama filtro a dilatado y
se define como

& = (ap,0,a1,0,a,0,..0, ay) .

Se tienen n observaciones del proceso en el intervalo [0, T] a
tiempos equiespaciados

Xa, Xon, ooy Xiny ., Xon = X7



Estimacion de parametros

Dado un filtro a de longitud k + 1 y orden L, los autores definen

1 n—k k 2
Vn,a = E Z an(iJrj)An
i=0 \j=0

siendo Aj := T,/n luego proponen estimar H y ¢ mediante

™ 1 Vn,a2
H_élog2 < Vn,a)’

82 . —2 Vn7a
B~k k 2R
DBy o> o akar |k — 1|

A partir de estos estimadores, proponen estimar A mediante

2y X\
na2r(2ﬁ/+1)

A




Estimacion de parametros

Las formulas para H'y o (asi como las pruebas de consistencia
y normalidad asint6tica) estan basados de un trabajo de Istas
& Lang (1997), sobre procesos gaussianos de incrementos
estacionarios donde H es el indice local de Holder del proceso.
En lo que sigue veremos de dénde salen estas formulas, asi
como la demostracion de los teoremas de consistencia.
Comenzamos definiendo el variograma y el indice local de
Holder de un proceso de incrementos estacionarios.

Definicion

Si {X;} es un proceso en L? de incrementos estacionarios y
centrado se define el variograma del proceso a la funcion:
v(t) = 1E (Xs — Xsrt)®.

Observacion

v(t) = p(0) — p(t) siendo p(t) = E (XoXt) .




Estimacion de parametros

Definicion

Dados p enteroyr € (0,1) sedicequef:R —Resp+r
Hélderiana si f(P) es Lipschitz de orden r, esto es, si existen
k,e > 0 tales que : |f(P)(x) — f(P)(y)| < k |x — y|" para todos
X,y tales que |[x — y| < e.

Definiciéon
El indice local de Hélder de un proceso es

h:=sup{p+r : X; es Holder de ordenp +r c.s.} .

Condicion (A1).

Le llamamos D al maximo entero tal que v es 2D veces
derivable, y suponemos que existen constantes C > 0y
s € (0,2) tales que:

vD)(t) = vD)(0) 4 C (—1)P |t|° + r(t)

siendo r(t) = o (|t|°) cuando t — 0.



Estimacion de parametros

Para procesos que satisfacen (A1), se define h:= D + s/2, se
prueba en lbragimov & Rozanov (1978) que h es el indice local

de Hélder del proceso.

Observacién

Si{Xt}icr ~FOU(X, 0, H) entonces D=0y h=H.

Definicion

Dado un filtro a = (&, ay, ..., @p) definimos el proceso

DX = pr:o aiXitja paraj=1,2,3,...n— py su varianza
por o5 x. Definimos también la variacion cuadrética
correspondiente al filtro a como

n—p \2
V(n,a,A):%Z <(Aa2x’)—1>.

j=1 Ua,A




Estimacion de parametros

Observacion
{BaXi}_1 3. np €S €Stacionario.

Condicién (A2)
Dado un filtro a de longitud p + 1 y orden M, suponemos que

p P
ZZaka,|k—l\s7£0

I=0 k=0

para todo s € (0,2M) que no sea entero par.

a=(1,-2,1) verifica (A2) siendo M = 2, ya que
Z’2=0 Zizo akaj |k —1|°=2st1 _8.




Estimacion de parametros

Teorema (Teorema 1- Istas & Lang -1997)

X = {Xt}>o €s un proceso centrado con incrementos
estacionarios que verifica (A1). Le llamamos T = sup,{nAn}.

(1) Existen,G>0,~v>syq>~+ 1/2, q entero tales que
en (0,4], r(t) es q veces derivable y \r(‘”(t)\ <Gt"9.
(2) Sid < T suponemos que existe un entero d tal que
d>s+1/2yves2D+ d veces derivable en (6, T| y
ademés ;| |v2P+a)(t)| dt < 400, y si a es un filtro de
orden M que cumple (A2) con
2M > max {2D + q,2D + d} entonces

C.S.
Vn7a7A — 0-

(8) Sis > 3/2, supongamos que existe § > 0 tal que en (0, 4],
r(t) es exactamente 2 veces derivable y r'(t) = o (|t\3_2) .

(4) Sio < T yv es exactamente 2D + 2 veces derivable en

v



Estimacion de parametros

Teorema (Teorema 1- Istas & Lang -1997)

(6, T], [ |v@P+D(t)| dt < +oc, eligiendo un filtro a de orden
M>D+1yA, talquezﬁ#,e < 400,
entonces

Vn7a7A C*S> O

Teorema (Teorema 2- Istas & Lang-1997)

{Xt}:~o €s un proceso centrado con incrementos estacionarios
que verifica (A1). Le llamamos T = sup, {nAp} .

@ Sielresto r(t) en (A1) y los filtros al’) satisfacen las
condiciones impuestas en el teorema 1.
@ Sis > 1, elegimos A, tal que nAS™! — 400,
entonces
VVian 4N (0,0%(a)).



Estimacion de parametros

@ Sis > 3/2, supongamos que existe 6 > 0 tal que r(t) es
exactamente 2 veces derivable en (0,0] y

r(t) = o (|t1°?).
© SiJ < Ty vesexactamente 2D + 2 veces derivable en

(6, T1, f(;T |vP+2)(1)| dt < +00, eligiendo un filtro a de
orden M =D + 1y Aptal que nA, — +o0o, entonces

VLSV, an SN (o, 02(a)) .



Estimacion de parametros

Veremos en en lo que sigue un procedimiento de estimacion de
los parametros C y h mediante la aplicacion de los teoremas
anteriores.

Consideramos en primer lugar, dado un filtro a de longitud

p + 1, la variacién cuadratica empirica definida como

2
n—p

p
1
Unan = n Z aiXi+ja
i=1 \j=0

Se prueba que

p P
02a = —C(-1)P22"S" Y aa k- 12"+ 0 (A2h)
k=0 /=0

por lo que cuando A, — 0, se tiene que
D £ 2h
g —C(-1)P A% "> aea k- 117" =

k—0O =0

12

p
A

n—-+o00



Estimacion de parametros
P p—

23" aaiim [—C(—1)D (mA)ﬂ .

k=0 m=0
Ademas, para cada A fijo, se tiene que

Unan &3 —C(— AZhZZaka,\k—Hz”
k=0 /=0

Considerando / distintos filtros (al),_, ,, , de longitudes
pi + 1 planteamos [/ igualdades a partir de

Up s = 22 Z EE [f (—1)P (ma)2h

k=0 m=0

y a partir de estas igualdades estimamos C y h mediante
regresion lineal.

De esta manera si le llamamos U al vector de componentes
U, . A Y A alamatriz de dimensiones / x p siendo



Estimacion de parametros

p = max{ps, pz, ..., p;} definida mediante

pi—J
AI/ = 223/( ak+j Slj: 1a273a"-7p/"

A,-j = 0 en otro caso.

Si le lamamos Z al vector cuyas componentes son
—C(—1)P(in)2h, se tiene entonces que U 3 AZ.

Si tomamos los filtros al) de modo que A tenga rango
completo, se tendra que Z = (ATA) ™' ATU sera un estimador
consistente de Z. Tomando logaritmos a las coordenadas del
vector formado por |Z;| se obtienen los estimadores de C y de
h:

P ilog|Z|log (ja) ~ 1527 log |Z| 520, log(jA)

2 (7., log? ) — 5 (2., g )

>)




1 [ P .
log (C) =5 (; log ’Z/‘ — ZhZ;Iog (jA)) .

Planteamos ahora un teorema de consistencia y normalidad
asintotica de estos estimadores.

Teorema (Teorema 3 Istas & Lang-1997)

Si X = {Xt}~o €s un proceso centrado de incrementos
estacionarios que cumple (A1), (a),_, 23, Sonfiltros de
longitudes p; + 1 que cumplen (A2) y son tales que la matriz A

definida anteriormente es de rango completo. Dado o > 0
definimos A, = n—%.

@ Sielresto r(t) en (A1) y los filtros al)) satisfacen las
condiciones impuestas en el teorema 1 (1), es decir,
existen 0,G > 0,v> sy g >~ + 1/2, q entero tales que
r(t) es g veces derivable en (0,0] y [r(D(t)| < G|t~ 9.
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@ Sio < T suponemos que existe un entero d tal que
d>s+1/2yves2D+ dveces derivable en (0, T] y
ademas [, [vEP+I)(f)| dt < +oo, y si a) es un filtro de
orden M; que cumple (A2) con
2M; > max{2D + q,2D + d},
entonces

(E, 6‘) °$ (h,C).

© Sia < 1/(4s—6)yelresto r(t) en (A1) y los filtros
al)satisfacen las condiciones impuestas en el teorema 1
(i), es decir si s > 3/2, supongamos que existe § > 0 tal
que r(t) es exactamente 2 veces derivable en (0,4] y

r(t) = o (|t1°?).
© Sid < Ty ves exactamente 2D + 2 veces derivable en

(6, T], J;7 [vPH(#)| dt < 400, eligiendo filtros a) de
orden M; > D+ 1y A, tal que Zﬁﬁs_e < +00,



entonces N
(h, c) °$ (h,C).

© Sielresto r(t) en (A1) y los filtros al’) satisfacen las
condiciones impuestas en el teorema 2 (1).

© Si s < 1suponemos que para cierto = > 0, se cumple que
r(t)= o (|t|**") cuando t — 0, elegimos a > 1/(27). Si
s > 1, suponemos que para cierto = > s — 1, se cumple
que r(t) = o (|t|**") cuando t — 0, elegimos
1/(21) < a<1/(25s—-2).
Entonces

ﬁ(ﬁ_h) LA N(o,g,%(h, c,a)).
I(;gﬁn (6— c) LA N(O,azc(h, c,a)).

@ Sielresto r(t) en (A1) y los filtros al)) satisfacen las
condiciones impuestas en el teorema 2(2).
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Q Suponemos que para cierto = > 0, se cumple que
r(t) = o (|t|°*") cuando t — 0, elegimos « tal que
1/(27 +2s - 3) < a < 1. Entonces

n'/2=a(s=3/2) (E - h) %N (o,a,% (h,C. a)) .

n1/2-a(s-3/2)

~ w 72
- N( ) h7 ) ) -
ST (c-c) “n (0% (hca)
En lo que sigue, planteamos el método de estimacion de los
parametros Cy h.
Usaremos una féormula mas simple (aunque no es la misma)
que las planteadas mediante regresion para estimar ambos
parametros. La idea radica en que para n grande y A, chico,
se tiene que
p P
Un,a,A = _C(_1 )D A2h Z Z aka ‘k - I’2h

k—0O =0
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entonces
h
Upzen 22h—C(—1)DA2’7 SR SR s akak — 1P
U T _co(—=1\P pachsp p —2h
haa C(—1)Pa2ry PSP aa |k — |

0 sea que

Un’aZ’A g 22h
Un,a,A
por lo que igualando ambas expresiones y despejando h se

obtiene 1 Y
h=-lo ”’aZ’A) .
2 92 ( Un,a,A
Nuevamente, usando la férmula planteada por Istas & Lang
obtenemos un estimador de C

’é _ Un,a,A
(—1)Pa2n RSP akak — 1P

En los siguientes dos teoremas, se prueba la consistencia y la
normalidad asintotica de los estimadores propuestos.
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Teorema (Brouste & lacus-2013)

Si el filtro a tiene orden L > 2, T — +o00 y A, — 0 cuando
n — +oo0, entonces

o
(H, a) % (H, o).
Q
Jn (ﬁ/ . H) Y N(0,T1 (H,0,a))
o

b\gf”n(xa) % N (0,72 (H,0,)).
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Proof.

Se verifican las hipotesis del teorema de Istas & Lang (1997).
Debido a la propiedad 6 de fy se tiene que D = 0, por lo que
para verificar la hipétesis (A1), se utiliza la propiedad 5 de fy se
obtiene que

2
V(1) = p(0) ~ p(t) = i gp (2T (2H) — fy (A1) =

2
S 1P+ o (1P7).

Entonces, el indice local de Holder del proceso es H. Luego, se
verifica la hipétesis (i) del teorema 3 de Istas & Lang (1997),
tomandoq=4,vy=2H+1—-¢,cone <1y H>1/2, parala
hipoétesis (i) y para la hip(’)tesis (i) s6lo hay que observar que se

puede elegir a € (27, 2(2,_, 1)) y considerar A, = n~“y que

4n:o(mwﬂ). O
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Teorema (Brouste & lacus-2013)

SiH e (1/2,3/4) y existe p > 1 tal que nAh — 0 cuando
n — —+oo, entonces

o < C.S
- Y
Q
ﬁ(X—A) ﬂ>N<O,)\(;’jI)2>.

_ F(1—4H)T (4H—1
siendo o2, = (4H — 1) (1 + W) :
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Proof.

Ya se habia visto que

2
V(X:) = W para todo t.

Si se cumpliera que 1 "7, X2 % V(X;), entonces igualando

;o #r@H+Q
H;X"ZAZ 2)\2H

despejando \ se obtendria
—1
5 ( 251 Xa )2’q
nﬁr@ﬁ+ﬂ

el cual queda consistente. En Hu & Nualart (2010) se prueba

] — (40 O /AN .. AP

Y o W [

R [P A
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Observacion

Ap = @ verifica las distintas condiciones de los teoremas.

Observacioén

o2, es una funcion creciente de H.

En las siguientes tablas dadas en el trabajo de Brouste & lacus
(2013) se ve en distintos casos la convergencia de los
estimadores de cada uno de los parametros.

En las proximas dos tablas se simularon 500 veces, n = 1000
observaciones de un FOU en el intervalo [0,100] con A =2y
se estimaron los parametros H y o para diferentes valores. En
cada entrada de la tabla va el promedio de las estimaciones y
entre paréntesis la desviacion estandar de las mismas.
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H=09
0.898 (0.031)
0.898 (0.033)

H=07
0.697 (0.033)
0.700 (0.034)

H=05
0.499 (0.035)
0.498 (0.033)

Il
NN —

SIS o

G H=05 H=0.7 H=0.9
c=1 1.024(0.262) 1.016(0.282) 1.081 (0.437)

o=2 2035(0.51) 2.073(0.564) 2.213(1.11)

En las proximas dos tablas va lo mismo pero ahora
considerando n = 100.000.

STESERY)
1l

NN —

H H=05 H=0.7 H=0.9
o =1 0.500(0.003) 0.700 (0.003) 0.900 (0.003)
o =2 0.500(0.004) 0.700 (0.003) 0.900 (0.003)

H=05

1.000 (0.025)
2.001 (0.053)

H=07
1.001 (0.026)
2.002 (0.053)

H=09
0.999 (0.036)
1.997 (0.073)
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En las proximas dos tablas se simulan 500 veces FOU en [0, 1]
con n = 100.000 en el primer caso y 500 veces FOU en
[0,100] con n = 1.000 en el segundo, se observa como para la
convergencia de \ se requiere la hipotesis T — +oo.

H H=05 H=07 H=0.9
A=05 0.093(0.037) 0.214(0.057) 0.353 (0.069)
A=1 0.138(0.052) 0.276 (0.068) 0.432 (0.078)

G H=05 H=0.7 H=0.9
A=05 0.476(0.148) 0.514 (0.166) 0.605 (0.298)
A=1  0.906 (0.227) 0.940 (0.238) 1.005 (0.412)
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En lo que sigue veremos como se puede utilizar un proceso
FOU(\, o, H) para predecir valores futuros en una serie de
tiempo estacionaria centrada de memoria larga.

Dado un instante de tiempo fijo ¢, y un ¢ fijo, observamos que la
esperanza condicional de X;.. condicionado a la observacion
del proceso hasta el instante t, es una funcion de los
parametros A\, o y H, llamémosle

E(\o,H):=E (Xt+a/ {Xs}sgt) .

La prediccion al instante t + ¢ luego de haber observado todo
el proceso hasta el instante t, la definimos como

Xiye = E (Xt+a/ {XS}s§t>

siendo R L
E (XH-a/ {Xs}sgt) =E ()\737 H) :

es decir estimamos la esperanza condicional sustituyendo los
valores de los parametros por sus estimadores.
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En la practica, para el calculo de X;.. se cuenta con las
observaciones del proceso discretizado en el intervalo [0, {],
digamos

Xt/nv X2t/n7 X Xt.

Como el proceso es gaussiano y centrado, la distribucion
condicional de X;. condicionado a X;,,, Xo¢/p, ---, Xt €s normal.
Si le llamamos ) | a la matriz de covarianzas del vector

(Xi/ns Xot/n; - Xt Xt1< ), podemos escribir Y~ en la forma

( Zn,n Zn,1 )
ZLn Z(n+1)7(n+1)

donde los subindices en las matrices >, ,, >, 1 Y >_4 pindican
las dimensiones de las matrices consideradas mientras que
Y =V (Xue) =V (X0).
(n+1),(n+1)
Por lo tanto

E (Xtie/ (Xi/n, Xot/ns s Xt) = (Xt/ns Xot/ny -, X)) =



Estimacion de parametros
. T

ZLn (Zn,n> (Xt/m Xt/ - Xt)

Luego tendriamos que la prediccién al instante t + ¢, una vez
observado el proceso hasta el instante ¢, lo obtendriamos
mediante la formula????, sustituyendo

— i\
% T
XH—& = ZLn <Zn,n> (Xt/na X2t/n7 ceny Xt)
donde en las matrices > se sustituye (\, o, H) por (X,&, H) ,
obteniendo de esa manera f;, y f;,
En el caso de querer simular k observaciones siguientes a los
momentos t+1/n,t+2/n,....t + k/n, se procede de manera

similar. Ahora le llamamos | a la matriz de covarianzas del
vector

(Xt/ns Xot/ny s Xts Xest 0. Xev2/ny 5 Xeake/n) »
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podemos escribir ) | en la forma

( 2onn Xnk )

Zk,n Z(n+k),(n+k)

donde los subindices en las matrices Y, ,, >, x Y >« pindican
las dimensiones de las matrices consideradas mientras que

Yo =V (X)) =V (X).
(n+k),(n+k)

Como el proceso es gaussiano, la distribucion conjunta del
vector (X,H/,,,XHZ/,,, ...,Xt+k/n) condicionado al vector
(Xt/n, Xot/n, ---, X¢) es normal multivariada con vector de medias

-1
Zk,n (Zn,n) (Xt/n7X2t/n, ...,Xt)T7

luego predecimos los valores del vector

(Xit1/n Xez2/ny - Xerk/n)



mediante la formula

(y(t+1/n,5\(t+2/n7 ceey ;(tJrk/n) —

—
—

1
Zk.n (Zn.n> (Xt/n’XZT/m --'aXt)T.
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Ahora mostraremos el comportamiento predictivo del modelo
FOU con el de un FARIMA, por lo tanto, comenzaremos dando
la definicion de los modelos ARMA y FARIMA.

Definicion

Si{Y:} es un proceso estocastico estacionario y centrado, se
dice que Y; es un proceso ARMA(p, Q) si y solo si existen
constantes ¢+, ¢, ..., ¢p, 01,02, ...,04 y un proceso {e;} donde
se verifica

Yi=01Yi1 + P2V o+ ..+ dpYipt

01€¢_1 + Ooet_o + ... + Qqat_q T Ep

donde {e} es ruido blanco (variables no correlacionadas e
idénticamente distribuidas con media cero).
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Observacion

La expresion anterior se escribe también como
®(B)Y; = ©(B)et
siendo B es el operador shift, es decir, BX; = X;_1,

O(B)=1—¢1B— ¢aB2 — ... — ¢pBP,

O(B)=1+61B+0:B% + ... + 64B9.
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Definicion

Si{X:} es un proceso estocastico estacionario y centrado, se
dice que es un proceso FARIMA(p, q) si y solo si existen

€(—1/2,1/2), py q tales que Y; = (1 — B)? X; es un
proceso ARMA(p, q) . Mas expl/'citamente

= Y425 b(8)X;—s donde b(s) = H k= d+1 _ r(z()srg?”‘
Entonces { X} es un proceso FARIMA(p, q) si y sélo si existen

polinomios ¢ de grado p, © de grado q y d € (—1/2,1/2) tales
que

o(B)(1 — B)?X; = ©(B)e;

donde {¢;} es ruido blanco.




Vamos a la aplicacion en concreto.

@ Se cuenta con la serie de tiempo cuyos datos son la
energia afluente generada por las represas hidroeléctricas
semanales en MWh desde la primer semana de 1909
hasta la semana 26 de 2013.

@ Estimando el parametro H por diversos métodos, se
obtienen en todas ellas estimaciones claramente
superiores a 1/2, lo que sugiere la conveniencia de
modelar mediante una serie de tiempo de memoria larga.

@ El objetivo es el de pronosticar de la mejor manera posible
a partir de algun modelo de memoria larga, la energia
acumulada semestral.

@ Se mostraran los resultados de dos modelos:
FARIMA(3,d,1) con parametros estimados por maxima
verosimilitud y FOU.

@ En los graficos que mostraremos a continuacion,
superponemos los valores realmente observados, con los
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pronosticados por el FOU y los pronosticados por el
FARIMA.

@ En todos los casos, se estiman los modelos hasta la Ultima
semana de determinado ano, y con ello se pronostican las
52 semanas del anos siguiente.

@ Se ve un caso en donde las predicciones del FOU son
mejores que las de FARIMA, y otro donde la situacion es a
la inversa.

@ Veremos un caso en el que FOU pronostica muy mal.

@ Por ultimo se muestran los graficos con las predicciones a
5 afos, junto con las observaciones reales.
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Comenzamos observando los promedios semanales (en el
grafico de la derecha) y los desvios semanales (en el grafico
de la izquierda) de cada una de las 52 semanas.

110000

L

L

L
100000
L

MWh
I
MWh
90000
I

I I
70000 80000
L I

60000 80000 100000 120000 140000 160000 180000 200000

60000
I

week week
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Luego de desestacionalizar la serie, estimamos H por los
métodos R/S'y por la varianza agregada, para ver que
conviene modelar con memoria larga.

R/S Method Aggregated Variance Method

H = 0.6992
H=0.8101
2%
o
s
o
34
w |
B 7
H
@ 2
£ s
s §
g o s e
= g 2
o
v |
3
L.
=}
3
T T T T T T T
00 05 10 15 20 25 30 ' ! ' ! ' !
00 05 10 15 20 25 3.0
log10(d)

log10(m)
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Vemos ahora como quedan las predicciones de ambos
modelos un ano para adelante.

Se estiman ambos modelos hasta la ultima semana de 2000 y
se pronostican los valores de las 52 semanas de 2001. En el
grafico de la derecha para los datos desestacionalizados y
centrados, en la segunda los prondsticos concretos.

Predictions and observed values for 2001 in

Gaussian space T=phin(-1)oF Predictions and observed values for 2001

m observed
= prediction FOU
© — ® prediction FARIMA

T
1
L
ai
=
MWh
50000 100000 150000 200000 250000 300000
L

0
L

weeks of 2001 weeks of 2001
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Se estiman ambos modelos hasta la ultima semana de 2010 y
se pronostican los valores de las 52 semanas de 2011. En el
grafico de la derecha para los datos desestacionalizados y
centrados, en la segunda los prondsticos concretos.

Predictions and observed values for 2011 in

Gaussian space T=phiA(-1)oF Predictions and observed values for 2011

m observed W observed
m prediction FOU ® prediction FOU
« | ® prediction FARIMA m prediction FARIMA

MWh
50000 100000 150000 200000 250000 300000

0

weeks of 2011 weeks of 2011
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En el proximo grafico vemos un caso en que FOU pronostica
muy mal.

Predictions vs observed values for 2003-2007

W observed
W prediction FOU
B prediction FARIMA

MWh
2e+05 3e+05 4e+05 5e+05  6e+05
| L | 1 |

1e+05
I

0e+00
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0 50 100 150 200 250

weeks of 2003-2007
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En los proximos 3 graficos mostramos el comportamiento de
las predicciones a 5 anos. En el ultimo de ellos, se agrega el
promedio semanal, y se observa cémo ambos modelos,
predicen como el promedio en la medida que queramos
predecir a largo plazo.
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Predictions vs observed values for 1991-1995
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Prediction vs observed values 1991-1995
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FOU de orden p
o p—

Definimos los operadores T, (y)(t) = [ e "\""°)dy(s)
(OU de parametro A > 0) y

TP()(t) = [ e X=X gy(5) (OU de grado hy
parametro \).

@ Arratia, Cabana & Cabana (2013) prueban que si
componemos los operadores T, con distintos valores de A
obtenemos una combinacion lineal entre los mismos,
mientras que si componemos T, para determinado A\ p
veces, resulta una combinacion lineal de los operadores

7,

Mas explicitamente Arratia, Cabana & Cabana (2013) prueban
la siguiente férmula.
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Teorema

Si componemos p operadores de modo de que aparezca py
veces \q, po veces Ay, ..., pq veces \q, donde
p1+p2+ ...+ Pg = p, entonces la compuesta queda en la forma
q .
_\9 Ph _ N9 pr—1 ~pa—1 (/)
hl;[1 Tf: =2 he1 Kn(R) TA: =2 ho1 Kn(X) jio th T,\,,
siendo

’
IT (1=X/Xxn)

NF#Ah

Kh () = Kh (M, A2, .., Aq) =

FOU de orden p.
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Definicion

Dado {oBy(s)}scr Un movimiento browniano fraccionario de
orden H y varianza o? y dados (A1, 1), (A2, 02) s -, (Ags Pq) »
siendo A1, A2, ..., A\g > 0y py,p2,...,pq € N tales que

p1 + P2 + ... + pg = p, diremos que el proceso {X (1)};cr
definido como

q pn—1

H T (oBu)(1) = > Ki Z coT JBH)( )

h=1 h=1

es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck fraccionario de orden p,
cuyos parametros son o, H, \1, Xz, ..., \g, P1, P2, ..., Pqg-

En el caso particular en que los p; sean todos iguales a la
unidad, entonces los pardmetros seran o, H, A1, A2, ..., \p y €l
proceso queda en la forma
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p
X(t) = [T Tn(eBu)(t) = D> Kn (V) Th,(0Br)(t).

h=1 h=1

Propiedades. Si {Xi} ~FOU(\q, X2, ..., A\p, 0, H) donde los \;
son todos distintos entre si, entonces

@ El proceso es gaussiano, centrado, estacionario.

@ El proceso es de memoria larga.

© Las trayectorias son continuas y no diferenciables en casi

todo punto.
© El proceso es autosimilar de parametro H.

Estimadores de los parametros. En primer lugar se estiman H
y o independientemente de A1, Az, ..., Ap.

n 1 Vn,a2
H = élogz ( Vn,a)

©




FOU de orden p

5 ( —2Vpa )
g = — _
AF Zﬁ:o Zf:o axay |k — 11?7

Consistencia y normalidad asintética de H yo.

Teorema

Si el filtro a tiene orden L > 2, T, — +o00 y A, — 0 cuando
n — 400, entonces

o
(F.5) %3 (H,0).
o .
Vi (H=H) % N0, (H,0,a))
o

b\gf”n(a_a) % N (0,72 (H,0,2))




Referencias

@ Arratia, Cabana & Cabana (2003) prueban que un OU(p)
(compuesta del operador OU aplicado p veces a un
browniano), puede ser visto como una version continua de
un ARMA(p, q) con g < p.

@ Comte & Renault (1996) prueban que un FOU puede ser
visto como el analogo continuo de un FARIMA (1,d,0).

@ Combinando ambos resultados, se puede probar que un
FOU(p) puede ser visto como el analogo continuo de un
FARIMA(p, d,q) con q < p.
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