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Capitulo 1

Repaso

Definiremos a modo de repaso los principales conceptos y enunciaremos los resultados necesarios para
la lectura de los siguientes capitulos, en general se dan sin demostracién. Las demostraciénes de los mismos
pueden encontrarse en [5], [4] o en cualquier libro introductorio a la probabilidad.

1.1. Espacio de Probabilidad

1.1.1. o-algebra

Definicién 1.1. Dado un conjunto Q # ), diremos que A C 2% es una o-édlgebra de subconjuntos de € si
se cumple:

s Qe A

= Si A € A entonces A° € A.

» Si {A,}nen C A entonces UpenA, € A.

Las siguientes propiedades son de facil demostracion, se sugiere hacerlas como ejercicio.

Proposicién 1.2. Si A es una o-dlgebra,

1) D e A
2) A1, Ag, ..., A, € A entonces U1 A; € A

3) Si {Ap}tnen C A entonces ﬂ;ti’iAn € A.
4) Si A,B € A entonces A— B € A

5) Si Ay es o-dlgebra de conjuntos sobre 2 para todo o € I, siendo I un conjunto cualquiera de indices,
entonces NacrAq s o-dlgebra de conjuntos sobre €.

Ejemplo 1.3. Ejemplos de sigma algebra:
1) {0,Q}.
2) 29.
3) {0,Q,A, A°}, siendo ) ¢ A & Q.
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Definicién 1.4. Dada una famila F' de subconjuntos de €2, el conjunto N4.pc 4.4 (es decir la interseccién
de todas las o-dlgebra que contienen a F') se llama o-dlgebra generada por F' y se denota o(F).

Definicién 1.5. La o-dlgebra de Borel en R es o(F) con F = {A C R : A es abierto}.
Se deja como ejercicio la siguiente proposicién.

Proposicién 1.6. Sea f : Q — ', y D una familia de subconjuntos de €, entonces o(f~1(D)) =
f~Yo(D)), donde denotamos, para B € D f~Y(B) = {w € Q: f(w) € B} la preimagen de B por f.

Teorema 1.7. Si

1) I ={(a,b) CR:a < b}
2) I = {[a,b) CR :a < b}
3) Iy = {(
4) Is = {(a,+o0) CR :a € R}
5) Is = {[a,00) CR :a € R}

6) Is = {(—o0,a) CR:a R}
7) It = {(—00,a] CR : a € R}

a,b] CR :a < b}

entonces la o-dlgebra de Borel definida anteriormente es igual a la o-dlgebra generada por cualquiera de
las familias de conjuntos Iy, ..., I;.

1.1.2. Espacio de probabilidad

Definicién 1.8. Dado Q # 0, diremos que la terna (€, A, P) es un espacio de probabilidad sobre 2 si y
s6lo si A es una o-dlgebra de conjuntos sobre Q y P es una funcién P : A — [0, 1] que cumple

i) P()=1
ii) sila familia de sucesos {4, },en C A son disjuntos dos a dos (4; N A; = 0 para todo i # j), entonces

+00 +o0

P (U An> =Y P(Ay)
n=1 n=1
Proposicién 1.9. 1) P(0) =0

2) Si Ai,..., A, € A son disjuntos dos a dos P(Ul'_ 1 A;) =
3) Si A,B € A, entonces P(B— A) = P(B) — P(AN B)
4) SiA,Be A, AC B, P(B— A)=P(B)— P(A) y P(A) < P(B)
5) Si A,B € A, entonces P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB)

6) Si Ai,..., A, € A, entonces P(UI_ 1 A;) < >0 P(A;).
7) Si {An}nen C A es tal que Ay C Ay C Az C ..., entonces P(Upen) = lim P(Ay,).

2imy P(Ai).

8) Si{An}tnen C A estal que Ay D Az D Az D ..., entonces P(NpenAy,) = lim P(4,,).
9) Si {An}nen C A es tal que P(A,) =1 para todo n, entonces P(NpenAy) = 1.
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1.1.3. Limite superior e inferior

Recordemos que si {an tnen C R es una sucesién de nimeros reales, el limite superior e inferior de la
misma se define como

limsupa, = lim supay y Iliminfa, = lim inf ag,
n n—+00 >, n n—oo k>n

respectivamente. Se puede probar facilmente que lim sup,, a,, = inf,, sup,~,, ax y liminf a,, = sup,, infy>,, a,.
Este concepto se generaliza a conjuntos de la siguiente manera:

Definicién 1.10. Dada {4, },en C A, se definen el limite superior e inferior de la sucesién de sucesos
como

+o0o 400 +o0o 400
limsup 4,, = ﬂ U Ay liminf A, = U ﬂ Ap
n n=1k=n " n=1k=n

respectivamente.
Algunas propiedades importantes:

Proposicién 1.11. 1)

limsup A,, = {w € Q: w € A,, para infinitos valores de n}
n

(ocurren infinitos Ay, ).

2)

liminf A, = {w € Q:w € A,, para todo n salvo a lo sumo una cantidad finita de indices}
n
(ocurre A,, para todos los n salvo una cantidad finita).

3) liminf A,, C limsup A,,.

4) Como la sucesion By, = ;::OZ Ay es decreciente, entonces
+o0
P(limsup A,) = lim P <an Ak> .
5) Como la sucesion B,, = z:; Ay es creciente, entonces
+o0
P(liminf A,) = lim P <Dn Ak> .

6) Si {Ap}nen es creciente, entonces
+oo
liminf A, = limsup 4,, = U A,.
" n n=1
7) Si {An}nen es decreciente, entonces

liminf A, = limsup 4,, = ﬂ A,.

8)
P(liminf A,,) <liminf P(A,,) < limsup P(A4,) < P(limsup 4,,).
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1.2. Independencia

Definicién 1.12. Dada una familia de sucesos {Aq }acr, donde I es un conjunto cualquiera de indices, se
dice que son independientes si y sélo si, para todo F' C I finito, se cumple que

P ( N Aa> =[] P(4w).
ack a€F
Teorema 1.13. (Lema de Borel-Cantelli). Dada una sucesion {A,}neny C A,

1) Si 2% P(A,) < +oo entonces
P(limsup A,) =0

2) 8i 1% P(An) = 0o y ademds {A, }nen son independientes, entonces
P(limsup 4,,) = 1.
Demostracion. 1. P(limsup A,) = lim,, P(U}>° A;) < Z::ofl P(A,,) = 0, donde el dltimo limite es 0
porque la serie converge.

2. Como P (limsup A4,) = limP(U:i‘;LAk) basta probar que P(OZ:;LAE) — 0. Para cada m > n
tenemos que

—+oo m m m m
" (ﬂ Ai> <P (ﬂ Ai> = [[Pap) = T (0= P(Ap) < T e 7AW = e X0 P9 o,
k=n k=n k=n k=n k=n

donde en la penultima desigualdad hemos usado que 1 — xz < e™* para todo x.

1.3. Variables aleatorias

Vamos a introducir ahora uno de los principales conceptos de la probabilidad, la nocién de variable
aleatoria. Dado que en varias aplicaciones hay que considerar variables aleatorias como funciones no sélo
a valores en R?, sino mds en general, en un espacio métrico, definiremos algunas nociones topoldgicas
previas.

1.3.1. Espacio métrico
Definicién 1.14. Una métrica definida en un conjunto F' es una funcién d : F' x F' — R tal que
1) d(z,y) >0y d(z,y) =0siysélosia=y.
2) d(z,y) = d(y,z)
3) para todo z € F, d(z,y) < d(z, z) + d(z,y)
Ejemplo 1.15. Ejemplos cldsicos de espacios métricos son:
1) d(z,y)=1sizx#yydz,y) =0siysblosiz=y.

2) F=Ryd(z,y) = \/ 30 (@ —yi)2.
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3) F=R%yda,y) =0, |z —vil-
4) F=R%y d(z,y) = max;—1,_ a2 — yi|.

5) F = C([0,1]) funciones continuas de [0, 1] en R y doo(f, 9) = maxzepo1] |f(z) — g()].

6) F=12(10,1) = {/ : [0,1] > R, f f@)?de < oo} y d(f,g) = {/ Jo |f(x) — g(a)|vd.

7) SiD = {f [0,1] = R,V¢ € (0,1),3lm,_y— f(z), v Umy,_+ f(z) = f(t)}, la métrica de Skorohod
en D se define como

dsi(f,g) = inf {5 >0:3INeA: sup |f(t) —g(A@)|+ sup [t — ()| < a},
te[0,1] te(0,1]

donde A es el conjunto de funciones A definidas en [0, 1] a valores en [0, 1] continuas, estrictamente
crecientes, tal que A(0) =0y A(1) = 1. Observar que C([0,1]) C Dy By (f,7) C Bag,(f,T).

Definicién 1.16. Dado un espacio métrico (F,d) se dice que un conjunto A C F es abierto si para todo
a € A, existe r > 0 tal que B(a,r) C A, siendo B(a,r) = {z € F : d(a,z) < r}. Se dice que A es cerrado
si A es abierto.

Proposicién 1.17. Dado un espacio métrico (F,d), se verifica
1. § y F son conjuntos abiertos.
2. Si{Fy}tacr CF es una familia cualquiera de conjuntos abiertos entonces U, F, es abierto.
3. Para todo k >0 Fy,..., Fy son abiertos F1 N---N Fy es abierto.

Observemos que en un espacio métrico (F,d) se puede definir convergencia de sucesiones de la misma
manera que se hace en RY, es decir si {7, }neny C F es una sucesion, x,, — z si d(z,,,r) — 0. Decimos que
una sucesién {x, }neny C F es de Cauchy si d(xy,, €.,,) — 0 cuando n, m — oo. Se dice que el espacio métrico
es completo si para toda {z,}n,eny C F de Cauchy existe € F' tal que z,, — x. Se dice que f: F — G
(siendo (G, p) otro espacio métrico) es continua en x € F' si para toda x, — z, p(f(zy,), f(x)) — 0. Se
puede probar que f : F — G es continua si y sélo si para todo B € G abierto, f~1(B) = {a € F': f(a) € B}
es abierto en F.

Definicién 1.18. Dado un espacio métrico (F,d) la o-dlgebra de Borel de F' es la interseccién de todas
las o-dlgebras que contienen a los conjuntos abiertos. En general se denota B(F).

Definicién 1.19. Dado un espacio de probabilidad (2,4, P) y (F,d) un espacio métrico, diremos que
X : Q — F es una variable aleatoria si para todo B € B(F'), se cumple que

X YB)={weQ:X(w)e€B}cA

Proposicién 1.20. Para verificar que X es una variable aleatoria, basta probar que X ~*(B) € A, para
todo B C F, abierto.

Demostracion. Sabemos que, por definicién B(F') es la o-dlgebra generada por los abiertos. Queremos
probar que X ~!(B) € A para todo B € B(F). Observemos que la familia D de Borelianos para los cuales
X~YD) € A, D € D, es una o-algebra (esto se sigue de la proposicién que contiene por hipdtesis a
los abiertos, por lo tanto contiene a la o-dlgebra generada por los abiertos, es decir a los Borelianos. En
definitiva B(F') C D C B(F). O

Teorema 1.21. Sean (F,d) y (G, p) espacios métricos. Si X : Q@ — F es una variable aleatoriay g : F — G
es una funcion continua entonces Y = g(X) es una variable aleatoria a valores en G.
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Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la observacién anterior ya que, para todo A C G abierto,
g~ 1(A) es abierto y, por otra parte

O

Corolario 1.22. §i X, Y : Q — R son variables aleatorias y o € R entonces X + oY, XY son variables
aleatorias.

Observacion 1.23. En algunos casos es necesario considerar variables aleatorias a valores no sélo en R
sino en la recta extendida R = R U {400, —o0}, para eso, si denotamos como B la o-dlgebra de Borel en
R, definimos una o-dlgebra B(R) como

BU{AU{4o00,—00}}: Ae B} U{AU{+oc}: A€ B} U{AU{—0c0}: A€ B}.

Muchas veces usaremos la notacion X € A para indicar el conjunto: {w € Q : X(w) € A}. Por ejemplo
XY ((—o00,d]) es {X < a}.

Teorema 1.24. 51 X, : Q@ — R es variable aleatoria para todo n € N entonces también lo son las variables
a valores en R, sup,, X, y inf,, X,.

Demostracion. ) N
(suan> ((—o00,a]) = ﬂ X, ((—00,a]) € A.
n n=1
O

Corolario 1.25. 5i X, : & — R es variable aleatoria para todo n € N entonces también lo son las
variables a valores en R
limsup X,, gy liminf X,,.
n n

Demostracion. Se sigue del teorema anterior, usando que limsup,, X;, = inf,, supy>,, X,,. Y lo mismo para
liminf,, X,, O

Definicién 1.26. Dadas dos variables aleatorias X,Y : 2 — F decimos que
1. X esigual a Y en distribucién, (denotamos X < Y)siVAe B(F) P(X € A)=P(Y € A)

2. X es igual a Y casi seguramente, (denotamos X < Y) si existe C C  con P(C) = 1 tal que para
todow € C, X(w) =Y (w).

.2 . c.s d .
Observacion 1.27. Observemos que si X =Y entonces X =Y, probar con un contraejemplo que el
reciproco no es cierto.

1.3.2. Ley 0 o 1 de Kolmogorov

Dado (2,A4,P) y Xi,...,X,,..., una sucesién de variables aleatorias, sea A° = o(X,, Xp41,-..)
la o-élgebra generada por X, X, 11,... (es decir la menor o-dlgebra que las hace variable aleatoria),
denotamos

oo
A =) A7,
n=1

es claro que A es una o-dlgebra. Los eventos de A se llaman eventos de cola, ya que no dependen de
lo que sucede en la sucesién {X,,},ecn en una cantidad finita de indices. Algunos ejemplos de eventos en
A son
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1. Paratodo k > 1, A; = {Zoo %” converge } = {Zfbozk %” converge } € A°. Por lo tanto A; € A>.

n=1
2. Ay = {X,, € I,, para infinitos n}, donde I,, € B(R)
3. Az = {limsup,, X,, < oo}
4. Ay = {limsup, FttXa <o}

Ejemplos de eventos que no son eventos de cola son: By = {X,, = 0 para todo n}, By = {lim, (X +
... X, )existe y es menor que c}. Observemos que si las variables aleatorias X1, Xa, ... son independientes,
por el Lema de Borell Cantelli el suceso A3 sélo puede tomar los valores 0 o 1. Esto es cierto en general
no s6lo para As sino para cualquier evento de cola, como se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema 1.28. Sean X1, Xo,... una sucesién de variables independientes. Sea A € A entonces P(A)
sé6lo puede valer 0 o 1.

Demostracion. Sea A € A observemos que por definicién de A, A € A?° = o{ X1, Xs,...} = (U, A})
siendo A} = o{Xi,...,X,}. Se puede demostrar que es posible encontrar una sucesién de conjuntos
A, € AT que aproximen a A, es decir tal que P(AAA,,) — 0, siendo A la diferencia simétrica entre A y
A,,. Por lo tanto

P(A,) - P(A) P(A,NA)— P(A),
Por otra parte como A € A% se tiene que A € A% y por lo tanto A, y A son independientes. Por lo
tanto P(A) = P%(A) de donde P(A) es 0 o 1. O

1.3.3. Desigualdad de Kolmogorov

Teorema 1.29. Sean X1, Xa, ..., X, variables independientes tal que E(X;) =0 y E(X?) < oo para todo
1. Entonces, si denotamos S, = X1+ -+ + Xk, para todo € > 0

1.
E(S2)
A > < 7 .
P (1211?§n|5k| > 5) <2 (1.1)
2. si ademds existe ¢ > 0 tal que P(|X;| < ¢) =1 para todo i entonces
) (c+¢e)?
>e|>1- . 1.2
P <f<“z?§n Skl = 5) 21~ g (12)
Demostracion. 1. Denotemos A = {maxi<p<n |Sk| > e} v Ar = {|Si| <e,i=1,...,k—1,|S| > ¢}
para k =1,...,n donde Sy = 0. Observemos que A es la unién disjunta de los Ay y por lo tanto

E(S7) > E(SpLa) = Y E(Shla,)-
k=1

Observemos que

E(S21a,) =E[(Sk + (Xks1 + - + X0))?1a, |
:E(S%HA,C) + QE[Sk(XkJrl +---+ Xn)]IAk] + E[(Xk+1 + -+ Xn)Q]IAk]~

Como las variables Xj41,...,X, son centradas e independientes de la variable aleatoria Sila,, se
sigue que E(Sk(Xk41 + -+ Xpn)la, ) = 0. Por lo tanto
E(S7L4,) =E(S{La,) + E[(Xps1 + -+ + X5)?1a,] (1.3)

10
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La tultima desigualdad se debe a que el segundo término es no negativo. Si w € Aj entonces por
definicién |Sk(w)| > €, es decir E(S7L4,) > e2P(Ay). Finalmente

(S7) > > E(Sila,) > kz (A) =e’P(A) =&°P (11;1]%1 Skl > 6>

E(S214) = E(S2) — E(S214c) > E(S?%) — e2P(A°), ya que si w € A° entonces S%(w) < 2. Por lo
tanto

E(S214) > E(S2) — 2 + 2 P(A). (1.4)
Observemos que si w € Ay, entonces |Sk_1| < e y por lo tanto
1Sk| < [Sk—1] + | Xk| <e+c (1.5)

Si ahora sumamos en k en la ecuacién (1.3):

E(S%1,) = ZE (S214,) Z (T4, (S, ZE (5214,) +ZP AR)E(S, — Si)%

k=1
Donde en la dltima 1gua1dad hemos usado que I4, y S, — Sk son independientes. Observemos que
E(S, — Sk)? = (X + o+ Xp1)? = 2 _ps1 E(XF) ya que las variables X; son independientes y
centradas. Usando podemos escribir

zn:E(S,%HAk) + zn:P(Ak)(Sn — Sk)?) <(e +¢)? zn:P(A}g) + i P(Ag) zn: E(XJQ)
k=1 k=1 k=1 k=1 j=k+1
:Zn:P(Ak) (e+c)*+ Zn: E(Xf)
k=1 L j=k+1
< i P(Ag) [(e+¢)* + Zn:]E(Xf)
k=1 j=1

Si usamos ahora que E(X,,) = 0 para todo n,

P(A) | (e +¢)* + ZE(X]?) = P(A)[(e + ¢)* + E(S?)].
Usando obtenemos
E(S2) — &2
P +E(S2) —

P(A) >

Finalmente escribimos

E(S2%) — ¢? . (e+¢)? -1 (e +¢)?

e+ +E(S2) -2 (e+?+E(S2) -2~ E(S2)

donde en la tltima desigualdad hemos usado que (¢ + ¢)? — &2 > 0.

O

Corolario 1.30. De la desigualdad (1.1)) se sigue de manera inmediata la desigualdad de Markov: P(|X —

)| > ) VGT'(X)

11
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1.4. Integral de Riemann-Stieltjes

Daremos un breve repaso, sin demostraciones, de la definicién de integral de Riemann-Stieltjes asi como
alguna de sus propiedades.

1.4.1. Definicion
Definicién 1.31. Dadas g, F : [a,)] > Ry P={a=cy <c1 <eca<...<¢p,=>b}:

s definimos la suma parcial de Riemann-Stieltjes como
S(Pg.F) = glai)(Flei) = Fleim)),
i=1

siendo z; € [¢;—1, ¢4
s definimos la norma de la particién P como ||P|| = max{c; —c¢;—1 :i=1,...,n}.

» decimos que limp|_oS(P, g, F) = I siy sélo si para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que para toda
particién P de [a,b] con | P|| < § se tiene que |S(P, g, F') —I| < €, en este caso decimos que la integral
de Riemann-Stieltjes de g respecto de F en el intervalo [a, b] existe y vale I, y denotamos

/abg(x)dF(x).

Observacién 1.32. » Si F(x) = x obtenemos la integral de Riemann.
» Si F(z) =k, fab gdF = 0 para toda g.
= Sig:la,b] = R es continua y F(x) =) (z) con c € (a,b) entonces f; gdF = g(c).
« Sig(x) =k, para toda F fab gdF = k(F(b) — F(a)).
Teorema 1.33. Los sigutentes enunciados son equivalentes
» eriste lim) pj_o S(P, g, F) = I < 0
v dado e > 0 existe § tal que si |[P|| < d y |Q| < d se cumple |S(P,g,F) — S(Q,9,F)| <e¢

= para toda sucesion de particiones { P, }nen de [a,b] tal que | P, || — 0 se cumple que lim, oo S(Pp, g, F) =
I.

Teorema 1.34. Si g:[a,b] = R es continua y F : [a,b] = R es mondtona, entonces existe ff gdF.

Teorema 1.35. Sig: [a,b] = R es continua y F : [a,b] = R es mondtona y derivable tal que F'(x) = f(x)
siendo f integrable Riemann en [a,b], entonces

/ (@) () = / " @) (o)

Proposicién 1.36. Si g,h, F : [a,b] — R son tales que existen f; gdF y f; hdF' entonces también existe
f;(ag + Bh)dF para todo o, 8 € R y ademds

/ab(ag+6h)dF:a/bng—hB/:hdF

a

12
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Proposicién 1.37. Sih, F,G : [a,b] = R son tales que existen f(f hdF y ff hdG entonces también existe
fab hd(aF + BG) para todo o, B € R y ademds

/abhd(aFJrBG):a/abhdFﬁ—ﬁ/abdG

Proposicién 1.38. Si g, F : [a,b] — R son tales que existe f: gdF entonces para todo ¢ € (a,b) existe

[SgdF y fcb gdF y vale
b c b
/ng:/ ng+/ gdF

Proposicién 1.39. Si g, F : [a,b] — R son tal que a < g < B para todo = € [a,b], y F' es mondtona no
decreciente tal existe f; gdF entonces

b

a(F(b) - F@) < [ gdF < 5(F®) - Fla)

a

Proposicién 1.40. Si g : [a,b] = R es continua y F : [a,b] — R es mondtona no decreciente, entonces

/ab g(x)dF(z) < /ab |lg(x)|dF(z)

Proposicién 1.41. (Teorema del valor medio.) Si g, F : [a,b] — R son tales que g es continua, F' es
mondtona creciente, entonces existe ¢ € [a,b] tal que f; gdF = g(c)(F(b) — F(a)).

1.4.2. Métodos de integracion

Teorema 1.42. (Férmula de integracion por partes.) Si g, F : [a,b] — R son tales que existe f; gdF,

entonces existe existe fab Fdg y ademads

b b
/ng:gF|Z—/ gdF

Teorema 1.43. (Cambio de variable.) Si g, F : [a,b] — R son tales que f; gdF existe, h : [c,d] — [a,b]

es continua y biyectiva, entonces existe f:g o hd(F o h) y ademds
d b
/ g(h(t))dF (h(t)) = / g(x)dF(x) (1.6)

1.4.3. Aplicaciones a la teoria de la probabilidad

Proposicion 1.44. Si Fx es la funcion de distribucion de una variable aleatoria X, entonces
b
/ dFy(z) = Pla < X <b)
a

Proposicion 1.45. Sea X una variable aleatoria cuya funcion de distribucion es Fx,

w Si su recorrido es A = {x1,x9,...} y g: [a,b] = R es continua, entonces

b
/g<:c>dFX<x>= S g@)px(@) = E(g(X)Lxcay)

z€(a,b)NA

13



Capitulo 1. Repaso

w Si X es absolutamente continua con densidad fx y gla,b] — R es continua, entonces

b b
/ g(x)dFy (z) = / o) fx (2)de = E(g(X) L xefony)

Observemos que, de la proposicién anterior se sigue que podemos definir la esperanza de una variable
aleatoria X con distribuciéon Fx, como

b “+o0
E(X) = all:IEloo xdFx(x) = / xdFx (x)

b—too ” @ >

siempre que dicho limite doble exista, (la segunda igualdad es simplemente notacién, para el caso en que
dicho limite existe).

Ejercicio 1.46. Probar que si F' es una funcién de distribucion, a < b son puntos de continuidad de F,
definimos
0, z<a,xz>b

Y()=<1/2, z=a,z=b |,
1, a<zxz<b

entonces fj;: P(z)dF (z) = F(b) — F(a)

14



Capitulo 2

Convergencia de variables aleatorias

2.1. Convergencia casi segura, sucesiones de Cauchy, convergen-
cia de series

Definicién 2.1. Sean X y {X,, }en variables aleatorias definidas en el mismo espacio (2, A, P), decimos
que X,, converge casi seguramente a X si y solo si

PlweQ: X,(w) = X(w)}) =1,
denotamos X,, <% X.
Observaciéon 2.2. = por el Corolario si X, ¥ X, X es una variable aleatoria.

C.S.

2 Sig: R = R es continua y X! ¥ X' para todo 1 < i < d entonces g(X},..., X% =¥
g(X*, ..., X%, En particular tomando d = 2 obtenemos que si X, 3 X y Y, ¥ Y entonces
para todo a,b aX, + bY, X aX +bY y XY =X XY.

» Si X, — 0y existe k > 0 tal que P(|Y,| > k) = 0 para todo n entonces X, Y, <3 0.
Teorema 2.3. X,, “3 X si y sdlo si limy_, ;oo P(N25{| X, — X| < e}) =1 para todo € > 0.

Demostracion. Observemos que P (lim,,—, o0 X;, = X) = 1 si y sélo si

oo +o0 +o00 400
P ﬂ Um{|Xn_X|<€} :1<:>P<Uﬂ{|xn_X|<€}>:1, para todo € € QT
c€Q+ k=1n=k o1 neke
Como los conjuntos By, = N1 {|X,,—X| < €} forman una sucesién creciente P(U; > By) = limy_ o0 P(By).
O

Corolario 2.4. Sea {X,, }nen una sucesion de variables tal que para todoe >0, Y > | P(|X,—X| >¢) <
00, entonces X, = X c.s.

Teorema 2.5. X, 3 X siy s6lo si Ve > 0, limy_, oo P(sup,>; [Xn — X| >€) =0

Demostracion. Basta observar que

+oo
{U |Xn—X|>5}:{sup|Xn—X|>E}7

nek n>k

15



Capitulo 2. Convergencia de variables aleatorias

por lo tanto

“+o0
P(sup|XnX|>€) %O@P(U |XnX|>z-:> — 0,
n>k

n==k

y por el Teorema [2.3| esto se da si y sélo si X, “3 X. O

Vamos a introducir ahora un concepto analogo al de sucesiéon de Cauchy, recordemos que una sucesién
{Zn}neny C R es de Cauchy si |z, — 2| — 0 cuando n — oo y m — oo.

Definicién 2.6. Sean X y {X,, }nen variables aleatorias definidas en el mismo espacio (€2, A, P), a valores
en R?, decimos que X,, es de Cauchy con probabilidad 1 si y sélo si

P{w: X,(w) es de Cauchy} =1
Teorema 2.7. La sucesion { X, }nen es de Cauchy con probabilidad 1 si y sdlo si

1. para todo € > 0

Plsup|Xy—X)|>e| =0 cuandon — oo, (2.1)
i=n
o0, de forma equivalente:
2. para todo € > 0
P (ig% | Xngr — Xn| > 5) — 0 cuando n — oo. (2.2)

Demostracion. La demostracién de que {X,, }nen es de Cauchy en probabilidad si y sélo si (2.1) es andloga
a la prueba del Teorema [2.3] En este caso, fijado € > 0 tomamos los conjuntos

oo

Bi,={w:|Xx—Xi|>¢} v B°=() | Bis
n=1k>n
I>n

por lo tanto {w : X,,(w) no es de Cauchy} = U.>0B°. Denotemos

e __ 3
Bn‘f LJ'BkJ
k>n
I>n

Observemos que, para todo € > 0, B es una sucesiéon decreciente de conjuntos, por lo tanto, para todo
e >0,

P(B°) = lm P||JB;,|,

n— 400
k>n
I>n
y
U By, = sup | X}, — Xj| > ¢, implica P U By, | =P |suwp|Xp—X)| > ¢
k>n k>n
e B i
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Capitulo 2. Convergencia de variables aleatorias

La equivalencia entre (2.1]) y (2.2]) se sigue de

sup [ Xp4x — Xp| <sup [ Xoqx — Xpga| < sup [ Xpgr — Xo| +sup | Xy, — Xop] = 2sup [ Xpyp — X
k>0 k>0 k>0 1>0 k>0

1>0
donde la primera desigualdad es porque estamos tomando supremo en un conjunto mas grande. O
Teorema 2.8. Un sucesion { X, }nen es de Cauchy con probabilidad 1 siy sélo si existe X tal que X, X X.
Demostracion. El reciproco se sigue de que:

sup | X; — Xi| <sup | X — X| +sup | X — Xj|,
k>n k>n I>n
I>n

por lo tanto

P |sup|X;— Xi| >¢ <P<sup|Xk—X > 5) —|—P(sup|X—Xl| > 8) ,
k>n k>n 2 I>n 2

I>n

si X, 9% X, por el Teorema cada uno de los dos sumandos tiende a cero, y por el Teorema
la sucesién es de Cauchy con probabilidad 1. Para ver el directo consideremos el conjunto N = {w :
X, (w) es de Cauchy}, dicho conjunto tiene probabilidad 1, ademds, si w € N entonces {X,,(w)}, es una
sucesién de Cauchy en R y por lo tanto converge. Definimos X (w) = lim,, X,,(w) si w € N y cero en otro
caso. O

2.1.1. Teoremas de convergencia monétona y dominada

Teorema 2.9. (Teorema de convergencia mondtona.) Sean X y{X, }nen variables aleatorias definidas
en el mismo espacio (Q, A, P) tal que existe E(X), X,(w) >0 y X,,(w) T X(w) para casi todo w € Q (es
decir existe D C Q con P(D) =1 tal que X,,(w) T X(w) para todo w € D) entonces existe E(X,,) para
todo n y ademds

nEI-EOOE(Xn) =E(X). (2.3)
Demostracion. Observemos que como 0 < X,, < X existe E(X,,) y ademds es una sucesién creciente y
acotada por E(X), por lo tanto existe lim,, E(X,,) < E(X). Para probar (2.3) basta probar que para todo
e > 0 lim, E(X,,) > E(X) — e. Fijado € > 0 consideremos las variables aleatorias

+oo
Y. = Z nEH{n€<X§(n+1)e}7

n=0

es claro que X —e < Y. < X y por lo tanto E(X) — e < E(Y;) < E(X). Veamos que lim, E(X,,) >
E(Y.). En lo que resta los w que consideremos serdn tomados en el conjunto de probabilidad 1 tal que
Xn(w) T X (w). Consideremos los sucesos Ay = {Xj > Y.}, como X, es creciente los Aj, son una sucesién
creciente. Como Xj(w) — X (w) > Y.(w) tenemos que UZ;"{A;C = Q. Por lo tanto A, N B,, 71 B, siendo
B, = {ne < X < (n+ 1)e}, por lo tanto

“+o0 +oo m
E(Yla,) =Y neP(Yola, =ne) =Y neP(AxNB,) > > neP(Ax N By,),
n=0 n=0 n=0
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Capitulo 2. Convergencia de variables aleatorias

para todo m, como Ay N By, Tx Bn, P(Ar N B,,) — P(By,), es decir
limE(Yla,) > z_%neP(Bn)

tomando limite en m,

limE(Yela,) > > neP(By) =E(Yz).

n=0

Como Y.I4, < X, se tiene que E(Y:14,) < E(X%). O

Observacion 2.10. Se deja como ejercicio observar que, siguiendo las mismas ideas que antes, el teorema
anterior sigue siendo vdlido si estamos en el caso en que E(X) = oo, no obstante lo inico que se concluye
es que E(X,,) — oo.

Teorema 2.11. (Teorema de convergencia dominada.) Sean X,Y y {X,}nen variables aleatorias
definidas en el mismo espacio (Q, A, P) tal que X, (w) ¥ X (w) y |Xn(w)| <Y para casi todo w € Q,
supongamos que existe E(Y) entonces existen las esperanzas de las X,, para todo n y la de X y ademds
ngr—ir-loo E(X,) =E(X).

Demostracion. Que existen E(X,,) y E(X) se sigue de que | X,,| <Y para todo n y por lo tanto | X| <Y.
Definimos Y,, = infy>,, Xy, es claro que Y, T X y por lo tanto ¥, + Y 1 X + Y. Ademds 0 <Y, + Y ya
que |X,| <Y, por lo tanto por el teorema de convergencia monétona lim, E(Y,, +Y) = E(X) + E(Y),
de donde E(Y,) — E(X). Andlogamente, si tomamos Z,, = sups, X) tenemos que Z, | X y como

0 <Y —-Z,1TY — X obtenemos, aplicando nuevamente el teorema de convergencia mondtona, que
E(Z,) — E(X). La tesis se sigue de que Y,, < X,, < Z,, y por lo tanto E(Y,,) < E(X,,) <E(Z,). O

Corolario 2.12. Si f,, : [a,b] = R y g : [a,b] = R son Riemann integrables tal que lim,, f,(z) = f(z) y
|fr(2)|] < g(z) para todo x € |a,b] entonces

11;31/; Fo(@)da = /abf(x)da:.

El siguiente Teorema, permite “derivar bajo el signo de la integral”. Lo enunciamos ya que serd usado
mas adelante, una demostracién del mismo puede encontrarse en el [2].

Teorema 2.13. Sea f: R x [a,b] = R y F : R = R una funcidn mondtona no decreciente, con —oo <
a <b< +oo, tal que para todo t € [a,b] la funcion f(-,t) : R — R es integrable respecto de dF(x) (es decir
existe y es finita [, f(t,x)dF(x)), denotemos

G(t) = / f( 1)dF (),

supongamos que %(w, t) existe para todo x y ademds existe g tal que [, g(x)F(dx) < oo y |%(z, t)| < g(z)
para todo t,xz, entonces G es derivable y vale

G’(t):/Rg—{(x,t)dF(x).
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Capitulo 2. Convergencia de variables aleatorias

2.1.2. Convergencia casi segura de series

Teorema 2.14. (Kolmogorov-Khinchin.) Sea {X,}nen una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes tal que E(X,) =0 paran > 1, si

> R(x:
n=1
entonces, con probabilidad 1

o0
Z X, < 0.
n=1

Si las variables Xy, son uniformemente acotadas, es decir existe ¢ < oo tal que P(|Xy| < ¢) =1 para todo
k, el reciproco es cierto: Y oo | X, < oo implica que Y o E(X2) < oo

Demostracion. Por el Teorema|2.8[basta probar que Y | X,, es de Cauchy con probabilidad 1. Denotemos
Sy = 2?21 X, por el Teorema 2., esto es equivalente a demostrar que, para todo € > 0,

P <sup Stk — ) — 0 cuando n — o0,
E>1
o lo que es lo mismo, si escribimos Sy, 1 — Zn+k X;— 2?21 X
n+k
sup‘ZX >e| -0 cuando n — oo.
k>1
Observemos que, para todo n > 0,
n+k n+k
€: ma ' X; X’>5T €e:s ’ X; X‘>a cuando N — oo,
ven i [Sx-3 vea |- o N o
por lo tanto,
n+k
X, X‘>s:1'P Ax [Spak — Sul > ),
P{sw| 3 z Jin P (i S, - 5,1 <)

para acotar la probabilidad del maximo usamos la desigualdad de Kolmogorov (1.1])

n+N 00
) ; kl_n+l E(Xlz) _ Zk:nJrl E(‘XI%)
- 2

< lim 5
N—oo g

lim P( max |[Sntr — Sn| > € —, 0.

N—o0 1<k

donde el tltimo limite se debe a que, como estamos suponiendo que Y - E(X2) < oo, se tiene que
iy, o0 Yo pe g E(XR) = 0.

Vamos a demostrar el reciproco por absurdo, es decir suponemos que Y Xy, converge, y > E(X ,%) = 00.
Como > X}, converge, por el Teorema podemos tomar n suficientemente grande tal que

P (sup [ Stk — Sn|> < 1/2, (2.4)
k>1
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pero, por otra parte, si usamos (|1.2)) obtenemos que, para todo N

2
P ( max | Spix — S| > s) >1- zv(fn+—c)2
1<k<N k=n-+1 E(Xk)

como estamos suponiendo que Y E(X?) = oo podemos tomar N tal que

P( max | Sy — Sn >5> >1/2

1<k<N

lo que contradice (2.4)). O

2.2. Convergencia en Probabilidad

Definicién 2.15. Sean X y { X, },en variables aleatorias definidas en el mismo espacio (2, .4, P), decimos
que X,, converge en probabilidad a X si y sélo si para todo € > 0

P({w €0 X, (w) — X(w)] > 6}) — 0 cuando n — o

denotamos X, £> X.

Proposicién 2.16. Si X, Bx y Xn B Y entonces PX=Y)=1

Demostracion. Sea k > 0, denotemos Q) = {w : | X (w) — Y (w)| < 1/k}, observemos que
£ {1X0 = X| 2 1/@2R)} U {|IX, — Y] 2 1/C0)},

por lo tanto
P(Q) < P(IX, = Y[ 2 1/(2k)) + P(|Xn — X| 2 1/(2k)) =4 0,

de donde P(€);) = 1 para todo k y entonces P(Niy) = 1.

O

Teorema 2.17. Sean X y { X, }nen variables aleatorias definidas en el mismo espacio (0, A, P), si X,, 3

X entonces X, £> X.

Demostracion. Observemos que, por el Teorema sabemos que, para todo & > 0,

lim P (U {1X, — X| > g}> =0,

k—+o0 ek
la convergencia en probabilidad se sigue de que {| Xy — X| > e} C U {|X,, — X| > €}. O
Ejemplo 2.18. Veamos con un ejemplo que el recproco no es cierto. Consideremos la sucesion de intervalos
I = [%, +] y las variables X, = [, coni=1,2,...,n;n > 1. Observemos que en este caso el espacio de

probabilidad Q es el intervalo [0, 1], la o-dlgebra es la de Borel en [0, 1], y la probabilidad es la que asigna
a un intervalo [a,b] con 0 < a < b <1 el valor b — a. La sucesién { X}, X2, X2, X3, X2, X3 ...} converge
en probabilidad a 0, pero no converge c.s.

Proposicién 2.19. Sig:R? = R es continua y X} B xi para todo 1 < i < d entonces g(X},..., X4) it
g(XY, ..., X%, En particular tomando d = 2 obtenemos que si X, Ex y Yy EY entonces para todo a,b
aX, +bY, B aX +0Y y X, Y, 5 XV
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P
Proposicién 2.20. Si X,, — 0 y existe k > 0 tal que P(|Y,| > k) = 0 para todo n entonces X, Yy, £o.

Teorema 2.21. Sea {X, }nen una sucesion de variables aleatorias. Entonces X, B x s y solo si para
toda subsucesion {X,, }ren existe {Xnk]_}jeN una subsucesion de {Xp, }ren tal que Xnk_j X X cuando
j — 0. '

Demostracion. Para demostrar el directo tomemos una subsucesién {X,,, }ren de { X, }nen, es claro que

X, £ X cuando k — 00, por lo tanto para simplificar la notacién podemos suponer X,,, = X,,. Observe-
mos que para todo j > 0, P(|X,, — X| > 1/27) — 0, cuando n — oc. Definimos n; para j = 1,2,... tal
que P(|X,, — X[ >1/27) <1/27. Veamos que X,,, %% X cuando j — co. Para eso observemos que por el
Teorema basta probar que para todo £ > 0, P(Uj>m|Xn; — X| > €) — 0 cuando m — oo, para eso
tomemos myg tal que 1/2™° < ¢ entonces

Pl Xy, =X[>e| <P |J IXn, - X|>1/27 | < ) 1/27 50 cuando mg — 0.

Jj=mo Jj=mo J=mo

Para demostrar el reciproco supongamos por absurdo que existe ¢ > 0 tal que P(|X,, — X| > ¢) no
converge a 0. Esto significa que existe § > 0 y nj un conjunto de indices con ny — oo cuando k — oo tal
que P(|X,, — X| > ¢) > § para todo k. Por hipdtesis existe {Xnkj }jen una subsucesion de {X,, }ren que

converge c.s. a X. Por el Teorema 2.17) X, £ X cuando j — 00, o cual contradice que P(|X,—X|>e¢)
no converge a 0. O

Se deja como ejercicio el siguiente teorema:

Teorema 2.22. X, B X si y solo si E (%) — 0.

2.3. Ley débil de los grandes niimeros.

Teorema 2.23. Sea {X,}, una sucesion de variables aleatorias con esperanza finita. Supongamos que

1 n
ﬁVar (Z X,») —n 0, (2.5)
i=1

entonces

1 [i (X; —E(X,) | Bo, (2.6)

n
i=1

en particular si las X; son independientes dos a dos y existe C tal que Var(X;) < C para todo i, se cumple

£6)

Demostracion. Denotemos Z, = %2?21 X, (2.6 es equivalente a probar que para todo ¢ > 0, P(|Z,, —
E(Z,)| > €) —n 0, pero esto se sigue de la desigualdad de Markov ya que

1 n
> Var (Z Xi> —n 0.

i=1

P(|Zn —E(Zy)| > €) <

O

Veamos ahora otra versién del Teorema anterior en el el cual pedimos una condicién méas fuerte que
(2.5) pero no tan restrictiva como la independencia. Para eso vamos a definir dos conceptos importantes.
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Definicién 2.24. Dadas X, Y variables aleatorias definidas en un mismo espacio de probabilidad tal que
0 < Var(X) < ooy 0< Var(Y) < oo, €l coeficiente de correlacién entre X e Y se define como

E(XY) - EX)E(Y
/Var(X)+/Var(Y)
Observacién 2.25. Si X e Y son independientes, p(X,Y) = 0, no obstante el reciproco no es cierto en

general. Se puede ver que —1 < p(X,Y) <1 y que |p(X,Y)| =1 si y sélo si X = aY + b siendo a y b
constantes.

Definicién 2.26. Decimos que una sucesion de variables aleatorias {X,,} es débilmente estacionaria si la
esperanza de cada variable es constante (E(X,) = ¢ < oo para todo n), E(X2) < oo (segundo momento
finito) y E(X,,X,,) depende dnicamente de la diferencia n — m.

Ejercicio 2.27. Probar que si {X,, },en es iid con E(X,,) = a y Var(X,,) = o2 para todo n entonces es
débilmente estacionaria.

Teorema 2.28. Consideremos {X,}nen una sucesén débilmente estacionaria de variables aleatorias.
Supongamos que p(X,, Xy) — 0 cuando |n —m| — oo, entonces si denotamos E(X;) = a

Demostracion. Vamos a demostrar que se verifica (2.5)). Observemos que como X,, es débilmente esta-

cionaria E(X?2) no depende de n y por lo tanto tampoco Var(X,,), denotemos Var(X,,) = o2.

Var (Z Xl-> = Var(X;)+20° Y p(Xi, Xi) =no’ +20°(Ty + Ty),
i=1 i=1

1<i<k<n
donde
Ty= Y p(Xi,Xp) To= Y. p(Xi,Xp),
1<i<k<n 1<i<k<n
li—k|<M li—k|>M

sea e >0y M tal que |p(X;, Xi)| < esi|i — k| > M, por lo tanto T, < en?. Para acotar T; observemos
que la sumatoria tiene M (2n — M — 1)/2 sumandos, y que cada sumando esta acotado por 1, por lo tanto

1 . 2 M(2n— M —1
() £ 2 (MMD )
n P n n
Como ¢ es arbitrario obtenemos ({2.5)). O

2.4. Ley fuerte de los grandes niimeros

Antes de enunciar y demostrar distintas versiones de la Ley fuerte de los grandes ntimeros vamos a
demostrar unos lemas sobre sucesiones (no aleatorias) que serdn necesarios.

Lema 2.29. (Kronecker.) Sea {xy}nen una sucesion de nimeros tal que Y .- | &, = s, sea b, T +o0
una sucesion no decreciente de nimeros reales positivos, entonces

n

, 1
n]l_{r;o a ; bkxk = 0,
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en particular si by, =n y x, = yp/n tal que > y,/n converge, entonces

Yt g
n

— 0.

Demostracion. Denotemos S, = 22:1 Ty, tomemos by = 0y Sy = 0, se prueba por induccién completa

que:
Zbkxk =b,S, Z(bk — bp_1)Sk_1.

k=1

Dado € > 0 sea N tal que |Sk—1 — s| < esi k> N. Por lo tanto, tomando n > N, primero separamos la
suma en dos y luego sumamos y restamos bi Sonon(be = br—1)s,

1 n 1 N—-1 1 n
bfzbkxk—nfa (b — br—1)Sk—1 — EZ (b — br—1)Sk—1
k=1 k=1 k=N
1 N-1 1 n 1 n
:Sn — E (bk — bkfl)Skfl — E Z (bk — bk 1 E Z bk — b;c 1 Sk,1 — S) (2.7)
k=1 k=N k=N
Observemos que
1 « 5 — S
™ (b — b—1)s = i (b —br—1) = bf(bn*bN—l),
k=N " k=N n

por lo tanto, sustituyendo en ({2.7))

n N—-1 n
1 1 s 1
szk$k =S, — ™ (br, — br—1)Sk—1 — E(bn —bn_1) — ™ Z k — bk—1)(Sk—1 — ).
k=1 k=1 k=N
Entonces,
1 n 1 N-1 1 n
bek(Ek ~ S —(b —bN 1 — bk—bk 1 Sk 1 — (bk—bkfl)(skfl—s) . (28)
k=1 k=1 k=N
Como S, = s, b, T ooy N es fijo
bn - bN—l
Sy — — | 0 cuando n — 0. (2.9)
Nuevamente, como N es fijo y b, — oo,
! (b — br—1)S 0 d 2.10
EZ k — bk—1)Sk—1| — 0 cuando n — oo. (2.10)
k=1
Finalmente, como 0 < b;_1 < b para todo k
1 & 1 &
— b — brp_1)(Sk—_1 — < — b — br_1)|Sk—1 — s| < e(b, —bn_1)/bn, <e. 2.11
bngj:v(k k1) (Sk-1 S)fkaN(k k—1)|Sk—1 — s| < &( N-1)/bn < e (2.11)

Usando (2.9)), (2.10) y (2.11]) en (2.8)) obtenemos que, para todo & > 0,
1 n

D b
=1

lim
n— o0

<,
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por lo tanto, como ¢ es arbitrario,

nh—>Holo —n ; bkxk =0.

O

Teorema 2.30. (Kolmogorov.) Sea {X,}nen un sucesion de variables aleatorias independientes con
seqgundo momento finito, supongamos que exristen numeros positivos b, tal que b, T oo y

> w < o0 (2.12)
n=1 n
entonces
S E(5) .
en particular si
i Va
n=1 7
entonces
Sn — E(Sp) 20

Demostracion. Observemos que

S, —E(S 612_: (Xk— Xk))’

’I’L

por el Lema anterior basta probar que >, _; (%}W) < 00, pero esto se sigue de (2.12)) y del Teorema

214 O

Veamos ahora una version del teorema anterior, para el caso de variables idénticamente distribuidas,
sin la hipotesis de finitud del segundo momento. Para eso vamos a necesitar dos lemas:

Lema 2.31. Sea X una variable no negativa, entonces

f: P(X>n)<E(X)<1+ i P(X >n). (2.13)

Demostracion.

8

iP(XZ” :ZZ (k<X <k+1)

k>n

PH18 I

EP(k<X <k+1)= ZE[kH{kSXdH}] (2.14)
k=0

b
Il

1

Observemos que, klljp<x<py1y < XMp<xapyry < (B + 1)H{k§X<k+1}a por lo tanto,

E(kL < x <ki1)) < E(XTrex<rsy) <E((E+ D x <kg1y),
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Por el Teorema (ver también Observacién para el caso E(X) = 00), obtenemos

Y E {Xﬂ{kgkkﬂ}} - E(X).
k=0
Finalmente

[X]I{k<x<k+1}] E(X) < i ]E[(k + 1)H{k3X<k+1}]
k=0

\MS

i P(X >n)
n=1

Zk+1 (k<X <k+1)

:ZkP(k;§X<k+1)+ZP(k§X<k+1). (2.15)
k=0 k=0
Observemos que
Y Pk<X<k+1)=1, (2.16)
k=0

y ya hemos probado en (2.14]) que

iP(XZn)zikP(k§X<k+l). (2.17)
k=0

Por lo tanto con (2.16) y (2.17) en (2.15)) se concluye (2.13). O

Lema 2.32. Sea X una variable no negativa, entonces

E(X) = 0+<><> P(X > x)dx. (2.18)

Demostracion. La demostracién es muy similar a la anterior, basta tomar Ay, = {w : X (w) € [k/2", (k+
1)/2™)} para k > 0, y la variable aleatoria

observemos que S, 1 X y por lo tanto usando convergencia monétona E(S,,) 1 E(X).

< K 1 > 1 1 e i 400
—P(A = —P(A = — PlX>—)< P(X dr. (2.19
;; on k,n ;kz::l on ( k,n) 2n; ( = 2n) = ( >$) X ( )

Por otra parte, como P(X > z) decreciente

+o00 0 a(i+1)/2" © - p(i+1)/27
/ P(X > x)dx = Z/ P(X > z)dx < Z/ P(X > i/2")dx

1/27 ij2n /2

(i+1)/2" : 1 ;
/ P(X>)dx:P<X>>,

como
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obtenemos finalmente que
/+OOP(X> )d <§:1P<X> Z> E(Sn) (2.20)
z)dz — — | = n .
1/2n - = 2n n

donde en la dltima igualdad hemos usado la equacién (2.19). Finalmente, de (2.20]) y (2.19)) obtenemos que

o0 —+o0
P(X > z)dz <E(S,) < P(X > z)dz,
1/27 0
domando limite cuando n — +o00 se concluye (2.18]). O

Lema 2.33. (Toeplitz.) Sea {a,}nen una sucesion de nimeros no negativos tal que a; > 0, sea b, =
i an, supongamos que b, T 0o. Sea {xy }nen tal que x,, — x, entonces

1 n
i Z a;rj — T,

en particular si a, = 1 para todo n entonces

n

— T

Demostracion. Sea e > 0y ng = ng(e) tal que |z, — x| < £/2 para todo n > ng. Tomemos n; > ng tal que

1 &
b—zuy —z| <e/2.
ni j:1

Para todo n > n; tenemos que

1 « 1 |«
bfzajl“j—ﬂ«“ = > aj(a; — )

" j=no+1
1 & R
STZ%W%' — ]+ > ajlz—a
o= " j=no+1
§§+bn_bn°§§5
2 by 2

O

Teorema 2.34. Sea {X,,}nen una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas tal que E|X;| < oo, entonces

“3 B(Xy) (2.21)
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Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que E(X,,) = 0 (si no fuese el caso tomamos las
variables X; — E(X;)). Observemos que, por el Lema [2.31} E(|X1|) < oo siy sélosi Y, P(|X1| > n) < oo.
Como las X; son idénticamente distribuidas tenemos que

ZP|X1|>n)<oo<:>ZP\X | >n) <

n

Por el Lema de Borel Cantelli tenemos que, si definimos 4,, = {w : | X,,| > n}, P(limsup 4,,) = 0, es decir,
por la Proposicién [1.11] 1. | X,,| < n excepto una cantidad ﬁmta de n, con probabilidad 1. Denotemos

%, - X, | Xn| <n
0, | Xn| >n

Veamos que, como |X,,| < n excepto una cantidad finita de n, con probabilidad 1, entonces:

X+ -+ X, X4+ X, .
LQO@LQQ (2.22)
n n
Sea D C Q, P(D) =1 tal que si w € D, existe ng(w) tal que para todo n > ng | X,,(w)| < n, por definicién
de X,, tenemos que X, (w) = X,,(w) para n > ng, sea n > ng
) o+ K) _ Ka@) bt Ky 0) | Xogia(@) b+ X ()
n n n

Como nyg es fijo, el primer sumando tiende a 0 cuando n — 0, de donde se deduce ([2.22)).

X+t Xalw) K@)+t Xy (@) | Xnga(@) +- + Xa(w)

n n n

Observemos que E(X,,) no es necesariamente 0, no obstante

E(X,) = E(X, I x,<n}) = E(X11{x, |<n})-

Por el Teorema de convergencia dominada (se puede aplicar ya que Xilfx,|<ny < X1y E[X:| < 00)
obtenemos que E(X ;I x,|<n3) — E(X1) = 0. Si aplicamos el Lema con a; = 1y x, = EX,)

obtenemos que

fZE ) = E(X1) =0, n— oo,

como consecuencia

X1+ 4 X, e X, —E(X co - (X, — (X)) e
%_)0@( 1 (1))+n+( ( ))_>0_

Para probar que se verifica el dltimo limite, basta probar, por el Lema m que la serie ZXn /n es
convergente, siendo X,, = X,, — E(X,,). Por el Teorema para ver que y . X, /n converge basta ver que
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S Var(X,,)/n? converge. Si acotamos Var(X,,) = E(X2) — (E(

Z Var

n=1

X,))? <E(X2),
Z% (X Lxa <n 2)

SE[XAL{ X, |<n}]

p'%g

3
Il
—

I
hE
3‘,_.

3
Il
-

E[XTL{ k1)< 1<)

M
3{\:"—‘
NIE

n=1 k=1

o o0 1
= _E[X-n<ixi<n] D —

k=1 n=k

Veamos que >~ % <

2
k>
=1 > 2 =T 1 2
Zyzaﬁznmm?z[nnﬂ}h

Por otra parte, como
XPLq -1y <ixaj<ny < KX Do) <pxg<ny

se obtiene que
E[XTTn-n<ixi<iy] < RE[IX1 /T 1<% 1<i)

y finalmente

Var =
Z <2) E[X1Tg-1)<ix:|<ky] = 2B(X1]) < o0
n=1 k=1

Se deja como ejercicio probar el recriproco del teorema anterior:

Teorema 2.35. Sea {X, }nen una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas tal que

Xi+...X,
L — C c.S
n
entonces: E|X;| < 00 y C = E(X;).
Demostracion. Escribir: X s N
An _ On (" - ) nol (2.23)
n n n n—1

Probar usando el Lema 2.y (2.23) que

> P(X1] > n) < oo

y concluir usando el Lema [2.31]
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2.5. Convergencia en Distribucién

Definicién 2.36. Dada {X,},cy una sucesién de variables aleatorias definidas en (Q,, A,, P) v X
definida en (9, A, P), se dice que {X,, }nen converge en distribucién a X si y sélo si

lim Fx, (x) = F(z) para todo = punto de continuidad de F,
n—oo

denotamos X, 4 X,

Observacién 2.37. Recordemos que una funcion de distribucion F : R — [0,1] es mondtona no decre-
ciente y verifica que F' € D siendo D el espacio definido en el punto 7 del ejemplo [I.15 Por tal motivo
se puede ver fdcilmente que las discontinuidades de una funcion de distribucion son de salto (el limite
por izquierda y derecha no coinciden), con lo cual, como la suma de dichos saltos tiene que estar incluido
en [0,1], sdlo pueden ser una cantidad numerable. Si F' es continua la convergencia es uniforme como se
demuestra en el siguiente teorema:

Teorema 2.38. Si X, 4 x y Fx () es continua para todo x entonces Fx, — Fx uniformemente.

Demostracion. Denotemos F,, = Fx y Fx = F. Sea ¢ > 0 existe R = R(¢) > 0 tal que F(R) — F(—R) >
1 —e. Observar que entonces F(—R) < ey F(R) >1—¢. Sea Ny tal que sin > Ny |F,(R)— F(R)| <ey
|Fn(—R)— F(—R)| < € (Ny existe ya que F es continua en Ry en —R y F,, converge puntualmente a F'). Si
r < —R, como F,, y F son no decrecientes |Fy,(r) — F(r)| < F,,(r)+ F(r) < F,(-R)+ F(—R) < (F(—R) +
e)+ F(—R) <3esin>Ny.Sir>R,1—-¢ < F(R) < F(r), ademéds 1 —2¢ < F,(r) < 1, por lo tanto
| (r) — F'(r)] < 2e. Por lo tanto hemos probado que si n > Ny entonces sup,.¢(_g,gje [Fn(r) — F(r)] < 3e.
Para ver el caso en que € [— R, R] observemos que F es uniformemente continua en [—R, R] y por lo tanto
para todo € > 0 existe § > 0 tal que |F(z) — F(y)| <esi|lr—y| <d.Sea —R<z1 <3< ...<z)p <R
tal que x; — x;—1 < . Como F,(x;) — F(x) existe n; tal que si n > n; |F,(x;) — F(z;)| < ¢, sea
Ny = méx{nq,...,ng}. Sir € [-R, R] sea ¢ tal que z;—1 < r < x; y n > Nj, nuevamente usando que F,
y F' son no decrecientes

F(.’Eifl) — & — F(CL‘Z) S Fn<.’17i,1) — F(SL‘Z) S Fn(’l“) — F(T) S Fn(.’lﬁl) — F(.’Ei,1) S F(.Tl) — & — F(.’Ei,1>

como z; — x;—1 < J se tiene que |F(x;) —e — F(z;-1)] < 2e. Por lo tanto si tomamos n > max{Ng, N1}
tenemos que para todo r € R |F,(r) — F(r)| < 3¢ y por lo tanto lim,,_,o sup,cg |Fn(r) — F(r)] = 0, es
decir F;, converge a F' uniformemente. O

El siguiente teorema da una definicién equivalente de convergencia en distribucién que, a diferencia
de la anterior, permite definir convergencia en distribucién de variables aleatorias definidas en un espacio
métrico cualquiera.

Teorema 2.39. Dada {X,, }nen una sucesidn de variables aleatorias definidas en (Qy,, An, Pn) y X definida
en (0, A, P), {X,}nen converge en distribucién a X si y sdlo si

lim E(f(X,)) =E(f(X)) para toda f a valores reales, continua y acotada .
n—oo

Demostracion. Aqui solo probaremos el directo, el reciproco se probard mas adelante (ver Teorema m
). Lo haremos para el caso de variables aleatorias a valores reales, el caso general es similar. Denotemos
F,, la funcién de distribucién de X,, y F la de X. Tomemos g : R — R tal que |g(x)| < ¢ para todo = € R.
Para todo a < b tenemos que

+oo

o0 B = | [ o@are) - [ oware)| <| [ gwane - [ o@inw)

—0o0

+‘/abg(x)an(:v)—/abg(x)dF(as)’—1—‘/abg(a:)dF(m)—/+oog(x)dF(as)’ Lt Dt

— 00
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a +oo
=] [ s@irw+ [ g@ar@| < ore +1-P)

dado que (F'(a) +1— F(b)) — 0 cuando a - —o0 y b — +00, para todo € > 0, podemos tomar a < b tal
que ¢(F(a) +1— F (b)) < e. Como los puntos de discontinuidad de F' son a lo sumo numerables podemos
suponer que a y b son puntos de continuidad de F. Si procedemos con I; de la misma manera que hicimos
con I3 obtenemos que I1 < ¢(F,(a) + 1 — F,(b)). Dado que a y b son puntos de continuidad de F' y X,
converge en distribucién a F, podemos tomar n suficientemente grande tal que |¢(F,(a) +1 — F,(b)) —
c¢(F(a) +1— F(b))| < &, es decir Iy < 2e. Para acotar I tomemos a = zg < 1 < ... < £y = b una
particién de a, b tal que |g(x) — g(x;)| < € para todo z;,i=0,...,N — 1y para todo = € [z;,x;4+1] (esto se
puede hacer ya que g es continua). Podemos suponer ademas que los z; son puntos de continuidad de F.

ZLMl mw) - [ gwar),

3

Observemos que

nm=@mwwwwmm—aumé/mhwﬂmms@mmfwwmm—nwm=M@

i

mi = () ) (Flain) = F)) < [ g@dF(@) < (g(0) + ) (F (i) = F) = M,

Por lo tanto i i
WM*MS/ g@mw@f/ g(x)dF (z) < My, —m;,

sumando en i,

imm—Mnngww&m—/mhmﬂwm§§Mmﬂm. (2.24)

i=0 Ti v =0

Como los z; son puntos de continuidad, m,,, = m;, y My, — M;, para todo 7. Observar que M; — m; =
2e(F(xiq1) — F(x;)) y por lo tanto

N-1
lim_ > (M, — M;) = —2¢ Z (zig1) — F(x;)) = —2e(F(b) — F(a)) > —2¢,
=0
andlogamente
N— 1
lim ) < 2,
n—oo 7/:0

por lo tanto, tomando n suficientemente grande en (2.24]) se tiene que I < 3e.

Proposicién 2.40. Sean {X,,}nen y X variables aleatorias definidas en (2, A, P), supongamos que X, LS
X y sean a < x < b numeros reales, entonces

Fx(a) < lminf F,(z) < limsup F,(z) < Fx (b)
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Demostracion.
Fx(a)=P{X <a}n{X,, - X>z—a})+ P{X <a}n{X,—-X <z —a})
<PXp,—-X>xz—a)+ P{X <a}n{X, - X <z—a})
<P(|X,—-X|>z—a)+ P(X, <x)
Donde en la dltima desigualdad hemos usado que {X < a}N{X, - X <z—a} C{X, <za}y{X,—-X >

x —a} C {|X, — X| > z — a}. El primer sumando tiende a 0 con n ya que X, 5 X. Por lo tanto
tomando limite inferior obtenemos que Fx (a) < liminf F,(x). Para demostrar que limsup F,,(z) < Fx (b),
procedemos de forma andloga:

Fy, ()

P{Xy <z})
=P{X, <z}n{X-X,<b—-z})+ P{X, <z}n{X-X, >b—2a})
<P(X <b)+ P(X — Xn| > b— ),

donde usamos que {X,, <z, X-X, <b—z} C{X <b}y{X,, <z, X-X, >b—z} C{|X-X,|>b—x},
luego se concluye tomando limite superior. O

Veamos que de la proposicion anterior se sigue que la convergencia en probabilidad es mas fuerte
(implica) la convergencia en distribucién.

Corolario 2.41. Sean {X,, }nen y X variables aleatorias definidas en (2, A, P), supongamos que X,, B x
y sean x punto de continuidad de Fx entonces Fx, (x) — Fx(x).

Demostracion. Tomemos ar =z — 1/k y by, = x 4+ 1/k, aplicando la proposicién anterior tenemos que
Fx(ar) < liminf F, () < limsup F,,(z) < Fx(bg),
el resultado se sigue de la continuidad de F' en x. O

El reciproco del corolario anterior es falso, basta tomar X ~ N(0,1) y X, = (—1)"X. Como X es
simétrica es claro que Fx(x) = Fx, (z) para todo « y n, no obstante | Xa,1; — X| =] - X — X| = 2|X]|.
Observemos que de este ejemplo se desprende una diferencia importante con la convergencia en probabilidad

y c.s. Si X, i) XyY, i Y, no es cierto en general que X,, + Y, i) X + Y. Basta tomar como Y,, = X5,
y Xn = Xopny1 entonces X, + Y, = 0 para todo n. Por otra parte es inmediato verificar a partir de la

definicién de convergencia en distribucién que si X, 4 x v X, 4 v entonces Fx(xz) = Fy(x) para todo
x punto de continuidad de X e Y. En otras palabras X 4 Y, de los ejemplos anteriores vemos que no va
a ser cierto en general que X 22" Y. Veamos ahora un teorema que permite en algin sentido pasar de la
convergencia en distribucén a la convergencia casi segura. No veremos la demostracién ya que requiere de
técnicas de analisis real, no obstante la misma puede encontrarse en el libro [I] pagina 70.
Teorema 2.42. (Skorokhod.) Dada { X, }nen una sucesion de variables aleatorias definidas en (0, An, Pr)
y X definida en (o, Ao, Po), tal que X, LN X, existen X y X* definidas todas en cierto (Q, A, P) tal que
XngXT*L para todonyXiX* Y
Xr 3 X

El teorema anterior es muy 1util para probar propiedades de la convergencia en distribucién. Por ejemplo
para probar que X, % X entonces 9(X,) A g9(X) siendo g continua, basta tomar X y X* copias
X)) & g(X*) y por lo
9(X,), obtenemos que

de X, y X respectivamente, tal que X % X*, por lo tanto sabemos que g

tanto g(X}) A g(X*). O, lo que es lo mismo, como g(X*) 4 9(X) v g(X})
d

9(Xn) = g(X).

—~

1EN
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Lema 2.43. (Lema de Slutsky) Si X, 4 x y Y, L ¢ siendo ¢ una constante, entonces
- X, 4V, S Xt
. XY, %X

 X,,/Y, 4 X/c siempre que ¢ # 0.

2.5.1. Meétricas entre distribuciones

Definiremos distancias entre funciones de distribucién F' y G de dos variables aleatorias X e Y a valores
reales, de modo que la convergencia en distribucién de una sucesién de variables aleatorias sea equivalente a
la convergencia en dicha distancia. Algunos de estos conceptos se pueden generalizar a variables aleatorias
a valores en espacios métricos mas generales (ver, por ejemplo, Capitulo 2 del libro [3]).

Distancia de Levy

Definicién 2.44. Sean I’y G dos distribuciones de probabilidad en R, la distancia de Lévy entre F'y G
se define como

dp(F,G)=imf{e>0: Flx—¢) - <G(z) < F(z+¢)+e Vz e R}.

Veamos que la convergencia en distribucién definida en (2.36) es equivalente a la convergencia en la
distancia de Levy.

Teorema 2.45. Sean {F,},en funciones de distribucién de variables aleatorias a valores reales, y F otra
funcion de distribucion, entonces, son equivalentes

1. Fy(x) = F(z) para todo x de continuidad de F
2. dy(F,, F) — 0.

Demostracion. Que 2) implica 1) se sigue de manera inmediata de que si 2 es un punto de continuidad
de F, F(x —¢) —¢ — F(z) y F(x + ) — F(z) para ¢ — 0. Para ver la otra implicancia tomemos
2o < 21 < ... < xpy puntos de continuidad de F tal que F(xg) <e/2y F(zny) >1—¢/2,y xj11 —x; <&
paratodoi =0,..., N —1. Sea ng tal que para todo n > ng y para todo i, |F,(x;) — F(z;)| < €/2. Entonces
sixi_1 <z <y,
F,(z) < Fp(x;) < F(z;) + % < F(z +¢).
>

De la misma forma se prueba que F,(z) > F(x —¢) —e. O

Distancia de Wasserstein

Vamos a definir la distancia de Wasserstein entre dos distribuciones, la cual es el infimo de la distancia
en L? de dos variables cuyas distribuciones son F y G.

Definicién 2.46. La distancia de Wasserstein entre dos distribuciones de probabilidad F'y G se define
como

m&EQZmQMX—w%XNRYNG}

Si X ~FyY ~ @G, de la desigualdad cov(X,Y) < cov(F~Y(U),G71(U)) siendo U una variable con
distribucién uniforme en [0, 1] (observar que X ~ F e Y ~ @). se puede ver facilmente que la distancia de
Wasserstein se realiza tomando como variables F~1(U) y G=(U). Se puede probar que W3 (F,,, F) — 0 si
y sblo si F,, converge en distribucion a F'y el segundo momento de variables con distribuciéon F), converge
al segundo momento de una variable con distribucién F, es decir [ 2?dF,(z) — [2?dF ().
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2.6. Convergencia en L?

Definicién 2.47. Sean X y {X,, }nen variables aleatorias definidas en el mismo espacio (Q, A, P), decimos
que X,, converge en LP (siendo p > 0) o en media de orden p a X si y sélo si

E|X, — X|P — 0,

LP
denotamos X,, = X
Omitiremos la prueba de las propiedades de la convergencia en LP que se resumen en el siguiente
ejercicio

Ejercicio 2.48. = Probar usando la desigualdad de Chebyshev que si X, LY X entonces Xn = x.

» Un ejemplo de que el reciproco no es cierto es el siguiente: Sea Q = [0,1], A = B([0,1]) y P la
probabilidad dada por la distribucién de una variable uniforme en [0, 1], las variables

X (w) = er, 0<w<1/n
0, w>1/n '

Verificar que X, o v Xn = +00.

. Lr . . c.s. , .z
= El ejemplo muestra que X,, = X no implica X,, = X. El reciproco también es falso, basta
tomar X,, independientes tal que P(X,, =1)=1/ny P(X,, =0) =1—1/n, y observar que si fuese
X,, %0, por el Lema de Borel-Cantelli, tendria que ser >ooe 1 1/n < oo lo cual es falso.
Proposicién 2.49. Si X,, es una sucesion de variables no negativas tal que X, <5 X yE(X,) — E(X) <

oo entonces
IE|Xn — X\ — 0,

Demostracidn. Observar que para n > ng E(X,,) < oo, que 0 < (X — X,,)Ix>x, < X, concluir usando
que

E|X, — X| =E[(X — Xn)ix>x,}] +E[(Xn — X)x,>x}]
=2E[(X — X»){x>x,}] + E(X, — X)

2.6.1. Desigualdades en espacios L”
Teorema 2.50. » Desigualdad de Jensen: Si g es conveza y E|X| < 0o, g(E(X)) < E(g(X))
» Desigualdad de Lyapunov: Si0 < s <t (E|X|*)/* < (E(X)})!/?

» Desigualdad de Hoélder: Sil <p<ooy(1/p)+(1/q) =1, si E|X|P < 0o y E|Y|? < co entonces
E|XY| < ooy
EIXY| < (E(X[P)V/P(E[Y|)Y.

» Desigualdad de Minkowski: SiE|X|P < oo y E|Y|P < 00, con 1 < p < o0, entonces E|X + Y|P <
S
(E1X +YP)Y7 < (BIXP)Y? + (=Y P)?
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Funciones caracteristicas y TCL

Vamos a introducir ahora una funciéon que caracteriza la distribucién de una variable, que permiitira
luego probar el Teorema Central del Limite.

3.1. Funcion caracteristica

Definicién 3.1. (Funcién caracteristica.) Dado (2,4, P) un espacio de probabilidad y X : Q@ — R,
definimos la funcién caracterstica ¢x : R — C de X como px (t) = E(e*X).

Uno de los objetivos fundamentales de este capitulo es probar que @x caracteriza la distribucién de

X, (es decir si px = ¢y entonces X < Y) y que si px, (t) = ¢x(t) para todo t entonces X, 4 X.
Esto ultimo representa una herramienta importante a la hora de probar convergencia en distribucién y en
particular el Teorema Central del Limite.

Observacién 3.2. Observemos que dado que e''* = cos(tX) + isen(tX), se tiene que
+oo
ox(t) = / ¢t dFy (z) = E(cos(tX)) + iE(sen(tX)),
—oo
como ||eX|| = 1, para todo t, p(t) existe y es finito para todo t.
Veamos algunas propiedades que se siguen de manera inmediata de la definicién, se dejan como ejercicio
Proposicién 3.3. 1. |px(¢)| <1 para todo t € R
2. px(0) =1
3. pax+(t) = e"Pox(at).
4. Si X eY son independientes oxv (t) = px(t)py (t) para todo t € R.
5. ox(t) = px(—t), donde si z = a+ib, Z = a — ib.
Proposicién 3.4. Si X ~ N(u,0?) entonces

itp—31 (ot)?

ox(z)=e
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Demostracion. Observemos que como 1 = % ~ N(0,1), por la parte 3 de la proposicién anterior, nos

basta considerar el caso X ~ N(0,1). Como sen(z) es impar y \/%e_%ﬁ es par,

L1 12 1 1 2
t)y= [ & e 2% dr = / cos(tx e 2% du,

derivando respecto de t bajo el signo de integral (ver Teorema , € integrando por partes obtenemos
que

2

1 +oo 1.2 z2 |O° +oo 1 1,2
L) = — sen(tz (—:refﬁm )dx =sen(tx)e” = —t/ cos(tz e 2% dx
Slt) = o= [ senta) (t2) [ con(ta)

— 00

Observemos que como sen(tx) es acotada, el primer sumando es 0, mientras que el segundo es —tpx (t),

es decir px verifica la ecuacién 3’ + ty = 0 de donde px (t) = Ce 3" y C =1 ya que wx(0)=1 O

Proposicién 3.5. px(t) es uniformemente continua.

Demostracion. Observemos que @x (t) — ox(s) = E(e**X (e!*=5)X — 1)), por lo tanto |px(t) — px(s)| <
E|(e!®=)X 1|, como |(e'*=*)X —1| < 2 € L', basta observar que cuando t, s — 0 entonces e!*=5)X -1 =% 0,

y luego aplicar convergencia dominada. O
Proposicién 3.6. Si E|X|™ < oo para alginn > 1 entonces existen las derivadas de px de orden 1,...,n
Y

(r) t) = s A\T ita:dF —i"E(XT it X TE(XT) = (r) 0 3.1
px () R(W)e (z) =i"E(X"e"?) y i"E(X") = ¢x (0) (3.1)

ademds .

()" ey o ()"

px(t) = Z;) ] E(X") + Tsn(t), (3.2)

donde |e, ()] < 3E(|X]|™) y en(t) = 0 cuando t — 0.

Demostracion. La prueba de [3:1] se hace por induccién completa, veamos el caso base 7 = 1. Observemos
que por la desigualdad de Lyapunov E|X|" < co. Escribimos el cociente incremental:

e (2]

h
iha
ite [ € -1 ‘:
‘ ( h )

como

eihw_l z z

=1 el <1 [ leniast = i,
h 0 0

como X € L' podemos usar convergencia dominada:

_ . thX _ .
tim PETR) — () h]z o) _ g {e“X Jm <e 1)] — E [¢"¥ix].

h—0 h—0 h

Para demostrar observemos que , para y € R,

e = cos(y) +isin(y) = [cos(@ly) + isin(92y)],

k! n!
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con |61| <1y |f2] <1, entonces

1k ()
GitX Z ( t}f) + ( t:;) [ cos(61(w)tX) + isin(f2(w)tX)],

tomando esperanza

-1

3

(it)"
n!

(it)"
> E(X*) +

ox(t) = E(etX) = E [Xn [ cos(61 (w)tX) + isin(ha (w)tX)H )
k

Si escribimos:
E[Xn[cos(ﬁl(w)tX) i sin(92(w)tX)]] _E [ X[ cos(B1 (w)tX) + i sin(fy(w)tX) — 1+ 1]}

_ E[X" [ cos(01 (w)tX) + i sin(fa ()t X) — 1]] +E(X™)

si definimos

en(t) = E[X" [ cos(01 ()t X) + i sin(fa (W)t X) — 1]]

obtenemos que

E(X*) + (i;)!nIE(X”) + (:len(t),

de donde se sigue ((3.2)).
len(t)] < E[|Xn|} cos(01(wW)EX) + i sin (B (w)tX) — 1@ < 3E|X"|
Para ver que &,(t) — 0 observemos que como E|X™| < co podemos usar convergencia dominada y
}ir% (cos(91 (W)tX) +isin(b2(w)tX) — 1) =0.
O

Teorema 3.7. (Férmula de inversion.) Sea F' = F(z) una funcidn de distribucion y p(t) = fj;o e dF (x)
su funcion caracteristica.

1 Para todo par a < b de puntos de continuidad de F,

F(b)— F(a) = lim i/c R A (3.3)

c=+4o00 21 J_,

2 Si fj;o lo(t)|dt < oo, F tiene densidad f dada por

+o00o
f@) =5 [ et (3.4)

:% .

Demostracion. Veamos la demostracién de 1). Para eso observemos que

1 c _—ita __ ,—ith 1 ¢ _—ita __ ,—ith +oo
£ % oyt / ezte[ / emdF(x)} dt

o7 e it :% e oo
1 c +oo ,—ita _ ,—ith
227 |:/ efeelmdF(x):| dt
T J_ o) oo )
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ahora vamos a aplicar el Teorema de Fubini de intercambio de integrales, para eso tenemos que probar que
el integrando estd en L'(dF x dt), observemos que
b
/ e*ita:dx
a

efita _ efitb

1t

—ita _ o—ith

1t

e

gb*aa

€omo fj;:(b — a)dF(z) = b — a obtenemos que

LI

Si damos vuelta las integrales obtenemos que

—ita —itb
€ 7 € eitx
it

dF(x)} it < [ CC [ :O(b — a)dF(z)dt < 2¢(b— a)

1 c efita _ 67itb +oo
5 | e = Ye(x)dF (x) (3.5)
T J_. it oo
siendo . y -
1 et —em"
T)=— —e""dt
Ve(@) o /, . it
en lo que resta de la prueba veremos que podemos usar convergencia dominada, para eso observemos que
efita o 67itb itn eit(zfa) o eit(sz)
it N it
__cos(t(x — a)) — cos(t(x — b)) n sen(t(x — a)) — sen(t(x — b))
N it t
Como (o)
/ cos(t(z — a))dt _ / cos(u) du—0
—c t —c(z—a) u

c

donde en la tdltima igualdad usamos que %(“) es impar (de igual manera [ w =0), obtenemos que

1 /c sen(t(z — a)) — sen(t(z — b)) it

o t

wr(l')

—C

si ahora hacemos los cambios de variable v = t(z — a) y u = t(x — b) obtenemos que

1 /C(f_“) sen(v)dv 1 e sen(u)d

T o

Ye(z)

—c(xz—a) v - % —c(z—b) u

consideremos ¢(s,t) = fst Ser;&dv, se puede demostrar que g(s,t) es uniférmemente continua y g(s,t) — m
cuando s | —oo y t T 400 (esto tltimo requiere de técnicas de andlisis complejo y no lo veremos aqui).

Observemos que para todo & 1im._, ;o0 tc(z) = 1(z) siendo ¢ la funcién definida en el Ejercicio [1.46}

0, z<a,x>0
Y(E)=41/2, z=a,xz=">
1, a<zxz<b

Como ¢ es uniformemente continua y g(s,t) — 7 cuando s | —oo y t T +00 existe C' constante tal que
[e(z)] < C < oo. Esto nos permite pasar al limite con ¢ — oo dentro de la integral en y obtenemos

que
+oo +oo
Ye(x)dF (z) — Y(x)dF(x) cuando ¢ — 400,

oo
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nuevamente por el ejercicio sabemos que fj;o Y(x)dF(x) = F(b) — F(a) si a y b son puntos de con-
tinuidad de F, esto concluye la prueba de

Para demostrar 2). Definimos,

veamos que f(x) es una funcién continua de z, sea x,, — z, observemos que
e p(t) — e " p(t)  cuando n — oo, Vi,
como fjoooo lo(t)|dt < oo, y |e~ @ | = 1 podemos usar convergencia dominada y obtenemos que f(z,) —

f(z). Como f es continua, es integrable en [a,b] para todo [a,b]. Si aplicamos el teorema de Fubini de
intercambio de integrales,

b b 1 +oo . 1 +o0 b .
/ f(x)dx :/ . </ e”‘”gp(t)dt) dx = 2—/ o(t) / e x| dt,
a a ™ — 00 ™ — 00 a
/b 67itzdx _ efitw b —ita __ efitb
" it

e
b 1 [t g—ita _ o—ith
/ f(zx)de = lim — / S —

c—+o0 2 it

si calculamos

bl

a it

por lo tanto

por la parte 1 dicho limite es F'(b) — F(a) para todo a y b de continuidad de F'. Observemos que hemos
probado que F(z) = ffoo f(y)dy, como f es continua podemos derivar F' y obtenemos que F’ = f, y como
F' es una distribucién es creciente y por lo tanto f > 0, es decir f es la densidad de F'. O

Observemos que, del Teorema anterior se sigue que la funcion de distribucién caracteriza la distribucion,
es decir:

Corolario 3.8. Si F' y G son distribuciones tal que

+oo +oo
/ e dF (x) 2/ e dG (z),

para todo t € R entonces F = G.

Definicién 3.9. (Funcién caracteristica en general) Dado (Q,.4, P) un espacio de probabilidad y
X : Q — H,siendo H un espacio vectorial con un producto interno ( -, - ) definimos la funcién caracterstica
px : H— C de X como

(IOX(t) = ]E(ei<t’X>).

Teorema 3.10. Una condicidn necesaria y suficiente para que las componentes del vector & = (&1, ...,&q)
sean independientes es que la funcion caracteristica de & sea el producto de las funciones caracteristicas de
las &;, es decir:

E(exp(itpéy)) (t1,...,t;) € RY (3.6)

d
=1

E {GXP (i(trr+ -+ tdﬁd))] =
k
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Demostracion. Veamos que si se cumple para todo t € R? entonces son independientes. Para eso vamos
a usar que la funcién caracteristica de un vector caracteriza la distribucién multidimensional. Denotemos
F a la distribucién de £, F; la distribucién de &; y G(x) = HZ:1 Fy(xy) siendo x = (21, ...,24), queremos
probar que F' = G. Como aplicacién directa del teorema de Fubini podemos intercambiar las integrales y
obtenemos que:

d
/ exp (i(tizy + - + tgzq))dG(x) = H / et dFy ()
Rd o IR

Por otra parte

ztzk

z&

H/ zta:dek -Tk

k=1
si aplicamos [3.6]

d
H ]E(eit&k) = ]E[exp (i(hfl + -+ tdfd))} = / exp (i(t1$1 + -+ tdxd))dF(a:),
k=1 R
como la funcién caracteristica multidimensional caracteriza la distribucién obtenemos que F' = G y por lo
tanto son independientes. O

Vamos a demostrar ahora el teorema que nos permitird luego demostrar el Teorema Central del Limite.

Teorema 3.11. Dada {X,, }nen una sucesidn de variables aleatorias definidas en (Qy,, An, Pn) y X definida
en (Q, A, P), son equivalentes

1X,%x
2 px, () > ox(t) para todo t € R

Demostracion. Veamos que 1 implica 2. Vamos a usar el Teorema (el directo tinicamente). Fijado
t € R consideremos las funciones g;(z) = sen(tz) y g2(x) = cos(tz), ambas son continuas y acotadas por
lo que E(sen(tX,,)) — E(sen(tX)) y E(cos(tX,,)) —, E(cos(tX)). Por lo tanto E(e#*n) —,, E(e®X).

Veamos que 2 implica 1. Denotemos F}, la funcién de distribucién de X, y F' la funcién de distribucién

de X. Para demostrar que F, 4 P basta probar que toda subsucesion {F), }; de {F},}, tiene una sub-
sucesién que seguiremos denotando {F,, }; , que converge a F' en todo punto de continuidad de F'. Veamos
esto: supongamos que F;, no converge en distribucién a F', entonces existe xy un punto de continuidad de
F tal que |Fy,; (w0) — F'(z0)| > € para infinitos j. Consideremos la sucesién de nimeros {F},; (v0)}x C [0, 1]
siendo F,; la subsucesién de {Fy,}; que converge a F'. Tenemos que Fy,, (x0) = F(x0), lo cual contradice
que |Fy, (xg) — F(z0)| > €.

En lo que sigue vamos a construir una subsucesién {F, s }x de cualquier {F,,} que converge a F' (por
simplicidad vamos a denotar F,,; en lugar de {F),, }k) Consideremos una numeracién de los ntimeros
racionales Q = {g; };c. Como {F,(¢1)}» C [0,1], existe un conjunto de indices N1 = {ny ; : j € N} tal que
{F, ;(q1)}; converge. Nuevamente como {F},, ;(¢g2)}; C [0, 1] existe un conjunto de indices No = {nq; : j €
N} C N; tal que {F,,, y (g2)}; converge. Si procedemos asi obtenemos conjuntos de indices Ny D Ny O N3 D

. Tomamos {F,,}; := {Fy,,};. Observemos que, para todo g € Q existe lim; oo Fy; ;(qr) = g(qr)-
Deﬁnlmos la funcion G : R — [0,1] tal que

G(z) = inf{g(qx) : qp > 2} sizecR\Q; G(g) =g(qg) siqgeQ

Vamos aprobar que G es una funcién de distribucién y que F,,(x¢) — G(x¢) para todo x¢ de continuidad
de G.
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1) G restricta a Q es monétona no decreciente: para todo g < ¢', Fp,(q) < Fp;(¢') ya que las F),, son
no decrecientes. Tomando limite en j obtenemos que g(q) < g(¢’) y por lo tanto G(¢;) < G(g;) para
todo ¢; < g;.

2) Es no decreciente en R, sean x; < xp ntimeros reales, y qi, — o1y ¢y, — T2y 9(q1,) — g(1)
9(g2;) — g(z2). Como G es no decreciente en Q, g(q1,) < g(gz;) para i > ig. Por lo tanto G(z1) <
G(ICQ)

3) Es continua por derecha: sea xj, | x (decrece a z), llamemos d = limy, G(xy) (dicho limite existe ya
que G es no decreciente), como x | * y G es no decreciente (por la parte anterior) es claro que
G(z) < d. Supongamos que G(z) < d, como G es no decreciente existe y > x € Q tal que g(y) < d.
Para k suficientemente grande = < xx < y y por lo tanto como G es monétona no decreciente
G(zr) < g(y) < dylimg G(z) < d lo cual contradice que d = limy, G(xy).

4) Fp,(z0) —j G(x0) para todo z¢ de continuidad de G. Sea xo de continuidad de G, para todo y > x¢
y € Q, como las F,,; son no decrecientes tenemos que

lim sup F,, (zo) < limsup F,; (y) = g(y),
J

y por definicién de g, limsup F;,, (y) = g(y) si y € Q, por lo tanto, tomando infimo en y,

limsup Fy; (zo) < Inf{g(y) : y > zo} = G(zo). (3.7)

Sea 1 < y < xg, y € Q entonces

G(z1) < g(y) =lim F,, (y) = lim inf F,, (y) < lim inf F,, (20),
J j J

Donde en la primer desigualdad hemos usado que G es no dereciente y G(y) = g(y) si y € Q. En la
tltima hemos usado que las F},; son no decrecientes. Si ahora tomamos x1 1T xo obtenemos que

G(rg) = G(zg ) <liminf F,, (z0) < limsup Fy,, (20) < G(x0).
J J

Donde la primera igualdad es porque z( es de continuidad de G y en la tltima usamos (3.7]).

5) Los limites de G a —oco y +00 son 0 y 1 respectivamente. Observemos que como PX., (s) = vx(s)
para todo sy |¢ X, (s)] <1 podemos aplicar convergencia dominada y obtenemos que

t t
/ PXo, (s)ds —; / vx(s)ds para todo t.
0 0

Por otra parte,

/0 t Px, (s)ds = /0 t ( /_ :o ¢ dF,, (u)) ds = /_ +: ( /0 t eisuds> dF,, (u) = /_ :O (ew;u_ 1) dF, (u).

Andlogamente
t +oo eiut -1
/0 @X(s)dSZ[OO ( o )dF(u)

eiut _
U

Como F,,(u) — G(u) para todo u de continuidad y L es continua y acotada (la parte real e

imaginaria son acotadas), se puede probar que:

+oo eiut -1 +oo eiut -1
[m ( o >anj(u) — Lm ( o >dG(u).
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Este ltimo paso no es inmediato ya que no sabemos que G sea una distribucién atin (es lo que

queremos probar). No obstante dicha convergencia se prueba usando las propiedades ya demostradas
de G.

Obtuvimos finalmente que

/ot ox(s)ds = /_J:O (eiu;u_ 1) dF(u) = /_:O (eiu:u_ 1) dG(u),

para todo t, por lo tanto
1/ I
ds = — dG(u).
P [extoas =3 [ (52 atw)

Observemos que como ¢ x es continua, por el Teorema del valor medio para integrales

1

t
;/ wx(s)ds = px(0) paraalgin0 < 6 <t
0

por lo tanto
t

1
h'mg px(s)ds = @x(0) =1.
0

t—0

Por otra parte, por el teorema de convergencia dominada,

1 400 etut _ 1 +oo
lim © ( ‘ ) 4G (u) = lim / 4G = G(+o0) — G(=o)
—VJ -

t=0 1 J_ o 21U

Como 0 < G(x) < 1 para todo z, obtenemos que G(+00) = 1y G(—o0) = 0. Esto concluye la prueba

N d
de que G es una distribucién, tenemos entonces que Fy,;, — G.

Como G es una distribucién podemos encontrar una variable Y tal que G sea su distribucién, por lo tanto,
usando que 1 implica 2, ¢x, (t) — @y (t) para todo t, pero por hipétesis PX.., (t) = wx(t), es decir
px(t) = @y (t) para todo ¢, y por unicidad G = F. O

3.2. Teorema Central del Limite

3.2.1. Variables iid

Teorema 3.12. (P. Levy) Sean Xi,...,X,, iid con distribucién F tal que E(X;) = p y Var(X;) = o2.
Si denotamos S,, = 2?21 X; entonces
Sn —np
ovn

Demostracion. Observemos que basta probarlo para el caso E(X;) = 0y Var(X;) = 1: si definimos
Y = (Xi — p)/o

4 N(0,1).

Yi+-+Y, Sy—np
vn - oyn

Por el teorema y la Proposicién observemos que basta probar que

t2

_1
®s, ) ymlt) = e 2
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Si usamos las propiedades 3. y 4. de la Proposicién [3.3] obtenemos que
n
s, /valt) = ¢s,(t/vn) = [ ox.(t/Vn),
i=1
como las variables son idénticamente distribuidas,

[Tex ¢/ vn) = (ex, (t/vn))" .

i=1

Si usamos la expresién (3.2)) con n = 2 obtenemos que

Px(t) = px(0) + 15 (0) + S = Sea(t) = 1= T = Zealt

donde e5(t) — 0, cuando ¢ — 0, finalmente

t2 t2 ¢ n 2 t2 t
(- X (L)) = log [1- 1 — Doy (L
¢85, /vn(t) < 2n 2n82(\/ﬁ>> xp (n 8 [ on  2n° (\/ﬁﬂ) ’

usando el equivalente log(1 4+ u) ~ u cuando u — 0 obtenemos que

exp [ nlo l—ﬁ—ﬁs (L) ex —ﬁ—ﬁe (L) — e_%
PAmee 1t o T\ Plmy m o \m/)| e
O

Teorema 3.13. Desigualdad de Berry y Esseen Si Xi,...,X, son variables i.i.d con E(X;) = 0,

Var(X1) = 0% < 00 y E(|X1]®) < 0o. Denotemos F,, = P(S,, < x) siendo S, = )(1-;7\/%)(”} entonces

E(IXI|3)
— < _— - 7
ilelp‘Fn(l‘) CI)(Z‘)‘ C 3\/77 s

donde ——= < C < 0,8.

s

3.2.2. Arreglos triangulares

Supongamos que para cada n > 1 tenemos una sucesion X,1,..., X, de variables independientes,
tales que
E(Xuk) =0, E(X7) = ong >0, Zgik =1,
k=1
denotamos
O(x) = ]P’(N(O, 1)< a:) D, (x) = ]P’(N(O,aik) < a:) =®(x/onk)

El objetivo de esta seccién es probar:
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Teorema 3.14. (Lindeberg.) Una condicidn necesaria y suficiente para que
d
Sp — N(0,1)

es

(A) Ve >0 Z/ ||| Frk(2) — Ppi(z)|de — 0 cuando n — oo (3.8)
|z|>e

Para eso vamos a usar dos lemas, el primero se deja como ejercicio:

Lema 3.15. Vale la desigualdad

1 n
*,|$|

n ')k
-y

k=0

Lema 3.16. Si E(]X|") < oo, entonces x"(F(x) — F(—z) — 1) — 0 siendo F la funcién de distribucion
de X

Demostracion. Observemos que 2"(1 — F(z) + F(—z)) < z"P(|X| > z), veamos que z"P(|X| > z) — 0.

Como N
E|X|" = Z/ e[ dF () < o0
k=17k-1

por lo tanto

Z / |z|"dF(z) — 0 cuando n — +o0,
k>z+17 k-1

por otra parte

> /k 1|x|”dF ) > 2"P(|X]| > 2).

k>x+1

Demostracion del Teorema
Veremos unicamente que la condicidn (A) es suficiente, denotamos

fnk(t) = E(eitxnk)a fn(t) = E(‘fitsn)v
+o0 400
Pnk(t) :[ " d® (), ©(t) z[ e dd(x).

Tenemos que probar que, para todo t, fn(t) = ¢©(t) cuando n — oo. Observemos que, como las X;, son

independientes
fn H fnk

por otra parte como Y ,_ 02, =1, si Z ~ N(0,1), Z 2 Zy+ -+ Zy con Z; ~ N(0,02)) para todo
i=1,...,n, e independientes, por lo tanto

= H Pnk (t)
k=1
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es decir
|fn(t) - Sﬂ(t” = H fnk(t) - H @nk(t) :
k=1 k=1
Observemos que, para todo k =1,...,n, |for(t) <1 y |onk(t)| <1, vamos a usar la siguiente desigualdad

para nimeros reales: para todo ;,y;, |x;| <1 y |yl <1, se tiene
n
@12 — g1y Yl <Yk — uil,
k=1

dicha desigualdad se prueba por induccion. Si aplicamos esta desigualdad obtenemos que

|fn(t) —@(t)] < Z | frk () — @ni(t)] (3.9)
k=1
n +oo +oo
= e dF, . (x) — e Ad,, L (z 3.10
> / ) o) - [ ) () (3.10)
n oo
-y /_ 1 Fp — Do) () (3.11)

=~
Il
_

donde en la 4ltima igualdad hemos usado la Proposicién[I.37 Observemos que

+oo —+oo +oo —+oo

0 :/ xdFnp(x) :/ xd®,p(z) y O'ik :/ 22dF,, :/ 22d® s,

— 0o — oo —oo —oo
por lo tanto, para todo k =1,...,n

+oo +oo ) 1

/ e d(Fp — ®pp)(z) = / (em” —itx + 7t2x2)d(Fnk — D) (2),

—o0o —o0 2

si aplicamos la férmula de integracion por partes[1.73, obtenemos

+oo

—00

T e Lo o ity Lo o
(e —itx + §t x )d(Fnk — 0,1 (x) = (e — it + 515 x )(Fnk(a:) - @nk(x))‘

— 00

—+o0
- / (it — it + 22) (Fup(x) — Bop(2))da (3.12)

. +oo
Veamos que (ezm — itz + %thQ) (Fuk(z) — @nk(x))’ =0,
— 0o
( itx t + 1t2 2) (F ( ) (D ( ))‘Jroo tQ 1/ 2 1 + 26“1‘ Z (F ( ) (b ( )) a
et — it + —t°x nk(T) — @i (x =— lim =z = - — k(1) — P ,
2 4§ b —o0 2 a—+oo 222tz F b —a

el limite anterior es

a2 [1 N (2 - )} (Foi(a) — Boi(a)) — a? [1 ; (2 ; )] (Fu(~a) — By(a)),

a—+oo t2a2  ta t2a2 ta

este limite es igual a:

lim_a?[(Fu(a) = Far(—0) = 1) = (®us(a) = Bui(—a) = 1)] =0,

a—-+oo
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ya que, por el Lema Lema 1My 400 a2 (Fur(a) — Fup(—a)—1) = 0 = lim, 1 o0 a*(Ppp(a) — Ppp(—a) —
1). Volviendo a (3.12)

+oo —+oo
/ (e“"” —itx + %tsz)d(Fnk —Dup)(x) =— / (ite"™ — it + t22) (Fp(z) — Ppi(z))da

— 00 — 00

+oo
=— z‘t/ (""" — 1 — itz) (Fok(z) — Ppi(x))da,

de donde
oo Foo
’/ e d(Fny — ‘ / e — 1 —itx) (Fu(z) — @pi(z))da (3.13)
—o0
+oo
§|t\/ e — 1 —ita| |[Fur(z) — Ppi(z)| da (3.14)

—+oo
/ ™" — 1 —ita| | Fur(z) — @nk(x)\dx:/ ™" — 1 —ita| |Fur(z) — Prr(z)| da+

oo

/ } ita 1fztz||Fnk ) — Cpp(x)|de = I, + Iy
|z|>e

Para acotar Iy usamos que |e’“ -1- it3:| < 142|z)?, que se sigue del Lema y acotamos |x|? < e|z|
si|z] <e,

1
/| € — 1 ita| [ Fu(2) — i) da < 2t|25/| 2] [ Fo(2) — B (2)] iz,
z|<e

z|<e

por otra parte, integrando por partes,
[ lallFusta) = @url@)lde < [ fal [Fus(e) = ®os(a)| do < 20
|z|<e R
Para acotar I usamos nuevamente el Lema [3.18 acotando |e™** — 1| < t|z|, y |itz| < |t||z|, y obtenemos

/ |em” —1-— itx| |Fo(z) — @i ()] dz < 2|t\2/ || |Fog(z) — Ppi ()] do
|z|>e

|z|>e

Volviendo a (3.13)
+oo
‘/ ezmd(Fnk — CI)nk)(x)

si sumamos en k y usamos que Y ._, 02, =1 obtenemos que

oo“%z(n— D) (x)| <

tomando limite en n — oo y usando (A) se sigue la prueba.

1
< SliPeoty 2t [ ol [Fus(a) = us(a)|

|z|>e

|t|3s+2|t| Z/ |z [Enge(2) = @ ()] da,
|z|>e

2
U’IL

Ejercicio 3.17. Probar que la condicién (3.15)) implica que maxg—1,. ., <% — 0.

7~
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Teorema 3.18. (Lindeberg.) Si X,1,..., X, son variables aleatorias independientes tal que E(X,1) =
Mpk Y Var(Xag) = oik < 0. Denotemos S,, = Zzzl Xnk Y Vn2 = ZZ:1 aik. Si se cumple la condicion
de Lindeberg: para todo € > 0

Hm V2 Z]E Xnk — mnk)QHﬂXnk—mmstn}) =0 (3.15)

entonces

VZ ak = Mak) > N(0,1).
k=1

Demostracion. Veamos que a condicién (3.15]) implica la condicién (3.8). Vamos a suponer sin pérdida de
generalidad que V,, = 1y my, = 0. Si aplicamos la férmula (|1.6)) para el método de integracién por cambio
de variable para integrales de Rieman-Stieltjes, haciendo el cambio u = /0, obtenemos

/ 22d® (1) < Uik/ 22dd(x) < aik/ 22d®(x)
|z|>e |z|>e/0nk |z|>e/v/maxy opnk

Por el ejercicio ([1.46]) /maxy o, — 0 cuando n — oo, por lo tanto, si sumamos en k y usamos que V,, = 1,

Z/ 22D, () g/ 2?d®(x) Y ofy / 22d®(z) — 0,
k=1 |z|>e |z|>e/vVméxy onk k—1 |z|>e/v/méxy opnk

de esto y la condicién (3.15)) se sigue que, para todo & > 0,

/ 22d(Fpp(z) — @pp(2)) = 0,  cuando n — oo. (3.16)
|z|>e

Fijemos ¢ > 0 y sea h una funcién par, derivable con derivada continua que satisface que |h(z)| < 22,
B (z)signo(x) > 0, h(x) = 2% para |z| > 2¢, h(z) = 0 si |x| < e. De (3.16]) obtenemos que

/ h(z)d(Fp(x) — Ppi(z)) = 0,  cuando n — oo.
k=1 |z|>e

Observemos que si aplicamos el método de integracién por partes (usando que, h(e) = 0, z2(1 —
Fur(z)) = 0y 22(1 — ®px(x)) — 0 cuando x — oo obtenemos que

/> h/(x)((l — Eup(x)) + (1 — @nk(x))dx = / h(z)d(Frk(z) + Ppr(z))

xr>e
Yy que

/<_ W (z) (Fnk(x) + P (x))dr = — /<_ h(z)d(Fpk(x) + @nr(z))

Finalmente, como h'(x) = x/2 si |z| > 2¢, acotando para x > 2¢, [Fop(r) — Ppi(z)| <1 — Fop(z) +1—
D,k (z), y para © < —2¢ |Fyp(x) — O(x)| < Fup(z) + () y sumando en k, obtenemos que

Z/ |2|| Frg () — ®pie(x)|dz — 0, n — 400,
x|>2e

como ¢ es arbitrario se sigue (3.8)). O
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Observemos que en el Teorema anterior pedimos que haya independencia entre las X1, ..., Xy, pero
no necesariamente se requiere entre X;; y Xy con k # j. Teniendo esto en cuenta probar que el Teorema
3.12]es un caso particular del Teorema [3.18] Es decir, se cumple la condiccion de Lindeberg, si las variables
son iid con varianza finita. Una condicién suficiente para que se verifique la condicién de Lindeberg es la
condiciéon de Lyapunov, que en general es mas facil de verificar.

Definicién 3.19. Sean Xi,..., X, son variables independientes con segundo momento finito, sea my =
E(Xy), 07 = Var(Xy), Sn = X1+ -+ X, y V2 = > ;_, 07. Las variables X; verifican la condicién de
Lyapunov si existe > 0 tal que

) 1 ¢
nETmWZE\Xk —my|* = 0. (3.17)
n k=1

Ejercicio 3.20. La condicién ((3.17) implica la Condicién (3.15).

Ejercicio 3.21. Método delta. Probar que si Y,, es una sucesién de variables aleatorias tal que /n(Y,, —
p) — N(0,0%), con u € Ry f es una funcién derivable en u con derivada acotada en un entorno de
entonces v/n(f(Yn)—f(p)) — N(0,02f'(11)?). Sugerencia: hacer un desarrollo de Taylor de f en un entorno
de p y usar el Lema de Slutsky.
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Capitulo 4

Sucesiones estacionarias y teoria
ergodica

En este capitulo veremos que es posible debilitar un poco la hipétesis de independencia en la ley fuerte
de los grandes ntimeros y en el teorema central del limite usando técnicas de teoria ergddica.

4.1. Sucesiones estacionarias (en sentido estricto) de variables
aleatorias

Dado un espacio de probabilidad (£2,A, P) y una sucesién X = {X,},, rn de variables aleatorias, dado
k > 0 se define el operador shift entre sucesiones 6y, de la siguiente manera

HkX = {Xn}n>k; = {Xk+1,Xk+27 . }

Definicién 4.1. Una sucesién de variables aleatorias X es estacionaria (en sentido estricto) si la distribu-
cién de probabilidad de X es igual a la de 8, X para todo k > 1:

P((X1,Xa,...) € B) = P((X41, Xpy2,...) € B) VB € BR™)

Como ejemplo trivial de este tipo de sucesiones tenemos las sucesiones de variables i.i.d. En este caso
sabemos por la ley fuerte de Kolmogorov que si E|X;| < oo,

X1+"’+Xn

" *)E(Xl),

veremos que dicho resultado se puede generalizar para el caso en que la sucesiéon X es estacionaria. Para
eso vamos a introducir y estudiar algunos conceptos de teoria ergédica.

Definicién 4.2. Una funcién T : Q — € es medible si para todo A € A
T HA) ={w:T(w) € A} € A
Una funcién medible preserva la medida si para todo A € A, P(A) = P(T~1(A)).
Ejercicio 4.3. Probar que si T preserva la medida E(X) = E(X(T))
Proposiciéon 4.4. Sea T una funcion que preserva la medida y X1 una variable aleatoria, si definimos la

variable Xy, tal que Xj,(w) = X1(T* 1 (w)) entonces la sucesion X = {X1, Xo,...} es estacionaria.
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Demostracion. Sean
A={w: X(w) € B} = {w: (X:(0), Xi(T(W)), Xi(T*@)), ...) € B}
Ay ={w: 01X () € B = {w: (X1(T()), Xi(T2()), X,(T*(w)) ... ) € B}
Es claro que w € Ay si y sélo si T(w) € A4, o lo que es lo mismo A; = T-1(A). Como P(T~}(A)) = P(A)

ya que T preserva la medida, obtenemos que P(A4;) = P(A). De igual manera se llega a que para todo
k> 1, P(A;) = P(A) siendo Ay = {w : 0 X € B}. O

El reciproco de la proposicién anterior es cierta en el siguiente sentido:

Proposicién 4.5. Dada una sucesion estacionaria X = { X }nen definida en (2, A, P) podemos construir
un nuevo espacio de probabilidad (2, A, P), una variable aleatoria X1 y una transformacion T que preserva
la medida tal que la distribucion de X = {X1, X1(T), X1(T?),...} es igual a la de X.

Demostracion. Tomemos Q = R>®, A = B(R®)y P = Py, donde Px(B) = P(w: X(w) € B), B € B(R®).
La funcién T es el shift T'(x1, za,...) = (z2,23,...). Si© = (z1, s, ... ) definimos X (@) = z1, y X, (@) =
X, (T" 1)) = x,, paran > 1. Veamos que T preserva la medida. Sea A = {@ : (z1,22,...,2,) € B}, con
B € B(R¥), entonces )

T_I(A) = {(I) : (IEQ,(E;},, Ce ,ka) S B}

Como X es estacionario
P(A) = P{w: (Xi,...,X}) € B} = P{w: (Xa,..., X11) € B} = P(T"1(A)).
Que X y X tienen la misma distribucién se sigue de que
P{&:(Xi,...,X) € B} = P(B) = P{w: (X1,..., X}) € B}.
O

Teorema 4.6. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad, sea T una funcidn que preserva la medida, dado
A e A existe D C A tal que P(D) = P(A) yVw € D, T"(w) € A para infinitos n.

Demostracion. Sea C = {w € A : T"(w) ¢ A, Yn > 1}. Como C N T~ "(C) =  para todo n > 1,
obtenemos que § =T~ (CNT~"(C)) = T-™(C)NT~m+")(C). Por lo tanto la sucesién {T~"(C)}n>0
estd formada por conjuntos disjuntos, por lo tanto Y °- , P(T~"(C)) < P(w) = 1 por otra parte como T

n=0

preserva la medida Y o2 P(C) = >°0° P(T~"(C)) es decir Y2 P(C) < 1y por lo tanto P(C) = 0.
Si ahora en lugar de T, tomamos T* (que tambien preserva la medida) obtenemos que P(C}) = 0 siendo
Cr={we A: (T*)" ¢ A}. Tomamos D = U.Cy,. O

Dejamos como ejercicio el siguiente corolario

Corolario 4.7. Sea X una variable aleatoria no negativa, existe D C {w : X (w) > 0} con P(D) = P({w:
X (w) > 0}) tal que para todo w € D

Y X(THw) = o0

k=0
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4.2. Ergodicidad y mixing

Definicién 4.8. Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad, y 7" una transformacién que preserva la medida
1. Un conjunto A € A es invariante si T-1(A4) = A.
2. T es ergodica si todo conjunto invariante tiene medida 0 o 1.
3. Una variable aleatoria X es invariante si X (w) = X(T'(w)) para todo w € Q.

Definicién 4.9. Una funcién T que preserva la medida es mixing si para todo A, B € A

lim P(ANT"(B)) = P(A)P(B).

n— oo

En el contexto de sucesiones estacionarias en sentido estricto, se define el concepto de a-mixing de la
siguiente manera:

Definicién 4.10. Sea X = X3, Xo,..., una sucesién estacionaria en sentido estricto, denotemos A>° =
o(Xny Xnt1y--- )y A =0(X1,..., Xn) y

an, = sup |P(ANB)— P(A)P(B)|,
A€A,
BeAY®

decimos que X es a-mixing si ay,, —, 0
Ejercicio 4.11. Toda transformaciéon mixing es ergdédica.
Para demostrar el resultado principal de éste capitulo vamos a necesitar el siguiente lema:

Lema 4.12. (Teorema Ergddico Maximal.) Sea T una transformacion que preserva la medida y X
una variable aleatoria tal que E|X| < co. Sean

S(w) =X (w) + X (T()) + -+ + X(T"(w))
My, (w) =méx{0, S1(w), ..., Sk(w)}.

entonces

E(XT{ar,>03) > 0.

Demostracion. Sin > k, como M, (T'(w)) > Sk(T'(w)) se tiene que X (w)+M,(T(w)) > X (w)+Sk(T(w)) =
Sk+1(w), como X (w) > S1(w) — M, (T(w)) obtenemos que

X(w) > max{S1(w),..., % (w)} — My (T (w)).

Por lo tanto
X(w)ar, >0y = max{Si(w), ..., (w)Hiar, >0y — Mn(T(w))Igar, >0}

de donde tomando esperanza:
E(X (@), 501) = E((mx{S1(@), ., Su(@)} = Ma(T(@) (a1, 503 )

Observemos que en {M, > 0}, méx{Si(w),...,Sn(w)} = My, (w), es decir E(X (w)l{rr,>0y) = E(M, —
Mn(T)), como T preserva la medida, por E(M,) =E(M,(T)). O
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Teorema 4.13. (Birkhoff y Khinchin.) Sea T' una transformacion ergédica y X una variable aleatoria
tal que E|X| < oo, entonces

lim ZX (T*(w)) = E(X).

n—+oo n

Demostracion. Vamos a suponer, sin perdida de generalidad, que E(X) = 0. Denotemos 7 = limsup S, /n
y n = liminf S, /n. Veremos que,

0 <7 <7 <0 en un conjunto de probabilidad 1.

Observemos que como 7j(w) = 7j(T'(w)) la variable 77 es invariante y por lo tanto para todo € > 0 el conjunto
A. = {7 > €} es invariante, por lo tanto P(A.) es 0 o 1. Denotemos

X (w) =(X —e)la,
Sy =X+---+X(T" 1)
M} =max{0,S7,...,5:}

Por el lema anterior ]E(X*]I{M:w}) > 0 para todo n > 0.

{M; >0} = { mMAx Sk} 0 {supSZ > O} = {sups > O}
k>1

<k<n k>1 K

Observemos que para todo k > 0 se tiene que {% > O} = {% > 5} N A, de donde

Sy Sk
{sup >0} {sup >5}0A5.
k>1 k k>1 k
Recordemos que por definicion 7 = limsup(S,/n) = Wfg>1sup,>,(Sn/n) < supgsq Sk/k, de esto se
deduce que {sups, % > e} NA. = A.. Como E|X*| < E|X|+e podemos aplicar convergencia dominada

en E(X*I{:y) y obtenemos que
0< E(X*]I{M;}) = E(X"14,).

Por otra parte E(X*I4.) = E(X —¢)la,) = E(X14,) — eP(A:), observemos que como P(A;) =001
y E(X) = 0 obtenemos que para todo ¢ > 0 P(A.) = 0, es decir P(j < 0) = 1. De igual manera, si
consideramos —X en lugar de X obtenemos que

lim sup < ) fhmmf— = -1,
<

y razonando como antes llegamos a que P(—n < 0) = 1 es decir P(n > 0) = 1. O

Veamos para terminar el enunciado del TCL para procesos estacionarios en sentido estricto, con una
condiciéon de mixing.

Teorema 4.14. (Bradley 1985.) Sea { X, }nen una sucesion estacionaria en sentido estricto, de variables
aleatorias centradas. Supongamos que E(X2) = o,, < 0o para todo n, o, — 00, y eviste § > 0 tal que

E(|X1**°) <oy ZO‘;S/(QH) < 00,

n=1
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entonces Y oo o |E(X1Xy)| < o0, si

o? =E(X7)+2) E(X1Xi) >0
k=2

entonces

n~1/?2 Z X, % N(0,0%)

n=1
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