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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo veremos primero, de manera imprecisa, y solo a efectos de motivar la introduccién de
la medida de Lesbesgue y los siguientes capitulos, un recorrido por algunos de los temas que abordaremos
més adelante. Luego nos centraremos en la definicién de la medida de Lebesgue en R?. En el capitulo
siguiente estudiaremos las funciones medibles.

1.1. Notacién

Vamos a introducir primero la notacién que usaremos a lo largo del curso, dado un conjunto F, de-
notamos int(E), E, E°, su interior, clausura, y complemento respectivamente. Dados A, B denotamos
AAB =ANB*UBNA®y A\ B = AN B¢ En general dado r > 0, B(x,r) denota la bola abierta de
radio 7. Denotamos ||v]| la norma euclidea en R%. La suma de Minokowski de dos conjuntos 4, B C R? se
denota A B={a+b:a€ Abe B}, dado A > 0, AA = {Xa : a € A}. Por otra parte su distancia se
define como d(A, B) = infycapen |la — b

1.2. Algunos problemas a abordar

1.2.1. Teorema fundamental del calculo

Recordemos que el teorema fundamental del cdlculo da una respuesta (parcial), al problema de encontrar
una familia de funciones para las que vale

a)

52 | = s

En relacién al punto a) recordemos que si existe F'(t) = f(t) para todo t € (a,b) y f es Riemann
Integrable (R.I.), vale a). Ninguna de estas dos condiciones se cumplen bajo la hipétesis de continuidad.
Weierstrass en 1872 da un ejemplo de una funcién F' que es continua pero no es derivable en ningin punto.
Y ademds, el conocido ejemplo F(z) = 2%sin(1/2?) siz # 0y F(0) = 0 es una funcién continua y derivable
en todo R, pero su derivada no es R.I., ya que en particular no es acotada. Mas adelante veremos que una
condicién necesaria y suficiente para que valga a), si cambiamos la integral de Riemann por la integral de
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Lebesgue (que definiremos en el capitulo 2), es pedirle a F' que sea absolutamente continua, esto es: Ve > 0
existe d > 0tal que sia; < by <ags <by <...<a, <b,y

Zbi—ai <5:>Z|F(b,)—F(az)| < €.
=1 =1

En relacién al punto b), recordemos que si la integral es la de Riemann, vale la igualdad si por ejemplo
f es continua en [a,b] (en cuyo caso ademds es R.1.), veremos que, nuevamente cambiando la nocién de
integrabilidad por la de Lebesgue, el punto b) vale para casi todo = (esto quiere decir que vale para todo
2 en el dominio de la funcién f excepto un conjunto de medida de Lebesgue nula).

1.2.2. Sobre el intercambio de la integral con el limite

Recordemos que si f, : E C R — R es una sucesién de funciones R.I que converge uniformemente a
cierta f : E C R — R (es decir sup,cp || fn(z) — f(z)| = 0 cuando n — c0), es ficil ver que

lim [ f,(z)dr = / f(x)dz,
es decir podemos meter el limite dentro de la integral. Sin la convergencia uniforme esto no es cierto, basta
pensar por ejemplo E = [0,1] y f,(x) = nljg,1/,). Otro ejemplo es £ = {z : 2 > 0} y fn(x) = 2/n, en este
caso las f,, no son R.I, pero convergen en todo E a la funcién nula. En estos dos ejemplos una de las cosas
que se observa es que las f,, no estdn uniformemente acotadas (por una funcién g R.I. en E). No obstante
veremos que esto no es condicién suficiente para que el limite de las integrales (de Riemann) de las f,,, sea
la integral de f, en particular porque puede pasar que f no sea R.I. En concreto veremos que se pueden
encontrar funciones f, : [0,1] — [0, 1] tal que para todo x € [0,1], la sucesién de nimeros reales {f,,(x)}n
es decreciente a cierto f(z) (es inmediato ver que esto implica que existe el limite de fol fn(x)dz ya que es
una sucesion decreciente de niimeros reales, acotados inferiormente por 0), pero la funcién as{ definida no
es Riemann Integrable

1.2.3. Sobre la medida de Lebesgue y los conjuntos no-medibles

Una nocién de medida en R busca generalizar el concepto de longitud de un intervalo, por lo tanto como
caso particular, la medida de un subconjunto E de R, deberfa ser tal que si E = (a,b), E = [a,b], E = (a, ]
o E = [a,b) con a < b entonces m(E) = b — a. De esto se deduce en particular que si trasladamos E su
medida no deberfa cambiar (ya que la longitud de los intervalos trasladados no cambia). Otra propiedad
deseable es que si E = E; U E5 y los conjuntos Fq y Es son disjuntos, la medida de F deberia ser la suma
de las medidas de Eq y Fy (y por induccién esto pareceria ser razonable que valga para cualquier unién
finita de conjuntos). ;Qué pasa cuando la unién es infinita? Probaremos més adelante que un abierto de
R es una unién de a lo sumo una cantidad numerable de intervalos abiertos disjuntos. Por lo tanto parece
razonable que la medida de cualquier abierto sea la suma (infinita) de las longitudes de estos intervalos, esta
propiedad (el poder sumar en infinitos conjuntos disjuntos) se llama o-aditividad. De la sigma aditividad
se sigue la aditividad finita, y en particular se sigue que si A C B entonces m(A) < m(B).

Estas tres propiedades que hemos mencionado (que en un intervalo [a, b] valga b — a, que sea invariante
por traslaciones, y que sea o-aditiva) hacen que no se pueda definir una medida en todos los subconjuntos
de R como veremos a continuacion.

Conjunto no medible

Para mostrar que hay conjuntos que no pueden ser medibles (si se mantienen las 3 propiedades antes
mencionadas), vamos a definir en R una relacién de equivalencia ~: x ~ y si x —y € Q, es facil ver que
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esto define una relacién de equivalencia. Si denotamos [z] a la clase de equivalencia de z, vamos a tomar
para cada clase de equivalencia de ~ un tnico representante, que esté en [0, 1] (observar que esto es posible
porque para todo real z, z + Q = {x + ¢ : ¢ € Q} es denso en R). Esto nos define (axioma de eleccién
mediante) un conjunto V' C [0, 1] que se denomina conjunto de Vitali. Este conjunto tiene la propiedad
deque V+¢gNV+¢q =0siq#q (sedeja como ejercicio verificar esto tltimo). Ademds es claro que, la
unién de todos los trasladados de V' por nimeros racionales contenidos en [—1, 1] (es decir los conjuntos
de la forma V + ¢ con ¢ € Q N [—1,1]), estd contenido en [—1,2]. Por otra parte si x € [0, 1], existe un
representante y € V de la clase [z], es decir x — y = ¢. Como |z — y| < 1 se tiene que ¢ € [—1,1]. Es decir
para todo z € [0,1] existe y € V y ¢ € QN [—1,1] tal que z — y = q. Es decir

01c |J V+ecl-L2. (1.1)
q€QN[-1,1]

Si V fuese medible y pudiéramos definir una medida en las partes de R que fuese invariante por traslaciones,
tendria que ser m(V') = m(V + ¢) para todo racional g. Como la unién anterior es una unién infinita de
conjuntos disjuntos, todos ellos con la misma medida (ya que m(V) = m(V + ¢) para todo racional g).
Tenemos dos opciones, la medida de V' es 0, lo cual es imposible ya que m([0,1]) = 1, y la unién en
contiene a [0,1] o m(V') > 0, pero esto tampoco es posible ya que la medida de la unién darfa infinito (por
la sigma aditividad), pero tiene que ser menor que 3 (por la segunda inclusién en )

El ejemplo anterior muestra que no es posible definir una medida en todos los subconjuntos de R
que cumpla las 3 propiedades antes mencionadas. Lo que haremos es definirla en un subconjunto de las
partes, que llamaremos sigma dlgebra de Lebesgue y que contiene a los intervalos (abiertos, semiabiertos,
cerrados), a las uniones e intersecciones numerables de intervalos, etc. Veremos ademds que si bien, como
acabamos de mostrar no es igual a todos los subconjuntos de R, tiene el cardinal de las partes de R (aquf se
asume la hipétesis del continuo generalizada, que dice que para cualquier conjunto infinito A no existe un
conjunto B tal que |A| < |B| < 214l es decir cuyo cardinal esté estrictamente entre el cardinal de A y el
cardinal de las partes de A).

1.3. Rectangulos y cubos
Sean a; < b; para i =1,...,d, un rectangulo cerrado R C R? es
R=A{(x1,...,2q) CRd:aj <z;<b; Vji=1,...,d}

El rectdngulo es abierto si a; < z; < bj. Su volumen lo definimos (tanto para rectdngulos abiertos como
cerrados), como

|R| == (bl - al)(bg - ag) e (bd — ad).

El rectangulo cerrado es un cubo si para todo ¢ = 1,...,d, b; —a; = [ > 0. Una unién de rectangulos
R1, Ry, ... sedice casi disjunta si sus interiores son disjuntos, es decir para todo ¢ # j int(R;)Nint(R;) =

0.

Lema 1.1. Si R es un rectdngulo que es una union casi disjunta de rectdngulos Ry, ..., R,, entonces

Rl =) |Ril
i=1

Demostracion. Primero lo que haremos es partir cada rectidngulo R; de modo que el resultado sea una
grilla de rectangulos casi disjuntos en R. Esto se logra extendiendo los lados de los R; hasta intersectar los
lados de R, ver Figura M4s formalmente, si

Ri={(x1,....,zq) €R*:d} <a; <V, Vj=1,...,d} Vi=1,...,n,
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R:{(xl,...,:z:d)ERd:ajijgbj Vi=1,...,d}

Al proyectar sobre el lado 7 de R obtenemos a; < az:l < aﬁz < .0 < a:d’Q < b;, denotamos a; = aﬁ“
y b, = azd’l. Ahora definimos los rectangulos R; de la grilla que se obtienen como producto de todas

las posibles combinaciones de d intervalos [a:j,a?“] coni=1,...,dy j=0,...,d —1. Esto nos da M
rectangulos casi disjuntos Ry, ..., Ry. Cada rectdngulo R; es una unién de |J;| de estos rectangulos donde
J; es un subconjunto de {1,..., M }. Observar que los J; son conjuntos disjuntos de indices (ya que los R;

son casi disjuntos) cuya unién da todo {1,..., M}. Por otra parte

n

M n
[Ril =Y IRl y [RI=) IR[=) > IRj|=D) |Ril
j=1 k=1

JjEJ: k=1j€Jy

Figura 1.1: En rojo se muestran los bordes de los R;, las lineas punteadas forman parte de los bordes de
los R;

O

Lema 1.2. Si R, Ry,..., R, son rectdngulos tal que R C U R; entonces |R| < > | |R;|
Demostracidn. Procedemos igual que antes, extendiendo los lados de R, Ry, ..., R;,. Esto nos da rectdngu-
los Ry, ..., Ry. Algunos de estos rectangulos no cortan a R. Sean Ry,..., Ry, los que si, R es la union casi
disjunta de estos rectangulos. Por lo tanto por el lema anterior

L

|R| = Z | Ril.

i=1
Por otra parte cada Ry con k = 1,...,n es unién de ciertos rectangulos B;j (algunos de los cuales puede
cortar a Ry otros no), con j € Ji donde Ji, es un subconjunto de {1,..., M} pero no necesariamente los

indices Ji, y Ji son disjuntos si k # k’. Por lo tanto

donde en esta desigualdad hemos usado que los rectdngulos que cortan a R estdn contenidos en algin
Ry,....R,. O

Lema 1.3. Todo abierto O C R se puede escribir de forma dnica como una union de a lo sumo una
cantidad numerable de intervalos abiertos disjuntos (no necesariamente intervalos acotados).
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Demostracion. Para todo x € O denotemos I, el intervalo abierto més grande que contiene a x, contenido
en O. Es claro que
o= L

z€O
SilNI, # () entonces I, Ul, C I ya que I, es maximal y I, U, es un intervalo abierto que contiene a x.
De I,UI, C I, se sigue que I, C I,. Razonando de manera andloga I, C I, entonces I, = I,. Es decir dos

intervalos distintos en la familia de intervalos {I, }.co, son disjuntos. Son una cantidad numerable porque
Q es numerable y (se deja como ejercicio) cualquier intervalo abierto contiene al menos un racional. O

Observacion 1.4. FEl lema interior permite definir la medida de cualquier abierto de R como la suma
de las longitudes de los intervalos que lo componen ya que la descomposicion es inica. Ademas prueba
que si tenemos dos abiertos disjuntos O1 y Og su medida es la suma de las medidas de Oy y la de Os.
En R? el andlogo del lema anterior es falso, es decir no podemos descomponer cualquier abierto de forma
unica como union de a lo sumo una cantidad numerable de rectangulos disjuntos. No obstante tenemos el
stguiente resultado que nos serd de utilidad mds adelante.

Lema 1.5. Todo abierto O C R% es unién de una cantidad a lo sumo numerable de cubos casi disjuntos.

Demostracion. Consideremos N7, ..., Ny,... la sucesién de grillas de R? que se obtienen a partir de
N = Z2, dividiendo cada lado a la mitad. Es decir Ny esta formado por cubos de lado 2N+, Vamos a
definir un procedimiento iterativo para construir los cubos de la tesis.

Paso 1: Un cubo de V] lo aceptamos si estd incluido en O, lo rechazamos si estd incluido en O¢, y tentativa-
mente lo aceptamos si corta a O y O°, y vamos al paso siguiente.

Iteracién: En el paso i, para ¢ = 2,3,..., consideremos tinicamente los cubos de la grilla N; cuya unién dan
cubos tentativamente aceptados del paso ¢ — 1. Rechazamos aquellos que estdn incluidos en O€,
aceptamos los que estan incluidos en O, y tentativamente aceptamos los que cortan a O y O°.

Repetimos el paso 2 infinitamente y nos quedamos con todos los cubos aceptados. Observar que por
construccién estos cubos son casi disjuntos, y son una cantidad numerable (contienen al menos un punto
de Q). Por otra parte si # € O existe € > 0 tal que B(z,€) C O, tomamos N tal que vd/2"N*t! < ¢, para
que sean cubos con diagonal menor que e. Como la grilla Ay es una particién de R? en cubos de lado
1/2=N+1 existe un tinico cubo Q, € Ny tal que x € Q, C B(z,¢) C O. Este cubo Q, o bien est4 incluido
en un cubo que ya fue aceptado, o sera aceptado en el paso V.

O

Observar que como la descomposicién anterior no es tinica no podemos definir la medida de los abiertos
de R? como la suma de los volimenes de los cubos que forman la descomposicién que da el lema anterior.
Antes de eso vamos a tener que definir el concepto de medida exterior.

1.4. Medida Exterior

Definicién 1.6. Dado un conjunto E C R definimos su medida exterior, que denotamos m.(FE), como

m.(E) = fnf{z Qil:Ec QZ},
=1 i=1

donde el infimo es en todos los cubrimientos numerables de E por cubos cerrados.
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Es inmediato a partir de la definicién verificar que la medida exterior de un punto es 0, que la medida
exterior es un nimero real no negativo, y que m.(Q) < |Q| para todo cubo @ (abierto o cerrado). Si
tomamos cubrimientos finitos, el resultado no da lo mismo, por ejemplo con una cantidad finita de cubos
la medida exterior de los racionales en [0, 1] darfa 1, mientras que con una cantidad numerable, da 0, ya
que los puntos tienen medida exterior 0.

Lema 1.7. m.(Q) = |Q| para todo cubo cerrado Q.

Demostracion. Primero observemos que m.,(Q) < |Q| ya que el propio @ es un cubrimiento de si mismo (por
cubos cerrados). Para probar la otra desigualdad sean Q1,Qa, ... cubos correspondientes a un cubrimiento

numerable de @ por cubos cerrados. Basta probar que |Q| < Zj’;l |Q;] v luego tomar infimo. Como el

cubrimiento no es finito no podemos aplicar directamente el Lema Para eso vamos a usar que @) es
compacto y tomar un subcubrimiento adecuado. Dado € > 0 sea S; un cubo abierto tal que @Q; C S; y

1Sil < (1 +91Q;1 7=1,2,...,

tenemos entonces que S1,59,... es un cubrimiento abierto de ) y por lo tanto existe un subcubrimiento
finito que denotaremos Si, ..., Sy. Ahora si por el Lema[1.2]

N N %)
RIS IS <(1+6> Q51 <1+ s,
Jj=1 j=1 j=1

como ¢ es arbitrario |Q| < Z;’;l |Q;| ¥ como esto vale para cualquier cubrimiento de @ por cubos cerrados

m.(Q) = |Ql. 0
Lema 1.8. m.(Q) = |Q| para todo cubo abierto Q.

Demostracion. Como Q C Q v Q es un cubo cerrado que contiene al cubo abierto @, se tiene que m.,(Q) <
|Q|, y por definicién |Q| = |Q|. Para probar la otra desigualdad sea e > 0 y Qo un cubo cerrado tal que
Qo C Qy|Qo|l > (1 —¢€)|Q| Ademas por el lema anterior m.(Qo) = |Qol, es decir obtuvimos

|QI(1 =€) <[Qo| = m.(Qo) < m.(Q),
donde la 1ltima desigualdad se debe a que todo cubrimiento de @ cubre Q. O
Lema 1.9. m.(R) = |R| para todo rectdngulo cerrado R C R<.

Demostracion. La prueba de que m,(R) > |R| se hace igual que la prueba de que m.(Q) > |Q| en
dado un cubrimiento cualquiera por cubos cerrados, se cubre R por cubos abiertos cuyo volumen supere
el de los cubos cerrados en un factor (1 + €), y se toma un subcubrimiento finito.

Para probar que m,(R) < |R| consideremos N}, una grilla de R? con lados de longitud 1/k. Considere-
mos Q! los cubos de N, incluidos en R y Q2 los cubos de A}, que cortan R y R°. Observar que

Rc |J Q@ v #QU@)<c,
QeRUQ?

ademas, es claro que

> QI <|R].

QeQ!

Para acotar la suma cuando Q € Q? observemos que R tiene 2d caras, cada una de ellas corta a lo sumo
C1k%=1! cubos, con C; > 0 una constante que se puede tomar independiente de la cara (esto se debe a que

10
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cada cara es un rectdngulo de dimensién d — 1). Entonces Q? < Cyk% 1! donde Cy > 0 es otra constante.
Por lo tanto

C
> QI < Cak kTt < 22,
QeQ?
por lo tanto
Cs
QeQUQ?
Esto prueba que m.(Q) < |R| 4+ C2/k, y tomando limite en k se obtiene la desigualdad. O

El siguiente lema se sigue de la definicién de medida exterior.

Lema 1.10. Para todo conjunto E C R? y para todo € > 0 existe un cubrimiento Q1,Qa,... de E por
cubos cerrados, tal que

S ma(@)) < ma(B) +e.

j=1

Lema 1.11. Monotonia. Si Ey C Ey entonces m.(E1) < m.(E2).

Lema 1.12. Subaditividad. Si denotamos E = U352, E; entonces
j=1 j=1

Demostracidn. Primero observemos que si alguno de los E; es tal que m.(E;) = oo la desigualdad es
trivial, supongamos que m.(E;) < oo para todo j. Por el Lemam para todo € > 0 y para todo j, existe
Q1,5,Q2,, ... un cubrimiento de E; por cubos cerrados tal que

> €
> Qs < ma(By) + o5
k=1

Observar que {Qk,;}k,; es un cubrimiento de E por cubos cerrados, por lo tanto
0 o0 oo oo
() < 3 01Qukl £ D03 1Qual €30 (me(By) + o) = e+ Y ma (),
3k j=1k=1 J=1 j=1
como € es arbitrario obtenemos la desigualdad que queriamos. O

Lema 1.13. Para todo E C R%, m,(E) = infgco m.(O), donde el infimo es en todos los abiertos O que
contienen a E.

Demostracion. Como E C O, por monotonia m,(E) < m,(O), entonces m.(E) < inf gco m.(O). Para
probar la otra desigualdad sea € > 0, tomemos un cubrimiento de E por cubos cerrados @1, @2, ... tal que

> 1Ql < mu(B) + 5.
j=1

Sean {QY}; cubos abiertos tal que Q; C Q) y |Q}] < [Q;| + ¢/27*", definimos el abierto

Ol = U Q_(])a
j=1

11
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por la subaditividad m.(O1) < 372, m.(Q}) = 3272, |QF] donde en la tltima igualdad se usa el Lema
[L8 Por lo tanto

O)SZ;|Q?|§;|Qj\+ﬁ:§+z;|62j\Se—i—m*(E)-
J= J= J=

Observar que inf gco m.(0) < m.(O1). Por lo tanto hemos probado que para todo € > 0,

{ <
EI‘IleO m.(0) < my(E) +e,

de donde se deduce la desigualdad que queriamos. O
Lema 1.14. Si E = Ey U Es y d(E1, E2) > 0 entonces my(E) = m.(F1) + m.(F2).

Demostracion. Denotemos § = d(Eq, F3). Cualquier cubrimiento de E por cubos cerrados lo podemos
llevar (particionando los cubos) a un cubrimiento de E por cubos cuya diagonal es menor que §. Tomemos
un cubrimiento QJ1,Q2,... en estas condiciones tal que Z;’;l |Q;j] < ms«(E) + €. Cada cubo Q; corta a
E; o E5 pero no a ambos (ya que su diagonal es menor que la distancia entre los conjuntos). Denotemos
Ji1 los indices de los cubos que cortan a Ey y Jo los indices de los cubos que cortan a Fs, tenemos que
Ji N Jy = 0. Como

BiclJo v Bxc @
JEJL JjEJ2
por lo tanto
my(E1) + m.(E2) Z'QJ|+Z|Q]|<Z|QJ|<m* E) +e,
JE€J1 JjE€J2
donde en la primera desigualdad usamos que m, es por deﬁnlclon un infimo. Y en la segunda desigualdad
usamos que los indices J; y Jo son disjuntos, y estan incluidos en 1,2,. ... O

Lema 1.15. Si E = U32,Q; y los Q; son cubos casi disjuntos m.(E) = Z;X;l Q]

Demostracion. Por la subaditividad m.(E) < Z _ 1 ms(Q;), vy ademds m,(Q;) = |Q,| tanto si Q; es un
cubo abierto o cerrado. Para probar la otra desigualdad vamos a usar el lema anterior, sea Qj C Q; cubos

cerrados tal que |Q;| < |Qj\ +¢€/27. Para todo N los cubos Q1,...,QnN estdn a distancia positiva entre si,
por lo tanto

N

n(U2) =302 (EIE Z|Q;|—22]_Z|@J|—e

Como U§V=1 Qj C E tenemos que

juntando estas dos ultimas ecuaciones

Jj=1
tomando limite en N — oo. -
> Q) —e
j=1
y como € es arbitrario se obtiene la desigualdad. O

12



Capitulo 1. Introduccién

El resultado anterior implica que podemos definir la medida exterior de un abierto O (que ya probamos
que se puede escribir como una unién numerable de cubos casi disjuntos) como la suma de los volimenes
de cubos cerrados casi disjuntos en cualquier descomposicién del abierto (ya que cualquiera de estas sumas
da m.(0)). En general no es cierto que si E1 N Ey = 0, m.(E1) + m.(Es) = m.(E1 U E3).

1.5. Medida de Lebesgue

Definicién 1.16. Dado A C R?, decimos que A es medible Lebesgue (a veces diremos simplemente que
es medible) si para todo € > 0, existe O abierto tal que A C O y m.(O \ A) < e. En este caso definimos
su medida de Lebesgue, m(A4) como m(A) := m.(A4).

Claramente m hereda las propiedades de m, ya que es una restriccion de m, a una cierta familia de
subconjuntos (los medibles) de las partes de R?. Una consecuencia inmediata de la definicién es que todo
abierto es medible Lebesgue.

Teorema 1.17.

1. Sim.(FE) =0, E es medible.
La union numerable de conjuntos medibles es medible.
Los cerrados son medibles.

El complemento de un conjunto medible es medible.

S e

La interseccion numerable de conjuntos medibles es medible.
Demostracion.

1. Sabemos que m,(E) = inf gco m«(O) = 0 con O abierto, por lo tanto para todo € > 0 podemos
tomar O tal que m,(O) < € y por lo tanto m.(O \ E) < m.(0) < € (donde hemos usado en la
primera desigualdad la monotonfa de m.).

2. Sea E = U2, Ej con E; medible para todo j. Sea € > 0, para todo j existe O; abierto tal que
m.(0; \ Ej) < €/27. Sea O = U2, 0;, tenemos que

Eco v ovEc)O,\E)).

j=1

entonces, por la monotonia
o0

m(0\E) <m. (| J0;\ E)

Jj=1

y usando la subaditividad
m*( o, \Ej)) <> m.(0;\E)) <e
j=1 j=1

3. Veamos primero que basta probarlo para compactos. Podemos escribir F' = U2, [F' N B(0, k)]. Si

probamos que los compactos son medibles, tenemos que el compacto [F' N B(0, k)] es medible para
todo k. Y por la parte 2., la unién numerable de medibles es medible, por lo tanto F' seria medible.
Supongamos que F es compacto (por lo tanto por monotonia m.(F) < oo, ya que lo podemos incluir
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Capitulo 1. Introduccién

en un cubo suficientemente grande). Como m,(F) = inf p-o m.(O) con O abierto, podemos tomar,
para todo € > 0 un abierto O tal que

m«(0) < m.(F) +e. (1.2)

Observar que O \ F es abierto, por lo tanto por el Lema

ovr=)e (13)

Jj=1

con (); cubos cerrados casi disjuntos. Para todo N > 0 el conjunto K = U§V:1Qj es compacto, por lo
tanto d(K, F') > 0. Por el Lema [1.14]

N
M (K UF) = m,(K) +m.(F) = 3 m.(Q;) + m.(F)
j=1

donde en la segunda igualdad hemos usado el Lema [[.15] Observar que K U F C O, por lo tanto
m. (K UF) <m,(O). Si combinamos esto con (1.2,

N
M (F) + € > m.(0) =Y ma(Q)) + ma(F),

Jj=1

es decir, para todo N, Z;V:;L m.(Q;) < €, si tomamos limite en N — oo, de (1.3)) se sigue que
m«(O\ F) <e.

4. Sea E medible, tomemos O,, abiertos tal que E C O,, y m.(O, \ E) < 1/n. Los conjuntos Of son
cerrados para todo n, y por lo tanto medibles por la parte anterior, entonces S = U2, Of, es medible.
Ademds S C E°, y

oo

ps=e [Jor] = (0.) =Fn (N 0n)

n=1
y para todo n
o0
E°N ( N On) C On\ E,
n=1
es decir para todo n, m(E°\ S) < m.(O, \ E) < 1/n. Esto prueba que m,(E°\ S) = 0 por lo tanto
E°\ S es medible por la parte 1 del Teorema. Por otro lado E° =S U E°\ S es unién de medibles.

5. Se sigue de los puntos 2 y 3.
O

El Teorema anterior prueba en particular que los subconjuntos medibles de R tienen el cardinal de
partes de R. Esto se debe a que si C es el conjunto de Cantor estdndar (quitando tercios centrales), su
medida es 0. Por lo tanto por la parte 1 cualquier subconjunto de C' es medible (usando la monotonia de
m,). Por otra parte C tiene el cardinal de los nimeros reales.

Lema 1.18. Si tenemos E1, Es, ... una cantidad numerable de conjuntos medibles y disjuntos

i=1 i=1

14



Capitulo 1. Introduccién

Demostracion. Por la subaditividad numerable tenemos que

oo

m(UE) <3 miE),

i=1

Para probar la otra desigualdad supongamos primero que E; es acotado para todo j. Como EY es medible,
por definicién existe O; abierto tal que ES C O; y m.(O; \ E¥) < €/27. Es decir si definimos F; = Of, Fj
es cerrado y m.(E; \ Fj) < €/27. Los F; son compactos y disjuntos (ya que son cerrados y estén incluidos
en los E; que los supusimos acotados). Por lo tanto para todo N, Fi,...,Fn estdn a distancia positiva

entre si, y vale que
N N
j=1 j=1

Sea E = U;E;, como Ué\’:lF ; C E, si aplicamos la monotonia y luego la subaditividad de m (que se hereda
de my)

N N N
m(E) > m(F;) >y m(E;) —m(E; \ F;) > > m(E;) -,
Jj=1 j=1 j=1

si tomamos limite cuando N — oo

m(E) = 3" m(Ey) <

y como € es arbitrario obtenemos la desigualdad que queriamos. En el caso en que los conjuntos no
son acotados tomamos una sucesién creciente de cubos Q1,Qa, ... estrictamente crecientes a todo R y
definimos S1 = Q1, Sk = Qx \ Qr—1 81 k > 1, Ej , = E; N Sk. Es claro que E = U, ,E; ¥y que los E; j son
acotados y disjuntos. Por lo tanto

m(E) =Y m(E;x) =YY m(Ejx) =Y m(E)).
ik ik 7

O
Teorema 1.19. Continuidad de la medida.
1. Consideremos E1 C Es C ... una familia creciente de conjuntos medibles, entonces
)
m(JEJl EJ) = nhﬁngo m(Ey). (1.4)
2. Si E1 D Ey D ... es una familia decreciente de conjuntos medibles, tal que para algin n m(E,) < oo
entonces

m( ﬁlEj) = lim m(E,). (1.5)

Demostracion. 1. Definimos Ey = 0, los conjuntos E; \ E;j_; son medibles y disjuntos, por lo tanto por
el lema anterior

m( G Ej) = im(E] \Ej-1) = nh;n;cim(Ej \ Ej-1),

ademds Z?Zl m(E; \ E;j—1) = m(E,) ya que la suma es telescépica.
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2. Denotemos F; = E,, \ E; para j > n donde n es tal que m(E,) < oo, estos conjuntos son una familia
creciente de conjuntos medibles, Fj,+1 C Fj+2. Ademés

U F=E.\ ) Ej

j=n+1 j=n+1
entonces - -
m( U Fj) =m(E,) — m( ﬂ Ej)
j=n+1 j=n+1
por lo tanto
m(E)=m( |J B)+m( N B) (1.6)
j=n+1 j=n+1
usando el punto anterior
(U )=
j=n+1

como m(F;) = m(E,) — m(E;) (recordar que n estd fijo), el limite anterior es igual a m(E,) —
lim;_, o, m(Ej). Si sustituimos esto en (L.6)) obtenemos que

m(E) = m(E,) - tim m(E) +m( () E)
j=nt1

como la medida de F,, es finita, obtenemos (|1.5|)

Veamos algunas propiedades de regularidad de la medida de Lebesgue.
Teorema 1.20. Sea € > 0,

1. para todo conjunto medible E existen O abierto y F' cerrado (que dependen de €) tal que F C E C O
ym(O\ F) <e.

2. Si ademds m(E) < oo

a) Erxiste K C E, K compacto (que depende de €), tal que m(E\ K) < e
b) Existen Q1,...,Qn cubos cerrados tal que si F = UN.,Q;, entonces m(EAF) < e.

Demostracion. 1. Por definicién de medibilidad aplicado a F existe O; D E abierto tal que m(O1\ E) <
€/2. Y por definicién de medibilidad aplicado a E° existe Oz D E° abierto tal que m(O2 \ E°) < €/2.
Definimos F' = OS, observar que Oy \ E° = ENO; = E'\ F'. Como los conjuntos O1 \ E'y E'\ F' son
medibles y disjuntos m(O1 \ F) = m(O1 \ E) + m(E\ F) <.

2. a) Por la parte anterior existe F C E, F cerrado tal que m(F \ E) < €/2. Sea B, = B(0,n) y
K, = FN B, K, es compacto para todo n y E\ K,, es una sucesién decreciente de conjuntos que
decrecen a E'\ F, ademds m(FE \ K,,) < oo para todo n y por lo tanto podemos aplicar el Teorema
2 y obtenemos que m(E \ K,,) = m(E \ F). Podemos tomar n suficientemente grande tal que
Im(E\ K,) —m(E\ F)| <¢/2, por lo tanto m(E \ K,) < e.
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2. b) Tomemos @1, @2, ... una sucesién de cubos cerrados tal que E C U2 Q; y Y ooy |Qi] < m(E) +¢€/2.
Como m(FE) < oo porque E es acotado (usando la monotonia de la medida), tenemos que la serie
anterior es convergente, por lo tanto existe N tal que

oo N
Z |Qj] <€/2, definimos F = U Qi,
J=N+1 i=1

veamos que m(EAF) < e. Por un lado

(oo}
E\Fc |J @
J=N+1
por lo tanto
> €
mE\R <m( ) Q)< 3 m@)- > @il <3
Jj=N+1 J=N+1 j=N+1
Ademés observemos que
F\EC|JQ\E, (1.7)
j=1

UQJ\E +m(E UQJ _Z (Qi):i|Qi|§m(E)+E- (1.8)
— 2

Finalmente de )y m ) obtenemos que m(F \ E) < €/2, que concluye la demostracion.

1.5.1. Invarianza de la medida de Lebesgue y o-algebra

Como dijimos al comienzo de este capitulo la medida de Lebesgue tiene ciertas propiedades de invarianza
que pasamos a detallar. Dados el conjunto medible E ¢ R%, h € R? y § > 0 definimos Ej;, = E + h =
{x +h:2 € E} el conjunto trasladado de E por h y 6E = {dz : « € E} el conjunto dilatado de E un
factor §. Tenemos el siguiente teorema, cuya demostraciéon queda como ejercicio para el lector, solamente
daremos una idea general.

Teorema 1.21. Los conjuntos Ey y §E son conjuntos medibles y

i) m(Ey) = m(E).
i) m(6E) = §m(E).

i4i) Si B es una bola de radio r en R, entonces m(B) = r?m(By), donde By es la bola de centro en el
origen y radio unitario.

Demostracion. Para probar la medibilidad de Ej, observemos que para todo ¢ > 0, existe O abierto tal que
m(O \ E) < ¢, basta ver que Oy, D Ej, (el trasladado del abierto) cumple que m(Op \ Ep) < €. Y lo mismo
para JF, basta considerar 0. En relacién a i) y i) observar que los cubos lo verifican, y Q1,Qa2,... es
un cubrimiento por cubos cerrados de E si y sélo si los trasladados de dichos cubos son un cubrimiento de
E},. El punto 4ii) se deduce de i) y ii) ya que B(0,r) =rB(0,1) si r > 0.

O

Definicién 1.22. Una familia de subconjuntos A es una o-algebra si
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1. Para todo Aj, As,... elementos de A, su unién esta en A, es decir U2, 4; € A, y su interseccién
estd en A, es decir N2, A4; € A

2. Para todo A € A, A° e A.

Se puede demostrar facilmente que la intersecciéon de una cantidad arbitraria de o-algebras es una
o-algebra. Esto permite definir para cualquier familia de subconjuntos de un determinado conjunto, su
o-dlgebra generada, es decir la interseccién de todas las o-dlgebra que contiene a la familia (observar que
es la menor o-algebra que contiene a dicha familia, en el sentido de la inclusién). En el caso particular
en que tenemos un espacio métrico (M, d), la menor o-dlgebra que contiene a todos los abiertos se llama
o-algebra de Borel y se denota B(M).

Hemos demostrado que el conjunto de todos los subconjuntos de R¢ que son medible Lebesgue forman
una o-algebra, que se llama o-lgebra de Lebesgue, y denotaremos £(R?), que ya vimos que no contiene
a todos los subconjuntos de R?, ya que hay conjuntos que no son medibles. Es inmediato que £(R?) contiene
a B(R), ya que contiene a todos los abiertos. Para el caso d = 1 se puede ver ficilmente que £(R) contiene
al conjunto de Cantor usual (cuyo cardinal es el cardinal de R), y por lo tanto a todos sus subconjuntos,
es decir el cardinal de £(R) es el cardinal de las partes de R. Si bien es fécil ver que el cardinal de B(R) es
mayor o igual que el cardinal de R (ya que en particular contiene a los puntos), se puede demostrar que el
cardinal de B(R) es menor estricto que el cardinal de las partes de R. Se deja como ejercicio verificar que
el cardinal de los subconjuntos no medibles de R es el el cardinal de las partes de R.

Definicién 1.23. Denotamos ¥5 a la familia de los conjuntos que se obtienen como interseccién numerable
de abiertos. Denotamos §s a la familia de conjuntos que se obtienen como unién numerable de cerrados.

Lema 1.24. E C R? es medible si y solo si
1. Existe un conjunto Gs € 95 y S tal que Gs = EU S con m(S) = 0.
2. Eziste un conjunto Fs € §5 y S tal que Fs US = E con m(S) =0.
Demostracion.

1. Supongamos que existe un conjunto G5 € 95 y S tal que Gs = EU S con m(S) = 0, veamos que
E es medible, para eso escribimos E = (E \ S) U (E N S), ahora observar que EN.S C S y por lo
tanto es medible (ya que tiene medida nula) y E\ S = (E U S) NS¢ es medible porque E U S = G5
es medible y S¢ es medible. Veamos que si E es medible vale 1. Consideremos

con O, D Eym(O,\ E) <1/n, m(Gs\ E) <m(O,\ E) para todo n y por lo tanto m(Gs \ E) = 0.
Definimos S = G5 \ E.

2. La prueba de que si existe un conjunto F5 € F5 y S tal que Fs US = E con m(S) = 0 entonces
F es medible es andloga a la hecha en el punto anterior. Consideramos F,, C F, F;, cerrado tal que
m(E\ F,) < 1/n (F, existe porque E¢ es medible). Definimos

Fs=|J Fu,
n=1
tenemos que m(E \ F5) < m(E \ F},) < 1/n para todo n. Por lo tanto podemos definir S = E'\ Fj.

O
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Capitulo 2

Integral de Lebesgue

Primero introduciremos las funciones medibles y algunas de sus propiedades. Recordemos que si tenemos
fn una sucesién de funciones a valores reales, sup,, f, es la funcién que a cada x le asigna el supremo de
la sucesién de niimeros reales {f,(z)},. Andlogamente se definen inf, f,, lim,f, y lim,f,, el infimo,
limite superior y limite inferior de dicha sucesién. Vamos a denotar f, = f si sup, |fn(z) — f(z)] = 0
cuando n — oo. Definimos la parte positiva de una funcién a valores reales f, que denotamos fT, como la
funcién f*(x) = méx{f(x),0}. Andlogamente la parte negativa de f, que denotamos f~, se define como
f(r) = max{—f(z),0}. Decimos que una funcién f : [a,b] — R es no decreciente si f(x) < f(y) para
todo a < z < y < b. Una sucesién de funciones f,, crece a f, y denotamos f,, 1 f si para casi todo =z,

Fa(@) < far1(2) ¥ fala) <5 f(2).

2.1. Funciones Medibles

Definicién 2.1. Una funcién f : E C R? — R se dice que es una funcién medible si f~!((—00,a)) =
{z € E: f(z) < a} es medible para todo a. Para simplificar la notacién denotamos {f < a} = {z € E :

f(z) < a}. E]

Definicién 2.2. Funcién Simple. Dados E, ..., Ex con juntos medibles de medida finita, una funcién
f es simple si existe aq,...,ay nimeros reales tal que

N
f(@) =) ailp, (x) (2.1)
k=1

donde Ig, () denota la funcién indicatriz o funcién caracteristica de Ej, que vale 1 si ¢ € Fy y 0 en

otro caso. Observar que si imponemos la restriccién de que los aq,...,an sean distintos y no nulos y los
Ei,...,Ey disjuntos 2 a 2, es fdcil ver que hay una tnica descomposicién de la forma (2.1)). Ademsds,

cualquier funcién simple se puede llevar a una que cumpla esas dos propiedades.

Observacién 2.3. Pedir {f < a} medible para todo a es equivalente a pedir {f < a} medible para todo a,
ya que

oo oo
{f<a=Wf<aryky y A{f<ay=J{f<a-1/k}.
k=1 k=1
1Esto define una funcién £ — B medible (con £ la o-4lgebra de Lebesgue), es decir la pre-imagen por f de un boreliano
da un conjunto £, no necesariamente es £ — £ medible.
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Observacién 2.4. Si —oo < f < oo, f es medible si y solo si f~1(0) es medible para todo O C R
abierto, si y sélo si f~H(F) es medible para todo F C R cerrado. Observemos que los reciprocos se siguen
de la observacion anterior. Supongamos que f es medible, sea O abierto, sabemos que O = U2, (a;,b;) con
a; < b;, observemos que f~1((a;,b;)) es medible, por otra parte

f7H0) = U S (i, bi)

es decir f~1(O) es union numerable de conjuntos medibles, y por lo tanto es medible.
Si F es cerrado, F¢ es abierto y f~1(F¢) = (f~1(F))¢ es medible, como el complemento de un conjunto

medible es medible, f~*(F) es medible.

Definicién 2.5. Si —co < f < o0, diremos que f es medible si ademds de ser medible en el sentido de
se cumple que f~1(—o0) y f~1(0o) son medibles.

Observacién 2.6. Es claro que cualquier funcidn continua es medible (se sigue de la observacion anterior
y de que los abiertos son medibles). Por otra parte, es inmediato que si —oo < f < oo y ® es continua,
® o f es medible. La composicion f o ® no necesariamente es medible.

Proposicién 2.7. Si {f,}. es una sucesidn de funciones medibles, también lo son
1. sup,, fn
2. inf, fn
3. lim,, f,
4. limy fy
Demostracion.
1. Basta observar que {z : sup,, fn(x) > a} = U, {fn > a}
2. Observar que inf, f,, = —sup,,(—fn)-
3. Observar que lim,, f, = infy sup,,>;, fr

4. Se sigue de que lim,, f,, = sup,, inf,,>% fn
O

Proposiciéon 2.8. Si f y g son medibles, —oco < f < 00 y —o0 < g < 0o entonces f+g y fg son medibles.

Demostracion. Para ver que la suma es medible observar que f(z) + g(z) < a siy sélo si f(x) < a— g(x)
si y sélo si existe un racional r tal que f(x) < r < a — g(z) por lo tanto

{f+g<a}:U{f<r}ﬂ{g<a—r}.

reQ
Para demostrar que el producto es medible usamos que la suma es medible y que
1
f9=1((+92 = (f - 9?).
O

Definicién 2.9. Dos funciones f, g definidas en £ C R? son iguales en casi todo punto si m{z : f(z) #
g(x)} = 0. Se denota f = g ctp.
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Proposicion 2.10. Si f =g ctp, f es medible si y sélo si g es medible.

Demostracion. Observemos primero que { f = g} es medible ya que es el complemento del conjunto {f # g}
que por tener medida 0 es medible. Por otra parte

{(f<ay={f<an{f=gtu{f<a}n{f#gt={g<a}n{f=gtu{f<a}n{f#g}

El conjunto {f < a} N{f # g} es medible por ser un subconjunto de un conjunto de medida nula. Por lo
tanto {g < a} es medible si y solo si {f < a} es medible. O

2.2. Teoremas de aproximacion

Una funcién ¢(x) = > ,_; arlg, (z) es simple si los Ey, son medibles de medida finita. Se puede suponer,
sin pérdida de generalidad que los a; son no nulos, distintos, y los E} son disjuntos 2 a 2.

Teorema 2.11. Sea f medible definida en RY a valores reales, no negativa, entonces existen funciones
simples {¢k}72, no negativas tal que para todo k > 0, vi(z) < pri1(x) y

lim g (x) = f(x) V.

k—o0
Demostracion. Definimos la sucesién de funciones
k2k—1 i
Gr(@) = Y opliss@elises /29y + Kl
i=1
Observar que 0 < @ () < @r+1(z) < f(x) para todo x y para todo k. Ademds si f(z) < k, f(z) —gr(x) <
1/2%, por otra parte si f(x) = 0, x(z) = 0 para todo k, y, fijado k los conjuntos

{o:f@ elif2",G+1)/25},
K3

son disjuntos 2 a 2 pero no necesariamente son de medida finita, para eso consideramos () una sucesiéon

de cubos crecientes a todo R? y definimos ¢ = ¢rlg, - O

Teorema 2.12. Sea f medible definida en R? a valores reales, entonces existe una sucesion de funciones
simples {172, tal que para todo k > 0, |k ()| < |pp+1(x)] y

lim ¢i(x) = f(z) V.

k—oc0
Demostracion. Por el teorema anterior existen go; y ) sucesiones tal que go,j = fH oy e = .
Definimos ¢ (z) = @) () — ¢ (z). Es claro que ¢(z) — f(x) para todo z. Observar ademés que si
f~(z) = 0 entonces ¢ (z) = 0 para todo k y si fT(z) = 0, ¢ (z) = 0 para todo k. Por lo tanto
(@) = ¢ (@) + o7 (2). O

Teorema 2.13. Sea f medible en RY entonces existe una sucesion de funciones 1y, tal que 1y, = Zjlvi(lk) a?HRk
J

donde los R;? son rectdngulos y Vi (x) — f(x) ctp x.

Demostracion. Por el teorema anterior basta aproximar funciones de la forma f = I con F medible por
funciones de la forma v = Zfi(lk ) aé?]I RE- Vamos a suponer primero que m(E) < oo, en caso contrario
intersectamos E con una sucesién de cubos creciente. Por el punto 2 del Teorema, [1.20] para todo € > 0
existen Q1,...,Qn cubos cerrados tal que m(EA UN_; Qi) < e. Extendiendo los lados de estos cubos

podemos construir una grilla de rectangulos casi disjuntos Ry,..., Rys tal que Ué-\'lei = Uj”iléj. Para
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cada rectangulo R; podemos construir un rectangulo R; C R;, de modo que los Ry, ..., Ry sean disjuntos
y tal que

M
m(EA U Rj) < 2,

j=1
por lo tanto la funcién Ig es igual a la funcién Z]Mﬂ g, excepto en un conjunto de medida menor o igual
que 2¢. Por lo tanto para cada k, podemos encontrar una funcién v, de la forma Z;Vil Ig,tal que el conjunto
Ey = {x: f(x) # ¥1(z)} tiene medida de Lebesgue menor o igual que 27%. Definamos F}, = S, By, es
una sucesion decreciente de conjuntos, y m(Fy) < oo para todo k, por lo tanto si definimos F' = Mg, Fj,
por la continuidad de la medida m(F') = 0. Observar que F' = limyF}), y el limite superior de conjuntos
esta formado por los & que estén en infinitos F}, por lo tanto si x ¢ F entonces existe un kg (que depende

de x) a partir del cual z ¢ Ej para todo k > kg, es decir f(z) = 9x(z) para todo x € Ej, de donde
Ui (x) — f(x) para todo x € F°. O

Antes de enunciar los proximos dos teoremas recordemos que, dada una sucesién de funciones fy,
denotamos f, = f si f, converge a f uniformemente, es decir sup,, |fn(z) — f(z)| — 0 cuando n — oo.

Por otra parte, denotamos f, Rz f si f, converge puntualmente a f a menos de un conjunto de medida
nula, es decir si m({z : fn(z) = f(x)}°) =0
Teorema 2.14. Egorov. Sea fi, : E C R? — R una sucesion de funciones medibles tal que m(E) < oc.

Supongamos que fi Rz f en E. Entonces, para todo € > 0 existe Ac C E cerrado tal que: m(E \ A¢) < e,
Y fk = f en Ae'

Demostracion. Podemos suponer fi(x) — f(z) para todo z € E ya que sino tomamos

E=E\{z€E: fi(z) # f(z)}.

Definimos los conjuntos
B = {x €E:|fj(x) - fx)| <1/n ¥j> k}

fijado n tenemos que E} C E},, y UpE} = E ya que f,(r) — f(z) para todo x € E, entonces, como
m(E) < oo, m(E'\ E}') — 0 cuando k — oo. Existe k, — oo tal que m(E \ Ef ) < 1/2" para todo n.
Para todo © € E} , |f;j(x) — f(z)| < 1/n para todo j > ky. Sea N tal que Y7 \ 1/2" < ¢/2, definimos
/L = ﬁnZNE]?n'

m(E\ 4,) :m(Em U (E,’jn)c> :m( U (Em(Egn)C)) <> mE\EL) < %

n>N n>N n>N

Sid >0y n > N suficientemente grande tal que 1/n < 0, si z € A, entonces = € E} , por lo tanto para
todo j > ky, | fi(x)— f(x)| < J, entonces f, = f en A.. Sea A, C A, A, cerrado, tal que m(A.\ A.) < €/2,
entonces m(E \ A.) < e. O

El siguiente teorema prueba que para cualquier funcién medible definida en un conjunto F con medida
finita existe un subconjunto F. en el cual la funcién definida en F, es continua. Es importante tener en
cuenta que el teorema no prueba que la funcién original como funcién de E en R es continua en F, sino
que al restringirla a F, (con la topologia relativa de F,) es continua.

Teorema 2.15. Lusin. Sea f : E — R medible tal que —oco < f < oo y m(E) < 0o, para todo € > 0 existe
F. C E cerrado tal que m(E\ F.) <ey f: F. = R es continua.
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.. M s . ctp
Demostracion. Sea fp, = k:(f ) aplry una sucesion de funciones como en el Teorema, , tal que f, —

f. Estas funciones son continuas salvo en los puntos del borde de los rectangulos. Podemos tomar FE,, tal
que m(E,) < 1/2™ y f, es continua fuera de E,, (por ejemplo quitando entornos de los bordes de R}). Por
el Teorema de Egorov existe A3 tal que f, = f en A3y m(E\ Ac/3) < €/3. Sea

F/:Ae/3\ U E,
n>N

donde N es tal que ) - 1/2" < €/3. Para todo n > N, f, es continua en F’ lo cual implica que f es
continua en F’. Tomamos ahora F, C F’ tal que F; es cerrado y m(F \ F.) < ¢/3. O

Observar que el resultado anterior se demuestra usando que una funcién simple se puede aproximar
por una funcién escalera (Teorema . Esta construccién es posible en R¢ tinicamente. El anslogo del
Teorema de Lusin para medidas abstractas, requiere de otras herramientas topolégicas como el Lema de
Urysohn.

2.3. Integral de Lebesgue

2.3.1. Integral de funciones simples

Consideremos una funcién simple ¢(z) = >.;_, arlg, (x), donde los Ej son conjuntos medibles de
medida finita. Definimos

/Rd o(x)dx = ;akm(Ek) y [E p(x)dx = /Rd o) g(x)dx, (2.2)

observar que ¢(z)lg(x) es también una funcién simple. El siguiente lema prueba que la integral de una
funcién simple estd bien definida, es decir (2.2) no depende de la descomposicién de .

Lema 2.16. Sean Ay,..., Ay, B1,..., B, medibles de medida finita tal que

CllHAl +"'+ak;]IAk :bl]IBl +'~-—|—an3”, (23)

entonces
aym(Aq) + -+ agm(Ag) = bym(B1) + - - - + bpym(By,) (2.4)
Demostracién. Construimos primero una particién de R? con los conjuntos {4y, ..., Ay, By,..., B,}. Para

eso primero para cada vector de tamafio 287" cuyas entradas son 0 o 1 vamos a asignar un conjunto (que
podria ser vacio) de la siguiente manera: si en la entrada i-ésima del vector hay un 0 con 1 < i < k,
intersectamos A;, si hay un 0 intersectamos A{. Si k41 < ¢ < k+n intersectamos B; si la entrada i-ésima
del vector es un 1, y Bf si es un 0. Por ejemplo si &k = 3,n = 2 y el vector es (0,1,1,0,0), el conjunto
asociado es A§ N Ay N Az N B N BS. Si ahora eliminamos todas las intersecciones que dan vacio, nos
quedan 0 < m < 2F+" conjuntos E,..., E,, medibles, que ademés por la forma en que los construimos
son disjuntos 2 a 2. Observar que

A; = U E; paratodoi=1,...,k, (2.5)
J€J;
donde cada J; es un subconjunto de {1,...,m} (no son necesariamente disjuntos estos conjuntos de indices

ya que los A; no tienen por qué serlo). Andlogamente

B, = U E; paratodol=1,...,n.
JES
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Como los E1, ..., E,, son disjuntos,

m(4;) = Z m(E;) paratodoi=1,...

Jj€J;

m(B;) = Z m(E;) paratodol=1,...

JET
Por lo tanto para probar (2.4)) tenemos que probar que

k

i=1  jeJ; =1 jeJ

Para eso fijemos 1 < j < m, Sea z perteneciente a algin E;, por (2.5) L4, (z)
Ip,(x) =1,,(j). Por lo tanto de (2.3) obtenemos que, para cada j =1,...,m

k n
> il () =Y bl (),
1=1 =1

multiplicamos ahora la ecuacién anterior por m(E;) y obtenemos que para todo j =1,...,m

k n
> aily,()m(E;) =Y billy, (j)m(E;
i=1 =1

si sumamos en j esta ecuacién obtenemos

i=1 j=1

que es igual a ([2.6))."

Zai Z m(E;) = Zbl Z m(Ej;)

7k’

a; Y Ly, ()m(Ey) =3 "b > 15,(j)m(E)),
=1 j=1

(2.6)

I;,(4). Anélogamente

O

Proposicién 2.17. Linealidad. Sean ¢ = 377 a;la, y o = 337 b;lp, funciones simples y a y b

numeros reales positivos, entonces

/(a<p+bz/)):a/<p+b/w

Demostracion. Definimos los conjuntos
Ei,j :Az n Bj
Ei o =4;\VU;B;
Eoj =Bj \ UiA;

entonces A; ; N Ay jo = 0 si (i,5) # (', j). Definimos ag = 0 y by = 0. Entonces

e+ =Y (a;+b)lg,,,

i=0 j=0

N~ o~ —
© 00
sL22d

24



Capitulo 2. Integral de Lebesgue

por lo tanto

n m n m m n
/go + = ZZ(ai +bj)m(E; ;) = Z Zazm(Ei,j) + Z bym(E; ;)
i=0 j=0 i=0 j=0 §=0i=0
Observar que
3D amlEi) =YY miE) =Y am(a) = [
=0 j=0 i=1 7=0 =1
y de forma andloga
>3 bimiEiy) = 3 by > m(E) =Y bm(B;) = [ ¢
3=0 i=0 j=1 =0 j=1

Corolario 2.18. Si E y F son disjuntos con medida finita y ¢ es una funcion simple

Jow?= Jee )
EUF E F

Demostracion. Observar que, como F' y E son disjuntos, lpur = Ig + 1, y que plg, ¢l v plpyr son
funciones simples. O

Proposiciéon 2.19. Monotonia. Si ¢ y i son funciones simples tal que ¢ < 1) entonces

[e<[v

Demostracion. Primero observemos que si 17 es una funcién simple no negativa, su integral es no negativa,
por lo tanto proposicién se sigue de que ¥ — @ es no negativa. O

Proposicién 2.20. Si ¢ es una funcion simple,

‘/w‘g/\wI-

e . n n ’ . o e
Demostracion. Sip =), _, Ej entonces || =), _, |ax|lg,, observar que en esta tltima descomposicién
los coeficientes no necesariamente son distintos, para eso si a; = —ay para i # 4, definimos ¢; = a; y

g o L . .
C; = E; U E;s, con lo cual podemos escribir |p| = Zi:l ¢illg, con los ¢; no nulos y distintos 2 a 2 y los C;
disjuntos. Por lo tanto

| [ ¢ éakmwk)\ < ; axlm(By) = gjlckmwk) = [1el

O

Definicién 2.21. El soporte de f : R? — R medible es el conjunto sop(f) = {x : f(x) # 0}. Observar
que sop(f) es medible ya que es igual a (f~1(0))c.

Lema 2.22. Sea f acotada con soporte E de medida finita y ¢, una sucesion de funciones simples,
uniformemente acotadas y con soporte E tal que o, Rz f. Entonces

1. h'rnn_,oofgon existe
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2. Si f =0 ctp entonces lim,,_, fQOn =0

Demostracion. 1. Por el Teorema de Egorov, para todo € > 0 existe A, C E cerrado tal que m(E\ A.) <
€y ¢n = f en A.. Como las ¢, tienen soporte E, por la Proposicién [2:20]

‘/wn—/wm‘é/lwn—wm\=/ |<pn_80m|+/ |on — ©ml.
E A E\A

€

Como ¢, = f en A., podemos tomar ng = ng(€) tal que si n,m > ng, |pn — ©m| < €. Por lo tanto

/ (On — O] < em(A).
A

€

Para acotar la segunda integral denotemos M la cota (uniforme) de la sucesién de funciones ¢,,.
Podemos acotar |¢, — ¢m| < 2M, por lo tanto

E\A,

‘/‘Pn_/(pm

de donde se sigue que la sucesién [ ¢, es de Cauchy, y por lo tanto converge.

Finalmente,

<m(A)e+2Me < m(E)e + 2Me,

2. Nuevamente aplicamos el Teorema de Egorov y obtenemos A, C E tal que ¢, = 0 = f en A,
razonando igual que antes obtenemos que |¢,| < m(E)e + Me.
O

Sin la hipdtesis de que las funciones ¢,, sean uniformemente acotadas, puede existir lim f On, PETrO NO
ser igual a [ f. Basta tomar nljo,1/n)-

2.4. Integral de funciones acotadas

El lema anterior permite definir la integral de Lebesgue de funciones medibles y acotadas con soporte
de medida finita:

Definicién 2.23. Sea f acotada con soporte E de medida finita, definimos

f(x)dx = lim on(x)dx
R

n—00 Jpd
donde ¢, es cualquier sucesion de funciones simples uniformemente acotadas con soporte E.

El punto 2. del lema y la linealidad de la integral de funciones simples implican que la definicién anterior
no depende de la sucesién (que cumpla las hipitesis antes mencionadas).

Definicién 2.24. Sea E tal que m(E) < co y f acotada con m(sop(f)) < oo, definimos

/Ef(x)dx = /Rd f(@)gdz.

La siguiente proposicién es una consecuencia de la validez de esos mismos resultados para funciones
simples.
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Proposicion 2.25. Sean f,g funciones acotadas con soporte de medida finita
1 [(af+bg)=a[f+b[g
2. Si E y F son disjuntos [, . f= [ f+ [pf
3. Sif<g [f<[g

AR

Teorema 2.26. Teorema de convergencia acotada. Sea f,, una sucesion de funciones medibles, aco-
tadas por M y con soporte sop(fn) = E de medida finita, tal que f, RN f. Entonces [ es medible, acotada
en E (ctpz) y [ |fn — f| = 0, en particular [ f, — [ f.

Demostracion. f es medible por ser limite de funciones medibles, y es acotada por ser limite de acotadas.
Por el Teorema de Egorov existe Ac C E tal que m(E \ A.) < €y fn, = f en A.. Por lo tanto, para n
suficientemente grande,

/Ifn—fIS/A Ifn—f|+/E o= F < em(E) + 2Mm(E\ A,).

€

Proposicién 2.27. Si f >0 es acotada y sop(f) = E con m(E) < oo y [ f =0 entonces f =0 ctp.

Demostracion. Definimos E, = {z € E : f(z) > 1/k}, entonces k~'Ig, (z) < f(x), por lo tanto
k='m(Ey) < [f = 0. Es decir m(Ey) = 0 para todo k. Finalmente observar que {z : f(z) > 0} C
U Ep. ]

2.5. Integral de Riemann VS Integral de Lebesgue

Denotaremos en esta seccién [ " la integral de Riemann y [ “a integral de Lebesgue. Es claro que hay
funciones Lebesgue integrables que no son Riemann integrables, por ejemplo Iy ya que es discontinua en
todo [0, 1]. Sin embargo, si una funcién es Riemann integrable (en [a,b]), es Lebesgue Integrable en [a, ]
como muestra el siguiente teorema:

Teorema 2.28. Supongamos que f es Riemann integrable en [a,b] entonces [ es medible y

R L
(z)dx = f(x)dx.
[a,b] [a,b]

Demostracion. Por definicién si f es R.I. es acotada por un cierto M, existen ¢y y ¥y sucesiones tal que
lok| < M, |¢| < M para todo k,

P13 < KK <ahg K hy <y

R R R
lim wr(x)dr = lim Y (x)dx = f(z)dz. (2.11)

k—o0 [a,b] k—o0 [a,b] [a,b]

Podemos escribir

k
k
Pr = Z a; HEl
=1
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con F; intervalos disjuntos 2 a 2. Es facil ver que en este caso
R L
/ o (x)dx :/ o (x)dx
[a,b] [a,b]

ya que es valido para ¢ = Ig con E C [a,b] un intervalo, y luego se usa la linealidad.
Veamos que

L L
/[ or(z)de — f(x)dx.

a,b] la,b]

Como la sucesion de funciones @y es no decrecientes, y estan acotadas superiormente, existe ¢ = limy, ¢y,
medible y acotada. Andlogamente como la sucesién v es no crecientes y estan acotadas por abajo por f
existe 1E tal que 1/; = limy, ¢y, por lo tanto 1[) es medible y acotada. Observemos que ¢ < f < 15 Por el
Teorema

L L L L
/ or(z)de — P(z)dx y Vi (z)de — Y(x)de.
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

Por (2.11]) tenemos que
L
/mwm»—ﬂme=a

como Y — ¢ > 0 tenemos que 1/; — ¢ > 0y por lo tanto por la Proposicién » = 15 ctpyp=v=1f
ctp de donde se deduce que f es medible y

R L
fl@)dx = f(x)dx.
la,b] [a,b]

Para el caso de integrales impropias ver la observacién [2.38

2.6. Integral de funciones positivas, no acotadas

Vamos a extender la integral de Lebesgue a f : £ C R? — R U {oo} medible tal que f > 0. Recordar
que esto quiere decir que para todo a € R, {f < a} es medible, y ademds f~!(occ) es medible. Definimos

» f(z)dz = sup /g(x)dx

QEGf

donde
Gy = {g :0<g</f, g esmedible, acotaday m(sop(g)) < oo}.

Se dice que f es Lebesgue integrable (o simplemente integrable) si fRd f(z)dx < oo. Definimos, para

E C R? medible,
[ t@ae= [ s@nss
E Rd
00

Observar que no estamos pidiendo que m(E) <

Proposicién 2.29. Sean f,g funciones positivas a valores en R U {co}, medibles y a,b reales positivos.

1 [(af+bg)=a[f+b][g.
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2. Si E y F son disjuntos [g = [pf+ [pf
3. 85i0< f<g, [f<[g, en particular si g es integrable entonces f es integrable.
4. Si f es integrable entonces f < oo ctp.
5. Si [ f=0 entonces f(x) =0 ctp.
Demostracion.

1. Para probar 1 supongamos primero que a =b = 1. Sean ¢ < f y 1 < g, ambas acotadas con soporte
con medida finita. Es claro que ¢ 4 1 es acotada con soporte con medida finita y ¢+ < f 4 g¢. Por

otra parte, por definiciéon
/f +g= sup /h.
he€Gyigq

El conjunto G4 contiene al conjunto de los pares de funciones ¢, 1) medibles, acotadas con soporte
con medida finita, tal que ¢ < f 9 < g, por lo tanto

sup /hz sup /4,0—1—1/}.
h€Gyfiqg P»<fy<g

Por la linealidad de la integral de las funciones medibles, acotadas, con soporte con medida finita,

sup /so+/wzsup/<p+sup/w:/f+/g~
Pp<f<g »<f P<g

Para probar la otra desigualdad sea n < f+ g, n € Gyyq, y m(xz) = min{f(z),n(x)}. Tenemos que
0 < m <mn, definimos 772 = — n1. Observar que 0 < 1y < 7, por lo tanto 7; y 72 son acotadas con
soporte en un conjunto de medida finita. Ademéds m; < fyne <gyaquesimg =f,n—f<gysi
m =mn, n—m = 0. Por lo tanto

/n:/m+n2:/m+/n2§/f+/g,

tomando supremo en 7 € Gy, se obtiene la desigualdad.
2 Se sigue de 1.
3 Es inmediato a partir de la definicién y del punto 3 de la Proposicién

4 Denotemos Ej, = {x : f(x) > k}, observar que es una familia de conjuntos medibles, y decrecientes
con k que decrecen al conjunto {z : f(z) = oo}, por otra parte km(E)) < fEk f por el punto 3 ya
que klg, < flg,, ademds [, f < [ f < oo con lo cual m(Ey) — 0. Esto, junto con la continuidad
de la medida, prueban que m({z : f(z) = co}) = 0.

5 Se sigue de que [ f = 0 implica que [¢g = 0 para todo g € Gy lo cual implica que g = 0 por la
Proposicion 2.2
O

Lema 2.30. Lema de Fatou. Sea f,, una sucesion de funciones medibles, f,, > 0 para todo n. Si fy, LN f

entonces
/ f<lim, / Jn-
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Demostracion. Sea g € Gy y gn(z) = min{g(x), f(z)}, observar g, es medible con soporte incluido en el

soporte de g. Observar que g, < g ya que f, Rz f > g vy las g, son uniformemente acotadas por g que
es acotada. Por el Teorema tenemos que

forfs

Por construccién g, < f,, con lo cual [ g, < [ f,, por lo tanto

lim [ gn =1i7mn%o/gn < h;mwoo/fm

n—oo
/ggﬁimnem/fn~

Tomando supremo en g € Gy, obtenemos
/ f<lim, / fn-

Observacion 2.31. De manera andloga se puede probar que si f, es una sucesion cualquiera de fun-
ciones no negativas, medibles, (no nmecesariamente convergentes ctp a una f) entonces fh’irnn_mofn <
lim, o [ fn, ademds, la desigualdad es estricta: basta considerar fo, = Lo,1/2) ¥ font1 = Ijny2,1-

entonces

O

Corolario 2.32. Sea f > 0 medible y f, una sucesidn de funciones medibles, no negativas, tal que
n(z) < f(x) y fu A f entonces

Demostracidn. Primero observar que f es no negativa y medible. Como f,, < f tenemos que [ f, < [ f

por lo tanto tomando limite superior
T [ £ [ £

Finalmente la tesis se sigue del Lema de Fatou ya que
[ <t [ 5

En el corolario anterior, cualquiera de las integrales anteriores puede ser infinito. En particular tenemos
el siguiente corolario,

O

Corolario 2.33. 1. Sea f, T f una sucesion de funciones medibles, no negativas, crecientes a cierta f

entonces
[

2. Sea Y po , ar(x) donde las funciones ay(z) > 0 y son medibles para todo k, entonces

/Iiak(x)dx = i/ak(x)dx,

en particular st Y oo, [ap(z)dx < oo entonces Y oo | ar(x) < oo cip.

30



Capitulo 2. Integral de Lebesgue

Demostracion. El punto 1 es una consecuencia inmediata del corolario anterior. Para probar el punto 2
definimos

fn(z) = Zak(x) T Zak(x) = f(z)
k=1 k=1
Por el punto 1 [ f,, — [ f, es decir
ar(xz) = lim a = lim a = ax(x)
[DUCEESIY DUEENS S RICED oy

O

El punto 1 del corolario anterior se conoce usualmente como teorema de convergencia monétona
y asi nos referiremos a el méds adelante.

Una consecuencia interesante del punto 2 del corolario anterior es el lema de Borel-Cantelli. Recordemos
la definicién de limite superior de conjuntos: dada una familia numerable de conjuntos E7, Fo, . ..

e 0 0
k=1n=k

Lema 2.34. Lema de Borel-Cantelli. Si E1, Fs, ... son conjuntos medibles tales que

oo
Zm Ep) <oo entonces m(limyEy) = 0.
k=1

Demostracion. Definimos ay(x) = Ig, (z). Recordar que = € limy, Ej, si y sélo si x pertenece a inﬁnitos Ey,
y esto se dasiy s6losi y_, ag(z) = co. Observemos que Y, m(Ej) < oo es equivalente a > -, [ ax(z)dz <
o0, por el corolario anterior parte 2, [ Y, ar(z)dz < oo y por lo tanto >, ar(z) < oo ctp.

2.7. Integral de Lebesgue, caso general

Si f: E CR?— R es medible, decimos que es integrable Lebesgue si | f| es integrable (en el sentido
dado en la seccién . En este caso definimos

[r-lr-fr

donde, recordemos que, f1(z) = méx(f(z),0) y f~(z) = max(—f(z),0). Observar que f* y f~ estén
acotadas por |f| por lo tanto son integrables. La definicién anterior no depende de la descomposicién
que tomemos (en funciones positivas): sean g1, gs positivas, integrables, tal que f = g1 — g2, entonces
fT +g2 = g1 + f~ y son ambas positivas, por lo tanto podemos usar la linealidad de la integral y

obtenemos
/91+f7:/f++92:/f++/g2:/91+/f7,
[r-[r=[a-[a

Observacién 2.35. Si f es integrable Lebesque entonces f(x) < oo ctp. Ademds si f,g son integrable
Lebesgue su suma lo es.

por lo tanto
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Dejamos como ejercicio verificar que la integral de Lebesgue es lineal, mondtona, y cumple la desigualdad
triangular.

Proposiciéon 2.36. Sea f integrable, para todo € > 0,

[ i<

2. existe 6 > 0 tal que para todo E medible con m(E) < 6,

/E\f|<e-

Demostracion. Podemos suponer en ambos casos que f > 0.

1. existe B de medida finita tal que

1. Sea fn(x) = f(x)lp,n) T f, y son positivas y medibles, podemos usar el Corolario por lo tanto

/fn(x)dm%/f(x)dx

o< [1- [z

Por lo tanto, para n suficientemente grande,

/f_/fn:/f(l_]IB(O,n)) Z/fHB(o,n)c <e

2. En este caso definimos f,(z) = f(x)lg, con E, = {z: f(z) < n}. Es claro que f, T f, por lo tanto
existe N = N(e) tal que
/(f —fn) <

Sea 0 > 0 tal que si m(E) < J, NJ < €/2, entonces

y tomando n suficientemente grande,

N o

€ €
/Efz/E(f—fN-FfN):i"‘/EfN§§+Nm(E)§€'

O

Teorema 2.37. Teorema de convergencia dominada . Sea {f,}, una sucesion de funciones medibles

tal que f, Rz f. Supongamos que existe g integrable tal que para todo n, |fn(x)| < g(x) ctp x. Entonces

lim /|fn(as) — f(x)|dz = 0.

n—oo

Demostracion. Sea En = {x € B(0,N) : g(x) < N} razonando igual que en la proposicién anterior parte
1, para todo € > 0 podemos tomar N suficientemente grande tal que

/ 9] < e
EC

N
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Fijado N, f,lg, < glg, < N para todo n, y |f(z)| < g(x) entonces |f, — f|Ig, < 2N. Por otra parte
observemos que |f, — f|lg, <7, 0, por lo tanto si usamos el Teorema [2.26

para todo N fijo / |fn — fl =0 cuando n — co.
En

Finalmente, si usamos que |f, — f| < 2|g|,

Jimai= [ g gt [ e ais [ stz dol= [ i

N

ahora se toma limite en n — oo, y se obtiene

lim /\fn—f\gze,

n—oo

como € es arbitrario se obtiene,

lfm /|fn(:c) — f(a)|dx = 0.

n—oo

O

Observacion 2.38. Volviendo a la relacion entre la integral de Riemann y la de Lebesgue, una conse-
cuencia interesante del teorema de convergencia dominada es que si f es una funcion Riemann Integrable
en [0,b] para todo b > 0 y Lebesgue integrable en [0,00) entonces

L b
/ fdm = lim / f(x)dz.
[0,00) b—o0 Jo

Donde, por el Teorema [2.28, la integral de la derecha puede ser la de Riemann o la de Lebesgue. No
obstante puede pasar que exista el limite a la derecha en la expresion anterior pero la funcion no ser
Lebesgue integrable, como en f =3 0" n= (=1)"I(y i1y

2.7.1. Funciones complejas

Sea f(z) = u(z) + iv(x) con u,v : R — R, se dice que f es medible si u y v son medibles. Se dice que
f es integrable si || f|| es integrable. Observar que f es integrable si y sélo si u y v son integrables ya que:

u(@)| < [f @), [o(@)] < [f @)y [1f(@)]| < |u(z)|+|v(z)| ya que en general si a,b > 0 vVa +b < Va+b.
Definimos la integral de f como
/f(x)dz = /u(az)dz—l—i/v(x)dz.

2.8. Completitud de L!

Hemos probado que el conjunto de funciones medibles e integrables de R? en R forman un espacio
vectorial que denotamos V. Si queremos definir en V una norma, lo mds intuitivo es definir || f|| = [ |f]
la cual ya vimos que cumple la desigualdad triangular. Obviamente es mayor o igual que 0, pero tiene un
problema, puede ser [ |f| = 0 pero la funcién f no ser la funcién nula (aunque sabemos que si [ |f| =0
entonces f = 0 ctp). Este problema se resuelve cocientando V por una relacién de equivalencia: f ~ g si
m{z : f(z) # g(x)}) = 0, la cual hace que en el cociente si f = 0 ctp su clase de equivalencia es la del
0. Se deja como ejercicio ver que ~ es una relaciéon de equivalencia. Si f € V y modificamos sus valores
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funcionales en un conjunto de medida nula, el resultado es una funcién que pertenece a la clase de f en
dicha relacién de equivalencia. En el espacio cociente V/ ~ cada funcién f es una clase de equivalencia
(que seguiremos denotando f) a la cual le podemos asignar

Is1= 1,

ahora si, en el cociente, || f|| define una norma (observar que || f|| no depende del representante). Definimos

el espacio
L'RY) =V~ |-

Observar que no es un espacio de funciones sino un espacio de clases de equivalencias por lo tanto no tiene
sentido para f € L!'(R?) preguntarse por el valor funcional f(x). De forma totalmente andloga se puede
definir L'(E) con E C RY medible. Veremos algunas propiedades de este espacio, primero enunciaremos
las propiedades que cumple || - || por ser una norma.

Proposicién 2.39. Si f,g € L*(R?) entonces
1. laf|l = |al|| fl| para todo a € R
2 f +all < A1+ Mgl
3. |Ifll =0 siysdlosi f=0ctp
4. d(f,9) = |f — gl es una distancia en L*(R9)

El punto 4 se sigue del 2, el 2 se conoce como desigualdad de Minkowski la demostraremos en un caso
mas general mas adelante cuando veamos los espacios LP para p > 1.

Teorema 2.40. El espacio L*(R?) es completo con la distancia d(f,g) = ||f — gl

Demostracion. Tenemos que probar que toda sucesién de Cauchy en L'(R?) converge, para eso es suficiente

probar que existe f,, una subsucesién de f,, v f, tal que f,, Rz f (esto prueba que f es medible) y
I fn. — fIl = 0 cuando k — oo, ya que en este caso hacemos || fn, — f|| < ||fn — fuill + || fne — f|| ¥ ambos
sumandos tienden a 0, con lo cual f,, — f en L!.

Como f,, es de Cauchy podemos definir f,, tal que || fn,,, — fa.ll < 1/2% para todo k > 1, definimos
ahora

f( fnl +ank+1 fnk( ) Yy g(x):|fn1 |+Z|fnk+1 fnk( )|

Veremos que f < oo ctp, para eso probaremos primero que g es integrable: por el punto 2 del Corolario

m fe’e]
/ Z|fn,c+1 NG / o 0) = o0 < 2112 < o

por lo tanto fg < 0o y como |f| < g tenemos que f es integrable. Esto prueba que f < oo ctp por lo
tanto, como f,, < oo ctp tenemos que

ankJrl — fap () < ctp.

Para todo [ > 0

for (@ +ank+1 — fun (@) = furr (@) 2B f(x)  cuando | — oo.
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Usando esta tltima ecuacién vemos que |f — fn, | < g, ya que

= Frua| =] fn +ank+1 = fu (@) = [ fo (@) +an]+l ~ fu,@)]|
= 2 @) = fu, (@)] < lg(@)
j=k+1

con lo cual del teorema de convergencia dominada concluimos que [ |f — f,,| — 0 0 lo que es lo mismo

Un corolario interesante que se sigue de la demostracién del teorema anterior es el siguiente:

Corolario 2.41. Si f,, es una sucesidn de funciones medibles e integrables tal que || fn — f|| — O existe

una subsucesion f,, medibles e integrables tal que f, R f-

Demostracion. Como || f, — f|| = 0 la sucesién f,, es de Cauchy, con lo cual podemos definir f,, tal que
| frnss — frell < 1/2" para todo k > 1, definimos ahora

f( fm +Zf’ﬂk+1 fnk( ) Yy ) |fn1 |+Z|fnk+1 f’ﬂk( )|

Al igual que antes se prueba que f,, Rz f. O
Teorema 2.42. Las siquientes familias de funciones son densas en L'(R),

1. Las funciones simples.

2. Las funciones escalera Y ailp, con Ry rectingulos casi disjuntos.

3. Las funciones continuas con soporte compacto.
Demostracion.

1. El punto 1 se demuestra usando el Teorema y el teorema de convergencia dominada (donde
acotamos | f — ,| < 2|f]).

2. Basta aproximar Ig con m(E) < co por y_,_, Ig,

esto se hizo en el Teorema

3. En este caso basta aproximar Iz con R un rectangulo por una funcién continua, supongamos para
simplificar la notacién que R es un cubo. Para eso primero definimos g : [a,b] — [0,1] con a < b
como g(z) =1six € [a,b], g(x) =0siz ¢ (a—e€,b+¢€), luego definimos g linealmente entre (a — €, a)
y entre (b,b+ €). En R? podemos definir g(x1)...g(zq).

O

2.9. Integrales iteradas

Consideremos la particion R = R% x R?, tal que dy +dy = d, di,ds > 1. Si f : R — R es medible
definimos las funciones f¥ : R - Ry f, : Rd2 — R como

fUa)=flz,y) v faoly) = flx,y).

35



Capitulo 2. Integral de Lebesgue

Mis adelante veremos algunos ejemplos de que f medible no implica fY o f, medible. Definimos para
E C R4,
EY={z R : (z,y) € E} Yy E, ={y €R%® : (2,y) € E}.

Nuevamente que E sea medible no implica que lo sea EY o E,, basta definir en R2, el conjunto que es en
y = 0 un conjunto no medible. Este conjunto en R? tiene medida 0 y por lo tanto es medible, pero EY no
es medible para y = 0 (luego veremos que si E es medible entonces para casi todo EY es medible).

Teorema 2.43. Teorema de Fubini. Sea f : R? — R medible e integrable, para casi todo y € R

1. fY es integrable en R4

2. La funcion
fY(@)dx = F(y)
R1

es integrable en R% y

/M ( - fy(x)dw)dy = /Rdf(x,y)dxdy. (2.12)

Demostracion. Denotamos § al conjunto de las funciones que cumplen los puntos 1, 2 y 3 del teorema.
Veremos que L'(R?) C §, esto lo haremos probando que las funciones simples estdn en § y que § es cerrado
por pasajes al limite en L'. A su vez, esto se hard en varios pasos. En el primero veremos que § es cerrado
por combinaciones lineales, en el segundo que es cerrado por pasaje al limite de sucesiones mondtonas.
Luego probaremos que I, € § para todo Gs € 95 (ver Deﬁnicién y Ig € § si m(E) = 0. Finalmente
que [g € § para todo E medible de medida finita, y luego deduciremos de los pasos anteriores que f € §
para toda funcién integrable.

Paso 1: Cerrado por combinaciones lineales.

Sean fi,...,fn € §y ai,...,a, nimeros reales. Sean, para k = 1,...,n, Ay C R% con m(A;) = 0
tal que f; es integrable en R% para todo y ¢ Ay. Definimos A = UP_, Ay, A tiene medida 0 y para todo
y € A°

Sn = Z akf]i/
k=1
es medible e integrable. Por la linealidad de la integral también se cumplen los puntos 2 y 3 para S,.

Paso 2: § es cerrado por limites mondtonos.

Sea f1, f2,... una sucesion de funciones en §, supongamos que fr T f ctp o fr L f ctp, y que f es
integrable, vamos a demostrar que f € §. Para demostrar esto observemos primero que podemos suponer
que la sucesién fi es no decreciente (en el segundo caso tomamos la sucesién no decreciente — fi, y por la
linealidad si valen los pasos 1, 2 y 3 para la sucesién — fi también valen para la fi). Ademds si reemplazamos
fr por fr — f1 podemos suponer que son no negativas. Por el Corolario tenemos que

Ju(w, y)dzdy — / f(z,y)dxdy.
R4 R4

Al igual que en el paso anterior sean, para k = 1,...,n, Ay C R% con m(Ag) = 0 tal que f/ es
integrable en R% para todo y ¢ Ag, definimos A = U2 | Ay, entonces m(A) = 0 y para todo y € A°, I es
integrable en R% para todo k. Fijado v, las fi son crecientes a f¥, por lo tanto también lo son

ak(y) = y fi(x)dx y ar(y) 1 » fY(z)dx.
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Como fi, € §, las funciones gi son integrables (respecto a y), si aplicamos nuevamente el Corolario
obtenemos que,

/R o)y — R( » f(w)dz ) dy,

como fi € § para todo k,

| aay= [ itepdedst [ sepdody

por lo tanto

/Rdz ( i fy(:r)da:>dy = /Rd f(z,y)dzdy < cc.

Esto prueba que

fY(x)dx < 0
R%

ctp y, de donde se sigue que f¥ es integrable ctp y (va que fY es positiva), ademés prueba (2.12)) con lo
cual f € §.

Paso 3: I, € § para todo Gs € F5 con m(Gs) < o0.

Caso 1: Supongamos E = Q1 X Q2 con Q1 y Q2 cubos abiertos en R% y R% respectivamente, veamos que
Ig € §. Fijado y, la funcién I%,(z) es medible e integrable. Definimos

o) = [ | Thlado = {'Ql' TYEL 10,0, )

0 si no

por lo tanto

[, sty = Qs
Como
/ Ip(z, y)dedy = |E| = |Q1[1Qa] = / 9(y)dy
Rd Rd2

se prueba que Ig € §.

Caso 2: Si E C 9Q con @ cubo, veamos que I € F. Como m(0Q) = 0, fle Ig(x,y) = 0. Ademés, para casi
todo y € R?% el conjunto EY tiene medida 0 en R . Esto prueba que

9(y) :/ 1% (z)dz =0 ctp y
Rd1

con lo cual [p4, g(y)dy = 0 de donde I € §.

Caso 3: Sea E = UleQj con QQq,...,Q cubos casi disjuntos. Observemos que

k
I = Z <Hint(Qj) + ]IAj) con A; C 9Q;
j=1

por los casos anteriores [g € §.
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Caso 4: Sea E es abierto de medida finita entonces £ = U72,Q; con @1, Q2, . .. cubos casi disjuntos. Tenemos
que
fr =Ty o, 11

por el paso caso anterior f € § y por el paso 2 podemos concluir que I € §.

Caso 5: Sea E € 9 de medida finita existen Oy, Os, ... tal que
E=()Ox,
k=1
como m(FE) < oo por el Lema existe O abierto, E C O y m(O) < oo, definimos
k ~
Or=0n()0;.
j=1

Oy es una sucesion decreciente de conjuntos de medida finita, y £ = N52,0;. Tenemos entonces
Io, 41k y o, € § por el caso anterior, entonces por el paso 2 concluimos que Ig € §.

Paso 4: Si FE tiene medida 0 entonces Ig € §.
Como E es medible, por el Lema existe Gs € 95, m(Gs) =0, E C Gs, con lo cual I, € §. Por lo

tanto
/ (/ Ig, ($7y)d$>dy = / Ig; =m(Gs) =0
]RdQ ]Rdl ]Rd

Esto prueba que, para casi todo y

I, (z,y)dz = 0.
Ré1

Entonces m(GY) = 0 ctp y, como EY C G, m(EY) = 0 ctp y, con lo cual [,q, Ig(z,y)dz = 0 ctp y. Por

lo tanto
/ (/ M@wmﬁﬁzoz/ﬂﬁ
]Rd2 ]Rdl ]Rd

de donde se concluye que [ € §.

Paso 5: Para todo medible E con m(E) < oo, I € §.
Por el Lemma existe G5 € ¥ tal que E C Gs y m(Gs \ E) = 0, por lo tanto I\ g € § por el paso
anterior y I, € § por el paso 3, finalmente, por el paso 1

I = ]Ig(; *]IG,S\E €5

Paso 6: Si f es integrable f € §. Primero descomponemos f = f¥ — f~ ambas positivas, por el paso
1 podemos suponer entonces f > 0. Existe ¢ T f, una sucesiéon de funciones simples que por los pasos
anteriores estan en § y por el paso 2, f € §.

O

Si la funcién no es integrable, pero es positiva, igual tenemos el siguiente resultado (usualmente conocido
como Teorema de Tonelli).

Teorema 2.44. Sea f : R — R medible tal que f >0, para casi todo y € R%

1. fY es medible en R%.
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2. La funcion

fY(@)dz = F(y),
R41

es medible en R% y

/Rdg ( ein fy(:c)dx)dy = /Rd f(z,y)dxdy,

donde la integral anterior puede ser oo

Demostracion. Definamos las funciones

f(z,y) si|(x,9)| <k vy fle,y) <k
0 si no

fk(xay) = {

cada f) es integrable y por el teorema de Fubini exite Ej, C R% tal que f{(z) es medible, para todo
y ¢ FErx. En E = (U Ey)°, fY es medible. Luego se aplica el Corolario [2.33] dos veces. O

Una aplicacién importante del resultado anterior combinado con el teorema de Fubini es la siguiente:
supongamos que tenemos f en las hipétesis del Teorema [2.43] excepto que no sabemos si f es integrable,
consideramos ahora |f|, que estd en las hipétesis del Teorema en este caso vale el punto 3 para |f|,
por lo tanto para probar que f es integrable basta probar que la siguiente integral iterada es finita

/M (/Rd1 Ify(x)|d:c)dy < o0,

y aplicar el punto 3 del Teorema En este caso estarfamos probando que f es integrable, y ahora si
podemos aplicar el Teorema [2.43

Corolario 2.45. Si E es medible, para casi todo y € R% el conjunto EY es medible en R4 y

m(E) = [ m(E)ay,

y lo mismo vale para E*.

Observacion 2.46. Como mencionamos al comienzo el reciproco del corolario anterior no es cierto, basta
tomar E =1[0,1] XV con V no medible, EY es medible para todo y pero E no es medible ya que si lo fuera
por el corolario anterior también lo seria E, para todo x salvo un conjunto de medida nula, pero E, =V
para todo x € [0,1]. Se puede encontrar ademds un E C [0,1]? no medible pero que E, y EY sean medibles.

Proposicion 2.47. Si E = Fy x Ey C RY = R4 x R% eg medible y m.(F2) > 0 entonces E1 es medible.

Demostracion. Por el corolario anterior, EY es medible para casi todo y, y esto es equivalente a que la
funcién ]IyE1 « B, () sea medible para casi todo y. Ademas,

Ig, x5, (%) = 1, (2)1E, (y)
Basta ver entonces que podemos tomar y € E5 en cuyo caso
]1%1 X Eo (37) = I[El (x)]IEz (y> = I[El (CL‘) : Rd2 - {07 1}

es medible y por lo tanto F; serfa medible (ya que es la preimagen de 1 por una funcién medible). Sea
F = {y € R% : EY es medible }, m(F¢) = 0 y por lo tanto m.(F2 N F¢) =0 con lo cual

0< m*(Eg) < m*(Eg ﬂF) +m*(E2 ﬂFc) = m*(EQ ﬂF),

por lo tanto F5 N F # () como querfamos. O
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Lema 2.48. Si By C R" y E; C R% entonces m.(Ey x E) < my(E1)m.(Ey)

Demostracion. Sean {Q1}) cubos en R y {Q?}; cubos en R% tal que

oo oo oo o0
EiclJ@i, EclJel DRl <m.(BE)+e > IQI <mu(B)+e
k=1 =1

k=1 1=1
Observemos que

o0
EyxEyc ) QLx@i
k=1

entonces

m. (B x E2) < 3 QL x Q71 = Y |QilIQF =

k=1 k=1

(Z IQi|> (Z |Q12|> < (mu(En) + €)(m.(E2) + €
k=1 =1

O

Proposicién 2.49. Sean E; C R™ y By C R% medibles, entonces E = E1 X Ey es medible en R? Y

Demostracion. Es suficiente probar que E es medible ya que m(E) = m(E;)m(FE2) se sigue de que
m(E) = [ m(ENdy 3 mlE) = m(El )
2

Como E; y E» son medibles existen, para 7 = 1,2, Gg Cc R%, Gg € %j, E;, C Gg y m*(Gg \ E;) =0.
Sabemos que cada G% = M;0; donde los {O}}; son abiertos de R% y los {O?}, son abiertos de R%.
Definimos el conjunto

Gs=G;xG3= () O} x02,

l,m=1

G's es un conjunto que pertenece a la clase %5 en R%, ademés
G5\ By x By C [(G}; \ E1) x Gg} U [G§ x (G2 \EQ)}.
Si usamos ahora el Lema [2.48] tenemos que
m. (G} \ E1) x G3) < m.(G§\ E1)m.(G3) = 0]

va que m.(G} \ Ey) = 0. De igual forma se prueba que m((G§ x (G% \ E»))) = 0 de donde se sigue que
m.«(Gs \ E) =0y por lo tanto E es medible. O

2aqui usamos que si fuese m.(E2) = 0o entonces 0 - 0o = 0
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Diferenciabilidad

3.1. Funciéon maximal de Hardy-Littlewood

Vamos a arrancar estudiando el problema de encontrar la familia de funciones para las cuales vale que
1/m(B) [ f(y)dy — f(x) cuando B es una bola de radio § que contiene a x y hacemos § — 0. Es fécil ver
que esta familia contiene a las funciones continuas. Veremos que esto es cierto para toda f integrable, y
para casi todo x (es decir, fijada f el conjunto de los puntos para el que no vale tiene medida de Lebesgue
0). Para eso vamos a introducir la siguiente funcién:

Definicién 3.1. Denotamos, para = € R?, B, el conjunto de todas las bolas que contienen a x. Definimos

para f : R — R integrable,

e 1
f@)= sup s /B 1£(v)ldy.

BeB, m(
Veremos que f*(z) > |f(z)| ctp  y que f* no es en general integrable.
Teorema 3.2. Sea f integrable en R?, entonces
1. f* es medible.
2. f*(x) < 00 para casi todo x.
3. Ademds 5
m({ € B f(2) > a)) < 2], (3.1)
donde || f|| es la norma L' de f.

Demostracion. Para ver que f* es medible observemos que el conjunto E, = {z € R? : f*(z) > a} es
abierto. Esto se debe a que si z € E,,

1
sup —— [ [f(y)|ldy > a.

Bes. m(B) Jp

Por lo tanto existe una bola B’ que contiene a z tal que

1
5 L Wy > e
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Para todo y € B’, f*(y) > « ya que en particular B’ es una bola que contiene a y. Veamos que del punto
3 se sigue el 2: para eso observemos que {z : f*(z) = co} C E, para todo «, por lo tanto

{z: f"(x) =00} C m E,.

neN

Los conjuntos E,, son una familia decreciente y m(E) < oo por (3.1), por lo tanto m(N, E,,) = lim,, m(E,) =
0 por , esto prueba el punto 2. Para probar la desigualdad (3.1)) vamos a probar algunos resultados
de cubrlmlentos. O

Lema 3.3. Sea B = {By, Bs,...,B,} un conjunto de bolas abiertas de R?, existe un subconjunto de B
formado por bolas disjuntas, {B; B}, tal que

m( L_nj Bi) < 3d im(Bij). (3.2)

Demostracion. Si dos bolas B = B(x,r) y B’ = B(y,r’) se intersectan con v’ < r entonces B’ C B(x, 3r).
Para demostrar el lema procedemos iterativamente, primero definimos B = B, sea B;, la bola de B° de
radio més grande. Quitamos de B° la bola B;, y todas las bolas de B® que cortan a B;, esto define B!. De
B! tomamos B;, la bola de radio més grande (observar que no corta a B;, ), ahora quitamos de B! la bola
B;, v todas las que la intersectan. Si repetimos este procedimiento al final obtenemos Bk = {Bi,,-..,Bi, }
un conjunto de bolas disjuntas 2 a 2 y tal que para todo B € B existe B;, € B* tal que BN Bi, #0 (en
caso contrario podriamos definir B;, ., = B), ademas el radio de la bola B tiene que ser menor o igual que
el de B;; (sino hubiéramos elegido B en lugar de B;;). Observar que B puede cortar bolas de B* con radio
maés chico que el radio de B pero seguro tiene que cortar una de B* con radio més grande. Llamemos o7y
y i, el centro y radio de B;;. Esto prueba que

k
U (xi;,3r;).

HC:

O
Demostracion de (3.1)). Sea K C E, compacto, para todo x € E,, sea B, tal que
1
n(B.) <~ [ 1wy
K C Uzeg, By por lo tanto existen By, ..., By, tal que K C U}, B;. Por el lema anterior existen B;,, ..., B;,
disjuntas 2 a 2 y tal que se cumple (3.2)). Entonces
k 3d
m(K) <33 m Z / y)ldy
i=1
como las bolas son disjuntas
k
34 34 34
= lrwiay =2 iy < 5.
j=1"Bi; U1 By,
Como K C E, es arbitrario m(E,) < (3¢/a)| |- O
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Teorema 3.4. Teorema de diferenciacién de Lebesgue. Si f es integrable en R?,

L /B f)dy = fz)  etp . (3.3)

1
m(]lar)n—m m(DB)
BEB,

Demostracion. Definamos los conjuntos

Ea:{x:m(B)_)O /f )’>a}.

Definimos E = Up2, Ey/p, si @ € E° se cumple (3.3)), por lo tanto basta probar que m(E,) = 0. Por el
Teorema- existe g continua, con soporte compacto tal que || f — g|| < e. Si escribimos

1 1 1
m(B) /B Fly)dy — (=) = m(B) /B(f(y) —9(y))dy + W/Bg(y)dy — g(z) + g(z) — f(z),

por lo tanto

/f dy — f(z /\f Pldy+ /|g Dy + lg(x) — £(2)].

/f )y — f(2)|.

Recordar que,

/f )y — f(@)] = lim sup

B)~>O =0 m(B)<s
BeB,
Acotamos
sup o [ 176) sty < (= )" @)
m(B)<8 m
BeB,
Como g es continua
lim sup / lg(y x)|dy = 0.
6—0 m(3)<5 m

Por lo tanto

- 1 .
i | [ 1w @) < (=97 @) + lat@) - 1)

BeB;

Denotemos

Fap=A{z:(f-9)"(x)>a/2} vy Gapp=A{z:[f(x) —g(x)| > a/2},

observemos que z € E, implica que o bien x € F,/3 0 x € G4z, por lo tanto E, C F,/2 U Ggy/a. Si
acotamos

m(Gay2) < 2/ f —gll,
y por (3.1), m(F,2) < 2(3%/a)||f — g|| por lo tanto, para todo a, m(Es) < 2€(3%/a+ 1/a) y como € es
arbltrano m(Ey) = 0. O

Observacién 3.5. El teorema anterior implica que f*(x) > |f(x)| ctp si aplicamos (3.3)) a |f|. Por otra
parte, como es local no global vale con una hipdtesis de integrabilidad local, para eso definimos las funciones
localmente integrables.
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Capitulo 3. Diferenciabilidad

Definicién 3.6. Una funcién medible f : R — R es localmente integrable si para toda bola B, f(z)lp
es integrable. Denotamos Li, (R?) el espacio de las funciones localmente integrables en R¢ (cocientado por
la relacién de equivalencia que introdujimos para definir L!).

Tenemos entonces el siguiente resultado inmediato.
Teorema 3.7. Si f € L} (RY) entonces,
s [ = 1)
im — = f(z ctp x.
m(B)—»0 m(B) Jp vy b
BEB,

Definicién 3.8. Si E es medible, 2 € R? se dice que es un punto de densidad de Lebesgue de E si

fm  MBOE)
m(B)—»0  m(DB) ’
BEB,

donde B, denota el conjunto de bolas que contiene a x.

Es inmediato de la definicién anterior que si  es un punto de densidad de Lebesgue de E, para todo
a < 1 existe una bola B tal que z € By m(B N E) > am(B). El siguiente corolario es una consecuencia
inmediata del Teorema aplicado a Ig.

Corolario 3.9. Sea E C R? medible, entonces

= [a medida de los puntos de E que no son de densidad es 0, o lo que es lo mismo casi todo punto
x € E es de densidad.

= (Casi todo punto que no estd en E no es de densidad.

Definicién 3.10. Si f € L} (R?Y), el conjunto de Lebesgue de f es el conjunto de los = tal que

f(z) < o0 y ademds
m(B / £ (y x)|dy = 0.

Este conjunto depende del representante que se tome en Lloc(Rd), no obstante veremos a continuacién que
todos son iguales ctp.

Proposicién 3.11. Si f € Lloc(Rd) casi todo punto de R? pertenece al conjunto de Lebesque de f

Demostracion. Por el Teorema [3.7| aplicado a | f(z) — r| (que es localmente integrable), para todo racional
r existe E, con m(E,) = 0 tal que, para todo = ¢ E,,

B iy L) = rldy = 1) =

Definimos F = U,egE,. Siz ¢ E'y f(x) < 0o, dado € > 0 existe r racional tal que |f(z) —r| < e. Por lo
tanto

7 [ = sy < tim s [ 1) = rldy+ b pa)] < 2

m( (B)~>O
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Definicién 3.12. Una familia de conjuntos {U, }, se contrae de forma regular a x si existe ¢ > 0 tal
que para todo U, existe una bola B € B, que contiene a z tal que U, C By m(Uy) > em(DB).

Observacion 3.13. FEs fdcil ver que la familia de los cubos que contienen a x se contrae de forma regular
a x pero no la de los rectdngulos que contienen a x.

Tenemos el siguiente corolario que generaliza el Teorema |3.7]

Corolario 3.14. Si f € L} (RY), y {U,} es una familia de conjuntos que se contrae de forma reqular a
x

)

1 /U 1y = 1 (@),

i
m(Uay—0  m(Ug)
ze€Uq

para todo x en el conjunto de Lebesgue de f.

3.2. Diferenciabilidad

En lo que resta del capitulo estudiaremos bajo que condiciones una funcién F : [a,b] — R verifica

F(b) - F(a) = / F(2)da. (3.4)

En primer lugar es claro que F'(z) tiene que existir para casi todo = € [a, b]. Para lo cual no es suficiente
que f sea continua. Més adelante daremos una condicién suficiente para que una funcién sea derivable en
casi todo x € [a,b]. No obstante esto no es suficiente para que valga la identidad anterior. Un ejemplo
interesante es la funcién de Cantor: tiene derivada nula para casi todo z € [0, 1] con lo cual fol F'(z)dx =0
pero F(1) — F(0) = 1. Para que valga se necesita que sea absolutamente continua (que implicard,
entre otras cosas, que sea de variacién acotada, y uniformemente continua).

3.2.1. Funciones de variacion acotada

Definicién 3.15. Dada F : [a,b] > Ry P =a =ty < t; < ... < t, = b una particién de [a,b], la
variacién de F' en P se define como

Vp(P) = Z |F'(t;) — F(tj-1)l-

Decimos que F' es de variacién acotada en [a, b] si existe M < oo tal que

sup Vr(P) < M,
P

donde el supremo es en el conjunto de todas las particiones de [a, b].

Ejemplo 3.16. Veamos algunos ejemplos, es inmediato que si F' es mondtona y acotada es de variacién
acotada y que si F' es Lipschitz (existe C' > 0 tal que |f(z) — f(y)| < Clz — y|) es de variacién acotada.
Un ejemplo més interesante es el siguiente, consideremos

Fla) = xasin.(x’b) 0<z<1
0 siz=0

F es de variacién acotada si y sélo si a > b.
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Definicion 3.17. Definimos las funciones

1. Variacién total hasta x

Tr(a,z) = SUPZ |F(t;) — F(tj-1)|

donde el supremo es en todas las particiones de [a, z].

2. Variacién positiva hasta z,

Pr(a,z) = supz F(t;) — F(tj—1)
+

donde la suma es en todos los j tal que F(¢;) > F(t;—1) y el supremo es en todas las particiones de [a, z].

3. Variacion negativa hasta x

Ne(a,z) =sup y  —[F(t;) = F(t;-1)]

donde la suma es en todos los j tal que F(t;) < F(t;—1) y el supremo es en todas las particiones de [a, z].
Es inmediato que las tres funciones son no negativas, y no decrecientes como funciones de x.

Lema 3.18. Sea F': [a,b] — R a valores reales, supongamos que F' es de variacion acotada, entonces para
todoa <x<b
F(z) — F(a) = Pr(a,2) — Nr(a,x) (3.5)

Tr(a,x) = Pp(a,z) + Np(a,z) (3.6)

Demostracion. Vamos a probar primero (3.5). Sea € > 0, existe P = a =ty < #1 < ... < t, = = una
particién de [a, z] tal que

|Pra,a) = > Fty) - Fto)| <y |Nelo,2) =D =[Ft;) - Fit-)]| <e  (37)
+

Esto se sigue de que un refinamiento de una particién no disminuye el valor de ), F(t;) — F(t;_1) ni el

de 3 —[F(t;) — F(tj-1)].
Si descomponemos F(z) — F(a) por medio de una suma telescépica y separamos los términos con
incremento positivo (F(t;) > F(t;_1)) de los que tienen incremento negativo (F(t;) < F(t;_1)),

n

F(z) = F(a) =Y F(t;) = F(tj-1) = Y _F(t;) = F(t;-1) + Y _ F(t;) = F(t; 1) (3.8)
j=1 + —

el segundo término lo podemos escribir como — Z —[F(tj)—F(tj—1)], por lo tanto de (3.7) y (3.8) tenemos

que, para todo € > 0,
|F(2) = F(a) = [Pr(a,2) — Ni(a, 2)]| < 2,

lo cual prueba (3.5). Para probar (3.6)) observemos que

SOIF(t;) = F(ti-1)| = Y F(t;) = F(t;1) + > —[F(t;) = F(t;-1)] (3.9)
i=1 T -

Ipara eso basta estudiar que pasa cuando se se agrega un punto t* en un intervalo (¢;,;11)-
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Si tomamos supremo a la derecha en (3.9)), en las particiones de [a, z]
D IF(t;) = F(tj—1)| < Pr(a,2) + Ne(a, z),
j=1

y si tomamos ahora supremo a la izquierda obtenemos que Tr(a,x) < Pp(a,x) + Np(a,z). Si ahora
tomamos supremo a la izquierda en (3.9)

S F(tj) = F(tj-1) + Y —[F(t;) = F(tj-1)] < Tr(a,x).
+ —

O

Una consecuencia importante de este lema, que nos servird para probar que las funciones de variacién
acotada son derivables en casi todo punto, es el siguiente teoremas:

Teorema 3.19. Una funcidn F a valores reales, definida en [a,b], es de variacion acotada si y sdlo si F
es la diferencia de dos funciones no decrecientes y acotadas.

Demostracion. Si F = Fy — F5 con Fy y F3 no decrecientes y acotadas, entonces Fi, F5 son de variaciéon
acotada. Veamos que F es de variacién acotada, consideremos P = a = tg < t; < ... < t, = b una
particién de [a, b]

z": ’F(ti) - F(ti,l)‘ :z”: ‘Fl(ti) — Fy(t:) — [Fi(tiza) — Fz(tifl)]‘
=1

=1

< i ‘Fl(ti) - Fl(ti—l)‘ + z”: ’Fz(h) - FQ(ti—l)‘

:Fl(b) — Fl(a) + FQ(b) — FQ_(CL)

de donde se concluye tomando supremo a la izquierda de la ecuacién anterior.

Si suponemos ahora que F' es de variacién acotada, por (3.5)) definimos Fi(x) = Pp(a,z) + F(a) y
F5(z) = Np(a,z) por lo tanto F(z) = Fi(x) — Fa(z). O

El objetivo ahora es probar el siguiente teorema:
Teorema 3.20. Sea F de variacion acotada en [a,b] entonces F es derivable ctp.

Observacién 3.21. Primero observemos que una funcion mondtona es medible, con lo cual una funcidn
de variacion acotada es medible, por ser resta de funciones mondtonas. Por el lema anterior basta probar el
Teorema[3.20 para funciones no decrecientes. Supondremos que F' es continua aungue se puede demostrar
también para el caso en que no lo es (ver [6] o [2]). En el Capitulo 4 veremos otra prueba de este resultado,
usando algunas herramientas mds generales de teoria abstracta de la medida, contenidas en ese capitulo.
Vamos a probar algunos lemas antes.

Lema 3.22. Sea G : R — R continua, definimos el conjunto
E= {x :G(z+ h) > G(x) para algin h = hy > O}.

St E es no vacio entonces es abierto, con lo cual, por el Lema E = Ug(ak,br) y si (a;,b;) es un
intervalo acotado de la descomposicion anterior G(b;) = G(ay).
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Demostracion. Vamos a demostrar primero que E es abierto, sea x € FE existe h, tal que G(z+h,) > G(x),
sea € < (G(z+hy)—G(x))/2. Como G es continua en = y en z+h,, existe & > 0 tal que para todo y € B(z, J)
y para todo z € B(z + h,0)

Gz) -Gyl <e v [Gz)-Gx+hs)| <e
de donde se sigue que
Gly) < G(x)+e< G(x+ hy) —e < G(2),

por lo tanto, como h, > 0 para todo y € B(x,d) puedo tomar z € B(z + hy, ) tal que z —y = hy > 0
y G(z) > G(y) con lo cual E es abierto. Por el Lema podemos escribir E = Uy (ag, by,) donde ap < by
puede ser ap = —o0 0 by = c0. Como a ¢ E, G(br) < G(ag). Supongamos G(b;) < G(ay), como G es
continua existe ¢ tal que ax < c < by

G@:§@%¥@Q (3.10)

Observar que G(c) > G(b) ya que G(b;) < G(ay). Por la continuidad de G, el supremo de los ¢ : a <
¢ < by, que verifican también lo verifica. Llamemos ¢’ dicho supremo. Como G(c’) > G(by) no puede
ser ¢ = by. Como ¢ € E existe hy tal que G(¢/ + he) > G(¢'). Definimos d = ¢ + h. Como by, ¢ F
G(z) < G(bg) para todo z > by por lo tanto d < by, pero esto es imposible ya que

G(d) > G(¢) > G(by)

con lo cual, nuevamente como G es continua existe ¢’ tal que d < ¢’ < by, y G(¢) = G(¢") lo cual
contradice que ¢ era supremo. Esto implica que G(ay) = G(bg). O

Para el caso particular en que G estd definida en un intervalo [a,b] con a < b tenemos el siguiente
corolario que se prueba siguiendo las ideas de la prueba anterior.

Lema 3.23. Sea G : [a,b] = R continua, definimos el conjunto
E= {x € [a,b] : G(x + h) > G(x) para algin h = hy > O}. (3.11)

Si E es no vacio entonces es abierto, con lo cual, por el Lema[1.3, E = Ug(ak,by) y G(ax) = G(bi) salvo
cuando a = ay y en ese caso G(ay) < G(by).

Demostracion. Si se supone G(ax) > G(by) se llega a la misma contradiccién que antes. O

Demostracion del Teorema[3.20. Definamos primero

y las siguientes funciones

D*(F)(z) = Bnnsonso A(F)(@) D™ (F)(x) = Fipsonco An(F)(a)
Do (F)(@) = limy oo An(F)@)  D_(F)(x) = limy, g0 An(F)(x)

Tenemos que D, < DT y D_ < D~. Veamos primero que para demostrar el teorema es suficiente
probar que

1. DT(F)(z) < oo ctp z, y

2. DY (F)(z) < D_(F)(z) ctp .
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Para ver esto consideremos G(x) = —F(—x), por el punto 2 aplicado a G
DH(G)(x) = limp—0,n>0A(G)(2) < 1imy, 4 4 <oAn(G)(z) = D_(G)(z) ctpx (3.12)

Veamos que DT (G)(z) = D™ (F)(—x),

por lo tanto

—F(—z+h)+ F(—x)
—h

= lfmp,—0.n<0 Float hlz ) =D (F)(~z)

limp 0,500k (G)(x) = limp—0,n<0

De igual forma se prueba que
Himhao,h<OAh(G)(‘r) =Dy (F)(~x)

con lo cual de (3.12) obtenemos D~ (F)(—x) < D4 (F)(—=x) ctp = y por lo tanto D~ (F)(z) < D4 (F)(x)
ctp x. Por lo tanto de esto tltimo y el punto 2, tenemos que

D*(F)(x) < D_(F)(x) < D+ (F)(x) < D*(F)(x) < .
Resta probar los puntos 1. y 2. Para demostrar 1 definimos, para v > 0 los conjuntos

E, = {z: D*(F)(z) > 7}.

Es claro que {z : DT (F)(z) = 0o} C E, V7, veremos que m(E,) — 0 cuando v — co. El conjunto E., es
medible, ya que existe h,, — 0 tal que

D*(F)(z) = lmp, 50,1, 504, (F)(z),

y el limite superior de una sucesién de funciones medlbles es medible. Si aplicamos el Lema aGz) =
F(x) — vz obtenemos que el conjunto E definido en 1) cumple que E = Ug(ak,br) y G( ) G(bg)-
Veamos que E, C Ug(ag,by). Sixz € E,

— F(x+h)— F(x
limy, —0,n>0 ( })L (@) > >0,

por lo tanto para h = h,, suficientemente pequefio, F(z + h) > F(x) + vh, es decir
Gla+h) = Pz +h) —A(z+h) > F(a) + 72 = G(a).

Esto prueba que x € F = Ug(ag, bg). De G(bg) > G(ay) obtenemos que F(by) — F(ax) > v(bx — ax) por
lo tanto

£2) < S (e e) < 3 S Flb) ~ Flaw) < 2(F0) ~ Flo),

donde en la dltima desigualdad hemos usado que F es no decreciente. De m(E,,) < %(F(b) — F(a)) se sigue
que m(E,) — 0 cuando v — oco. Esto prueba el punto 1.

Para demostrar el punto 2 definimos, para R > r nimeros racionales, los conjuntos

E,p={xz€la,b: DY (F)(z) >R y r>D_(F)(z)}.

Si probamos que m(E, g) = 0 para todo R > r ntimeros racionales se concluye que DT (F)(z) <
D_(F)(z) ctp x.
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Supongamos m(E, g) > 0. Como R/r > 1 existe O abierto tal que E, g C O C (a,b) y m(O) <
m(Ey r)R/r. Escribimos O = U,I,, con I, intervalos abiertos disjuntos. Fijado n aplicamos el Lema a
G(z) = —F(—z) —rz en —I,, existen intervalos (ay, by) C I, disjuntos (y por lo tanto (—by, —a) € —1I,,)
tal que G(—by) < G(—ax) o lo que es lo mismo

F(by) — F(ax) < r(br — ak). (3.13)
En cada (ag, b) aplicamos el Lema a G(z) = F(x) — Rz y obtenemos el abierto
O, = U(akmbk,j)
k,j

donde los (ag,j, bk, ;) son disjuntos y (axj, bk, ;) C (ar,br) para todo j, ademds G(by ;) > G(ax,;) o lo que
es lo mismo

F(by,j) = Flar,j) = R(by,; — ax ;)
Si combinamos esta ultima ecuacién con (3.13]) obtenemos

m(0n) = 3 (on; = akg) < ;kz Flby) ~ Flars) < & D F(be) = Fla) < ;?bk ) < L),

Observar que (agj,br;) C (ak,bx) C I, y por lo tanto O,, C I,,. Veamos que E, r NI, C O,, sea
x € E, g entonces DT (F)(x) > R entonces para h suficientemente chico

F(x+ hy) — F(z)

R
h >

con lo cual G(z + hy) > G(x) y por lo tanto = € O,,. Finalmente, obtenemos una contradiccién:
r T
m(E,r) = znj m(Eyr N 1n) <m(On) < & ; m(ln) = 7m(0) < m(Ey.p).

Lo que concluye la demostracién del teorema. O

Si bien ya vimos que una funcién puede ser no decreciente, continua y existir su derivada para casi todo
punto, pero no cumplirse (3.4) (como en el caso de la funcién de Cantor), el siguiente corolario prueba una
desigualdad que siempre se verifica.

Corolario 3.24. Si F' : [a,b] — R es no decreciente y continua, entonces eziste F'(z) ctp x, F' es medible,
no negativa, y

b
/ F'(z)dz < F(b) — F(a),
en particular si F' es acotada, F' es integrable.

Demostracion. Definimos la sucesién de funciones

F(a+1/n) — F(x)
1/n )

Gn(z) =

Por el Teorema Gy P F 1o cual implica en particular que F’ es no negativa (ya que F es no
decreciente) y medible, por ser limite ctp de funciones medibles. Por el Lema de Fatou

b b
/ F’(z)dxgh’imn_mo/ Gy (z)dz
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b 1 b 1 b
/IlGn(m)dx:W/a F(;C—l—l/n)dx—m/a F(z)dx
1

b+1/n 1 b
{i/m) /a+1/n Fle)de = <1/n>/ F(x)de

b+1/n a+1l/n
:ﬁ/b F(x)dx — (1}771)/@ F(z)dzx

Como F es continua, por el teorema del valor medio para integrales el primer sumando tiende a F'(b) y el
segundo a F(a). O

3.2.2. Funciones absolutamente continuas
Definicién 3.25. Una funcién F : [a,b] — R es absolutamente continua si para todo € > 0 existe 6 > 0

tal que

n n

Z |F(bg) — F(ag)| <€ siempre que Z(bk —ag) <90
k=1 k=1

y los intervalos (ax, by) C R son disjuntos.
El siguiente resultado se demuestra fiacilmente, daremos una idea de la demostracién de cada paso.
Proposicién 3.26. Si f es absolutamente continua
1. es uniformemente continua;
es de variacidn acotada, y por lo tanto existe f'(x) ctp x;
Ty(a,x) es absolutamente continua;
si descomponemos f(x) = Py(a,x) — Ny(a,z) entonces Py y Ny son continuas;

F(z) = f; f(y)dy es absolutamente continua (con f integrable).

S S

m(f(E)) =0 si m(E) =0, por lo tanto si E es medible f(E) es medible.
Demostracion.

3 Se sigue de que como f es continua vale que T¢(a,b) = T¢(a,z) + Ty(z,b) para todo a < z < b.
Observar que esto ultimo no es cierto en general.

4 Se ve primero que si f y g son absolutamente continuas también lo es af + bg para todo par de
constantes a y b. Ademas Py (a,z) = (1/2)(f(z) — f(a) +Tf(a,x)), de la parte anterior concluye que
P; es absolutamente continua, y Ny(a,z) = T¢(a,x) — Pr(a,x), con lo cual Ny también.

5 Se sigue usando la Proposicion [2.36] parte 2.

6 Existen I1, I> intervalos cerrados (se puede suponer que son disjuntos) tal que E C U;I;, denotamos
Tk =Uk_ I, con n < k, m(Z3°) < § (siendo & el de la continuidad absoluta de f para e.).

m(f(E)) < m(f(Z7)) +limm(f(Z51)) < 2e.

Si E es medible E = N UU,K; con K, compactos, por lo tanto U; f(K;) es Borel medible.
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Capitulo 3. Diferenciabilidad

Vamos a probar ahora algunos lemas que nos permitirdn concluir que si F' es absolutamente continua
y F'(x) = 0 ctp x (observar que existe por el punto 2) entonces F' es constante ctp.

Definicién 3.27. Una coleccién de bolas B es un cubrimiento de Vitali de E ¢ R¢ si para todo z € E
y para todo 1 > 0 existe B € B tal que z € By m(B) <7

Lema 3.28. Sea E con m(E) < oo y B un cubrimiento de Vitali, para todo 6 > 0 existen By,...,B, € B

disjuntas tal que
n

> m(Bi) = m(E) - 6.

i=1
Demostracion. Vamos a usar el Lema Supongamos m(FE) > 4 sino el resultado es trivial ya que basta
tomar cualquier bola de B y n = 1. Consideremos K C E, K compacto tal que m(K) > J. Existe un
cubrimiento de K con bolas de B y por lo tanto podemos tomarnos un subcubrimiento finito, para ese
cubrimiento aplicamos el Lema y obtenemos bolas disjuntas By,...,Bn, ¥

Ny
> m(By) > 37 'm(K) > 37%.
=1
Si estas bolas cumplen
Ny
> m(B;) = m(E) -4,
=1

N1
> m(B;) <m(E) -,
=1
definimos
Ny
Ey=E\|JB:
i=1
De

Ny N1 N1
> m(B) +6 < p(B) = m(Ba) +m(En | Br) < m(E2) +m( U Br) < m(Ea)+ Y m(B)

=1

se sigue que m(FE3) > 4. Repetimos el procedimiento y podemos encontrar Ko C E5 compacto tal que
m(Ks) > 4. Si tomamos & € Fy existe B € B tal que « € By B es una bola disjunta de By,...,By;,.
Por lo tanto las bolas de B disjuntas de By, ..., By, cubren Es y por lo tanto cubren K,. Nuevamente
aplicando el Lema [3.3] existe un subcubrimiento finito de K5 por bolas disjuntas entre si y disjuntas de
Bi,...,Bn,, que denotamos By, +1, ..., Bn,, tenemos que

Z m(B;) > 3795 entonces Zm(Bl) > 2(379)s.
N1 <i<Nz =1

Si repetimos este procedimiento, en el paso k tenemos una unién de Ny bolas con medida total mayor o
igual que k(37%9), por lo tanto basta tomar k > 3¢(m(E) — §)/d. O

Corolario 3.29. En las hipotesis del lema anterior, se pueden elegir las bolas de B tal que

m(E\ Lnj Bi) < 26.
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Capitulo 3. Diferenciabilidad

Demostracion. Sea O abierto tal que E C O y m(E\O) < §. Como B es un cubrimiento de Vitali podemos
suponer que las bolas estan contenidas en O. Por lo tanto

m(E\ CJ Bi) < m(0) m(OBi) < m(E)+6 — (m(E) — ) = 26.

Teorema 3.30. Si F' es absolutamente continua en [a,b] y F'(x) =0 ctp x, entonces F es constante.

Demostracion. Es suficiente ver que F'(a) = F(b) ya que si se prueba eso podemos reemplazar [a,b] por
cualquier subintervalo. Sea E = {z € (a,b) : F'(z) =0}, m(F) = b—a. Sea e > 0y sea J el correspondiente
a la continuidad absoluta de F' para ese €. Para todo xz € F,

lm F(z+h) — F(x)
h—0 h
Por lo tanto para todo € E 'y para todo ), existe I = (ay,b,;) C [a,b] tal que |F(b,) — F(a.)| < €(by —ay)
y bz —a, < 7. Para vero esto tltimo, sea h’ tal que para todo h < R/, |F(x + h) — F(z)| < eh y
|F(x—h)—F(x)| < eh. Ahora fijado nn > 0, definimos hg < min{h/, n/2, min{|z—al, |x—b|}}, y ax = z—ho,
by = x + hg. Los intervalos (az,b;) que asf se obtienen forman un cubrimiento de Vitali de E. Por el Lema
[3.28 para todo § > 0, existen Iy, ..., I, disjuntos 2 a 2, I; = (a;, b;) C [a,b] tal que

=0. (3.14)

n

Zm([i) >m(E)—§d=(b—a)—4, (3.15)

STIF(®) - Flap)] < (b — a). (3.16)

i=1

El conjunto [a,b] \ U, I; estd formado por intervalos cerrados disjuntos [ag, 8] con k = 1,..., M y por
(13.15)

M
Zﬂk —ay <0
=1

Por la forma en que tomamos ¢,
M
D IF(Br) = Flag)| < e
k=1
Si combinamos esta ultima ecuacién con obtenemos
n M
[F(b) = F(a)| <> [F(bi) — F(as)| + Y |F(Br) — Flow)| < e(b—a) +e.
i=1 k=1

Por lo tanto F(a) = F(b). O
Teorema 3.31. Sea F : [a,b] — R absolutamente continua entonces existe F' ctp, es integrable, y ademds

F(x)—F(a)z/mF'(y)dy Ve:a<z<b

Reciprocamente si f es integrable en [a,b] entonces F(x) = [ f(y)dy es absolutamente continua y F' = f
ctp.
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Demostracién. Para demostrar el reciproco definimos F(z) = [ f(y)dy, por el punto 5 de la Proposicién
m F es absolutamente continua, y por el punto 2 de esa proposicién es derivable ctp z. Que F'(z) = f(z)
se sigue del Teorema de Diferenciacién de Lebesgue.

Para demostrar el directo, sabemos que F' es de variacién acotada, y por lo tanto es derivable ctp y
ademsds existen Fi, F no decrecientes y continuas tal que F' = F; — F5. Por el Corolario como las F1,
F;5 son acotadas (por ser continuas en [a,b]) Fy y F4 son integrables, por lo tanto F’ es integrable. Sea

G es absolutamente continua (y también lo es G — F). Por el Teorema de Diferenciacién F'(z) = G'(z)
ctp z y por lo tanto (F — G)’ = 0 ctp. por el Teorema F(z) — G(x) = F(a) ctp O
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Medidas abstractas

Definicién 4.1. Sea X # () un conjunto y M una o-algebra en X. Una medida positiva p : M — [0, o0]
es una funcién que verifica u()) = 0 y que para toda sucesién E, Es, ... de conjuntos disjuntos 2 a 2, tal
que E; € M para todo 1,

oo

W(UE) - io u(E). (41)

i=1
Llamamos espacio de medida a la terna (X, M, p).
Una medida se dice completa si M contiene todos los subconjuntos de un conjunto de p medida nula.

Observacion 4.2. Se deja como ejercicio verificar la misma demostracion que prueba el Teoremal|l.19, el
cual establece la continuidad de la medida de Lebesgue, es vdlido para cualquier medida. Este importante
resultado serd usado en varias de las demostraciones que siguen.

Ejemplo 4.3. Un ejemplo trivial es (R?, £L(R?),m) siendo m la medida de Lebesgue. Otro ejemplo trivial
es tomar en cualquier conjunto finito o numerable X = {z,}, la o-4dlgebra M = 2% y definir p(x,) = a,
siendo aj, ag, ... nimeros reales no negativos. Si a, = 1 para todo n se obtiene la medida de conteo. Por
otra parte si tenemos f : R? — R medible, no negativa, podemos definir en £ la medida pu(A) = fA f(z)dx.
Que esto cumple se sigue del teorema de convergencia monotona.

Definicién 4.4. El espacio de medida (X, M, i) se dice o-finito si X = UL, E; con E; € My p(E;) < oo
para todo 1.

Definicién 4.5. Sea X un conjunto, una medida exterior j. en X es una funcién p, : 2% — [0, 0] tal
que:

1. pse(0) = 0.
2. Si Ey C E5 entonces . (F1) < p(Es).

3. Para toda sucesién de conjuntos Fi, Fs, .. ..

w(UE) < iu*@i).

3

(3

Observar que, por los Lemas y la medida exterior definida en la Definicién es una medida

exterior en el sentido anterior.
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Definicién 4.6. Dado un conjunto X con una medida exterior u, un conjunto E C X se dice que es un
conjunto medible si para todo A C X

1(A) = (AN B) + (AN E°). (4.2)

Es inmediato que si F es medible E° también lo es, y que () y X son medibles. Por otra parte, (4.2)) se
verifica si . (A) = oo por lo tanto basta ver que se cumple para los A C X tal que p.(4) < oo.

Observacion 4.7.

» El punto 3 de la definicion de medida exterior implica que para ver que un conjunto E es medible
basta probar que para todo A C X, p(A) > p(ANE) + p (E°NA).

v Si . (E) =0 entonces E es medible ya que 1. (ENA) =0 (por la propiedad 2) y p.(A) > pu.(ANE®)
nuevamente por el punto 2, ya que E€ N A C A, esto prueba (4.2)).

Veamos ahora uno de los teoremas mas importantes del curso, que prueba que los conjuntos medibles
son una o-algebra y la restriccién de p, a los conjuntos medibles es efectivamente una medida.

Teorema 4.8. Teorema de Caratheodory. Dada una medida exterior u, en X, si denotamos M al
subconjunto de 2% formado por los conjuntos que verifican [A.2) entonces M es una o-dlgebra. Ademds
Wy restricta a M es una medida completa.

Demostracion. Es claro que () y X verifican y por lo tanto estdn en M. Veamos primero que la unién
de una cantidad finita de conjuntos (no necesariamente disjuntos) en M pertenece a M. Sean Ey, E5 € M.
Como Ey € M

we(A) = (AN Ey) + p. (AN ES) (4.3)

Como Fy € M el primer sumando en es (sustituyendo en , A por AN Es) igual a
ps (AN Ey N Ey) + pa (AN Ey N EY)
mientras que el segundo en es (sustituyendo en , A por AN ES) igual a
(AN ESNEY) + p (AN ESNEY).
Es decir probamos que
te(A) = p(ANEsNEL) 4+ (AN Es NEY) + p (AN ESNEy) + (AN ES N EY)
Vamos a acotar inferiormente la suma de los 3 primeros términos, para eso observemos que
Ey\UE;, =(E1NEy)U(EYNEy)U(ESNEY),

por lo tanto,
(ByUE)NA=(EyNE;NA)U(ESNE;NA) U (ESNE; N A)

y usando la subaditividad de g,
wi(By UE)NA) < p(B1NEsNA) 4+ p(Ef N EyNA) + s (BS N EL N A).
Esto junto con prueba
pix(A) Z pa((By U E2) N A) + pa (AN E5 N EY) = pa (B U E2) NA) + (AN (B2 U E1)°).

Con lo cual E; U Ey € M. Razonando por induccién se prueba que cualquier unién finita de elementos de
M esta en M. Como el complemento de un conjunto medible es medible la interseccién finita de elementos

56



Capitulo 4. Medidas abstractas

de M estd en M. Por otro lado observemos que si E1 N Fy = () y si sustituimos en (4.2) A por F; U s,
como E; € M

ps(E1 U Ep) = pa(By 0 (By U E2)) + (B 0 (By U E2)) = pu(Er) + pa(E2).

Lo cual prueba que p, es finitamente aditiva si los conjuntos son disjuntos 2 a 2 y estan en M. Si tenemos
una unién numerable

[e'S) k—1
U=|JE; definimos Uy=E ysik>1, U.=E\|JE

i=1

Observar que los U, son medibles (ya que probamos que M es cerrado por uniones e intersecciones finitas,
y por complementos), ademds son disjuntos y UpUp = U. Por lo tanto para probar que M es cerrado
por uniones numerables basta probar que es cerrado por uniones numerables de conjuntos disjuntos. Sean
Ey,Es,... elementos de M disjuntos 2 a 2. Definimos

n o
i=1 i=1

Como FE,, € M, si reemplazamos en (4.2) A por G,, N A, obtenemos
fx (G N A) = p1u(En 0(Grn N A)) + (B 0 (Gr N A))

Como E,, C Gn, E,N(G,NA)=E,NAy como los E; son disjuntos E N (G, NA) = G,-1 NA. Por lo
tanto
(B N (G NA)) + w(ESN (G NA)) = (B NA) + p(Gro1 N A).

Si repetimos este procedimiento al conjunto G,,_1 N A, obtenemosﬂ

e (Grog NA) = Zu*EﬂA

de donde obtenemos

n—1 n
1e(G N A) = pe(Ba N A) + 3 (B0 A) = S (BN A).
j=1 j=1

Como G,, € M
pa(A) = s (Gr, M A) + pa(GE N A)

Por otra parte como G¢ C G¢, para todo n > 0 tenemos que u.(GS N A) > p.(G°N A), de donde
pn(A) = 11 (Gr N A) + 1. (G N A) Z (Ej N A) + 1. (G N A).
Tomando n — oo y usando la subaditividad de g,

pa(A) 2> (B 0VA) + p(GENA) > (G N A) + (GO N A) > p(A).
j=1
Esta ecuacién prueba que G € M, con lo cual M es una o-algebra. Si ademds tomamos A = G en la

ecuacién anterior obtenemos (4.1)) v por lo tanto . restricta a M es una medida.
Por la observacién [£.7] la medida que se obtiene es una medida completa. O

Len la ecuacién que sigue no podemos usar que u« es finitamente aditiva para deducir la igualdad ya que los conjuntos
E, N A no pertenecen necesariamente a M
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4.1. Medidas en espacios métricos

Si tenemos (X, d) un espacio métrico, denotamos By la o-dlgebra de Borel en (X,d). Si A, B C X,
denotamos
d(A,B) = inf {d(z,y) : x € A, y € B}.

Definicién 4.9. Una medida exterior pu, en X es una medida exterior métrica si para todo A, B con
d(A, B) > 0,
(AU B) = 1.(A) + 1.(B).

El Lema prueba que la medida de Lebesgue es una medida exterior métrica. El siguiente teorema
prueba que la o-algebra de los conjuntos medibles de una medida exterior métrica contiene a los borelianos.

Teorema 4.10. Si p1. es una medida exterior métrica en (X, d) entonces Bx C M siendo M la o-dlgebra
del teorema de extension de Caratheodory. Ademas p. restricta a Bx es una medida.

Demostracion. Es suficiente ver que los cerrados son medibles. Sea F' cerrado y sea A C X tal que
1« (A) < 00 (si px(A) = oo se cumple trivialmente (4.2))). Denotamos

A, ={zeF°'nA:d(F)>1/n}.

Tenemos que A, C A,y1 y como F es cerrado F°NA = U2, A,, ademds d(FNA,A,) > 1/n, ver figura
Como (FNA)U A, C A tenemos que

He(A) 2 (F A UAL) = o (F 0 A) + 1. (A). (4.4)

donde en la segunda igualdad hemos usado que pu. es una medida exterior métrica. Si bien A, 1 F°N A,
no podemos usar la continuidad de la medida p, restricta a M ya que los conjuntos A,, no necesariamente
pertenecen a ME|

Sea B, = Api1 N AS, observar que son disjuntos. Veamos que d(By41,An) > 1/(n(n + 1)), para

eso sea & € By e y tal que d(z,y) < 1/(n(n+ 1)). Como = € B, entonces © ¢ A, 1 con lo cual
d(z,F) <1/(n+ 1). Por lo tanto

1 1 1
d(y,F) <d d(z, F ==
0. F) <dly,2) +d@,F) < o + 1oy = 5

con lo cual y ¢ A,,. Por lo tanto como p, es una medida exterior métrica

k
> p(Baj) < pal(Azki1) < pa(A) < o0, (4.5)
j=1
donde en la primera desigualdad usamos que para todo j =1,...,k, By; C Agg+1 y que estdn a distancia

positiva entre si. En la dltima desigualdad usamos que Aggy1 C Ay px(A) < 0o. De igual manera

k
D p(Baj1) < pa(Asi) < pu(A) < o0, (4.6)

j=1

Por lo tanto ambas series son convergentes. Por otra parte observemos que, como

A, CF°NA y ECJAj:GAj: fj B;,
j=1 j=n j=n—1

2observar no obstante que existe y es finito lim, p«(An), ya que pu«(Arn) es no decreciente y estd cotado por p.(F¢N A).
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Figura 4.1: By = A3 N A5y Bg = A4 N AS.

para todo n, tenemos que

Jj=1 Jj=n j=n j=n
b4+ (B = A+ S B+ Y a(By)
j=n izn jzn
j par j impar

En la ultima igualdad usamos que es una serie de términos positivos por lo tanto se pueden reordenar.
Como ambas series son convergentes, si tomamos limite en la ecuacién anterior cuando n — oo obtenemos
que py(Ay) = p«(F° N A). Combinando esto con obtenemos que pi.(A) > p (FNA) + p (FCNA)
con lo cual F' € M.

O

Proposicién 4.11. Supongamos que i es una medida de Borel en (X, d) tal que para toda bola B, u(B) <
oo entonces para todo boreliano E y para todo € > 0 existe O abierto y F cerrado tal que F C E C O,

wO\E)<e y plE\F)<e

Demostracion. Primero veremos que si F'* = Ug2 ; Fy, es una unién de cerrados existe I’ C F™*, F' cerrado,
tal que p(F*\ F) < e. Esto tltimo basta probarlo para uniones crecientes (ya que toda unién se puede
transformar en una unién creciente). Sea xg € X y B, = B(zg,n).

F =) F n(B,\B.)
n=1

Como los F}, son crecientes a F™* tenemos que, para todo n

F, N (B, \ By—1) % F* N (B, \ Bu—1).
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Usando la continuidad de la medida (ver Observacién , para todo n existe k = k(n) tal que p((F*\
Fi(ny) N (By \ Bn-1)) < €/2". Definimos

F = Fum) N (Ba \ Bua).

n=1

Observemos que si z € I entonces existe ng tal que x € By, \ Bno—1, si © ¢ F, entonces para todo n
v ¢ Frmy ox ¢ By \ By, por lo tanto x ¢ Fj(y,,). Es decir

F\FC |JF*\ Fyw) N (Bn \ Bn-1)

n=1

y por lo tanto
e
w(F*\ F) —
V= 2

Veamos que F es cerrado, para eso basta probar que F N By, es cerrado para todo k (vaquesiz, € F'y
Tn, — x entonces existe k tal que x, € By para todo n). Que F N By es cerrado se sigue de que es una
unién finita de cerrados ya que By N (B, \ By_1) =0 sin > k.

Para finalizar la prueba denotemos C los conjuntos que cumplen la tesis vamos a probar que es una
o-algebra y que contiene a los abiertos, con lo cual contiene a los borelianos. Es claro que si F € C, E¢ € C.
Sea E = U, Ey con Ej € C. Existe Oy D Ej, con Oy, abiertos, tal que (O \ Ex) < €/2¥+1. Denotamos
O=U2,0ry

k=1

por lo tanto p(O \ E) < e. Tomemos Fj, C Ej, Fj cerrado tal que u(Ey \ Fx) < ¢/2F. Denotemos
F* = U2, Fy,. Por lo que ya probamos existe F' C F*, F cerrado, y u(F*\F) < ¢, con lo cual p(E\F) < 2e.
Esto tltimo junto con u(O\ E) < e prueba que E € C. Veamos que C contiene a los abiertos, sea O abierto
y Fr. = {z € By, : d(z,0°) > 1/k} donde By es la bola cerrada de centro zo y radio k, estos conjuntos
son cerradoﬂy O = U2, F. Por lo tanto podemos usar lo que probamos al inicio y existe /' C O tal que
u(O\ F) < ey por lo tanto O € C. O

Definicién 4.12. Un algebra de conjuntos en X es una familia A C 2% de conjuntos cerrada por
complementos y por uniones finitas.

Es inmediato que un algebra de conjuntos es cerrada por intersecciones finitas.

Ejemplo 4.13. La familia de rectangulos en R? no es un 4lgebra pero la unién finita de rectangulos es
un algebra.

Definicién 4.14. Una premedida en un §lgebra A es una funcién pg : A — [0, 00] tal que
L po(0) =0

2. Si By, Es,... es una sucesién de conjuntos en A, disjuntos 2 a 2, tal que Uzil E) € A se cumple que

#0( G Ek) = iuo(Ek)
k=1 k=1

3ya que d(x, A) es Lipschitz: |d(z, A) — d(y, A)| < d(=,y).
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Observar que la propiedad 1 de la definicién junto con la 2 implican que g es finitamente aditiva.
Ademas es inmediato que si A C B con A, B elementos del dlgebra 19(A) < po(B).

Lema 4.15. Sea pg una premedida en un dlgebra A de subconjuntos de X, si definimos, para E C X,
(o) o0
M*(E)zfnf{zuo(Ej): Ec|JE;, EjcA vj}, (4.7)
j=1 j=1

entonces |, es una medida exterior en 2% y se cumple
1. us(E) = po(E) para todo E € A
2. Los elementos de A son medibles, es decir p.(A) = p.(ANE)+ p.(ANE®) para todo A C X, E € A.

Demostracidn. Veamos que p,. es una medida exterior. Es claro que p.(0) = 0 porque po(#) = 0. Si
E; C E5 es claro que p.(F1) < p«(E2) ya que todo cubrimiento de Es cubre Ej. o
Sean Ey, Es, ..., elementos del dlgebra, para todo € > 0 y para cada E; existen A}, A, ... tal que

EpclUJal oy Y mo(A]) < (B + o
7 1=1

Por lo tanto

Como € es arbitrario

j=1 j=1

Veamos que p restricta a A coincide con pg. Es claro que p.(E) < po(E). Para probar la otra desigualdad
sea B C U2, E; tal que E; € A para todo j y £ € A. Sea

k—1

E,Q:Em(E,C\ UE])

j=1

los Ej, son disjuntos 2 a 2, pertenecen a A y ademés E = U2, E}, por lo tanto

po(E) = ZMO(EL) < Zuo(Ek),
k=1 k=1
donde en la segunda desigualdad usamos que Ej, C Ej y que po es mondtona, tomando infimo, py(E) <
p(E).

Veamos que los elementos de A son pu, medibles, sea A C X y E € A. Para todo ¢ > 0 existen
Ey, Ea, ... elementos de A tal que A C U2 E);

> io(Ej) < pa(A) + e (4.8)

Como pg es finitamente aditiva, para todo j puo(E;) = po(E; N E) 4+ po(E; N E°) por lo tanto,

Z#O(Ej) =Y w(E;NE)+ > po(E;NE°).

j=1 j=1

61



Capitulo 4. Medidas abstractas

Observemos que E;NE € Ay E°NE; € Ay ya probamos que o coincide con p, en A por lo tanto

S h0(By) = > (B NE) + 3 (BN Ey).

j=1 j=1
Por otra parte

uAANE) < (BN E;) <Y n(ENE)),
j=1

=1

1 (AN E°) <u( U )Siu*(EcﬂEj)

Finalmente

Z“O D) > e (ANE) + (AN E°).

Si combinamos esto ultimo con obtenemos que, para todo € > 0, u,(ANE) + u. (AN E°) < pi(4) +¢,
y por lo tanto p. (AN E) + p. (A N EC) < p«(A) como queriamos O

Teorema 4.16. Sea A un dlgebra en X, denotemos M la o-dlgebra generada por A. Sea pg una premedida
en A entonces existe una medida p que extiende g a M y ademds es unica si es o-finita.

Demostracion. pg permite definir una medida exterior como en . Por el Teorema de Caratheodory,
los subconjuntos medibles respecto de pu,. forman una o-algebra que, por el lema anterior, contiene a A
y por lo tanto, la o-dlgebra generada por A, es decir contiene a M (en general los conjuntos medibles
respecto de . son mas que M). Por el Teorema de Carathedory sabemos ademds que p, restricto a M
es una medida, que denotaremos i, veamos que si i es o-finita es Unica. Sea v otra medida en M tal que
v restricta a A coincide con p. Veamos que u(F) = v(F). Si F C U;E; con E; € A tenemos que

<> w(E;) = Zﬂo(Ej)a

ya que pg y v coinciden en .A, por lo tanto tomando infimo a la derecha de la expresiéon anterior, en los
cubrimientos de F, v(F) < u(F E|Para demostrar la otra desigualdad supongamos que £ = U; E; es una
unién de elementos de A, tenemos que U7_, E; T E, observar que U7_, E; € A, entonces

(0= Jin /(U 5) = i n(U ) =)

Sea F' € M de medida p finita (y por lo tanto de medida v finita). Supongamos nuevamente que F' C F,

tomemos los E; tal que
oo
> ulE;) < u(F) +e.
j=1
Entonces p(E) < Z] 1 W(E;) < p(F) + € Como p(F) < oo se sigue de la ecuacién anterior p(E) < ooy
por lo tanto p(E \ F') < e, de donde
p(F) < (B) = v(E) = v(F) + v(E\ F) < u(F) + p(E\ F) < u(F) + ¢

4esta desigualdad prueba que en general cualquier medida v que coincida con g en A estd acotada por arriba por p, la
medida que se obtiene de aplicar el Teorema de Caratheodory a la medida exterior p. definida por pp mediante (4.7))
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donde hemos usado que v < u. Esto prueba que u(F) = v(F) siempre que F € M y u(F) < oo. Es decir,
siempre coinciden en conjuntos de medida p finita.

Veamos que si p es o-finita v = p. Sea X = U;E; con u(E;) < ooy E; € M, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que los Ej; son disjuntos 2 a 2. Para todo ' € M pu(F) = 37, u(E; N F) =
> v(E;jNF) =v(F), donde en la segunda igualdad usamos que p y v coinciden en conjuntos de medida
finita. O

Observacién 4.17. La medida anterior, definida en M = o(A), no necesariamente es completa, ya que
M no tiene porqué contener todos los subconjuntos de un conjunto de medida nula. No obstante, se puede
probar que la completacidn de M (es decir incluir en M todos los subconjuntos de los conjuntos de medida
nula), da la o-dlgebra del Teorema de Caratheodory.

Ejemplo 4.18. Un ejemplo interesante donde la unicidad de la extensiéon no se cumple es el siguiente:
consideremos en 2% la medida de conteo que denotamos v (es decir v(E) = #A). Consideremos ahora A
el dlgebra generada por las uniones finitas de intervalos de la forma (a,b] con a < b, donde a puede ser
—00 0 b = 00. Sea pg la premedida en A que vale po(0) = 0y po(A) = oo para todo A € A, con A # 0,
esto permite definir la medida de Cartheodory, que llamamos p generada por pg, observar que la sigma
algebra de los p-medibles contiene a los borelianos . Si bien v y p coinciden en A4, no coinciden en los
borelianos ya que en esta sigma dlgebra estdn los puntos {z} y v({z}) = 1 pero pu({z}) = co. Es ficil ver
que p(A) = oo para todo A # (), por lo tanto se cumple v < p, y ademds coinciden en los conjuntos de
medida finita respecto de p (que es tnicamente el vacio).

Observar que si en vez de definir pg en el dlgebra anterior la hubiéramos definido en el algebra formado por
las uniones finitas de intervalos de la forma [a,b], (a, ), [a,b), (a,b] con a < b (donde puede ser a = —c0 0
b = c0), no coincide con v en esta nueva dlgebra (ya que esta dlgebra contiene los puntos).

Definicién 4.19. Dada un algebra A definimos A, a la familia de conjuntos que se obtienen como uniones
numerables de conjuntos de A. Definimos también A,s los conjuntos que se obtienen como interseccién
numerable de conjuntos de A, .

Se deja como ejercicio la siguiente proposicién:

Proposicion 4.20. Para todo conjunto E y para todo € > 0 existe E1 € A, y Es € Ay tal que E C Eq,
E C E, M*(El) < U*(E) +ey pa(E2) = N’*(E)

4.2. Integracién en espacios de medida abstractos

En esta seccién daremos la definicién de integral de Lebesgue para espacios de medida abstractos, la
mayoria de las demostraciones son totalmente andlogas a las que se hicieron para la medida de Lebesgue y
se omiten. Supondremos que tenemos un espacio de medida (X, M, ) donde p se asume o-finita. Vamos a
empezar definiendo las funciones medibles y las funciones simples. Recordemos que R = RU {oo} U {—oc0}.
Al igual que antes, decimos que f : X — R es medible si f~1((—o00,a)) € M para todo a € Ry
f1(—0) € M, f~1(o0) € M. Cuando decimos que dos funciones son iguales ctp o que una igualdad
entre conjuntos es ctp nos referimos a que se da en todo punto salvo un conjunto de medida g nula. De

forma totalmente aniloga a lo hecho para la medida de Lebesgue en R? se prueba que si f,, es una sucesién

. . ctp . . .
de funciones medibles tal que f, — f entonces f es medible. Definimos, para Fj,..., E, medibles de
medida finita, y a1, ...,a, nimeros reales, las funciones simples como

n
P = Z a;lp;,
j=1

nuevamente podemos suponer sin pérdida de generalidad que los a; son todos no nulos, distintos, y los E}
son disjuntos 2 a 2, lo cual nos da unicidad en la representacion anterior para @,,.
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Al igual que antes tenemos los siguientes resultados.

Teorema 4.21.

1. Sea f >0, medible en (X, M, ), existe p1,pa,... una sucesion creciente de funciones simples tal que,
para todo x

lim ¢k (x) = f(z).

k—o0

2. Sea f medible en (X, M,u), existe v1,p2,... una sucesion de funciones medibles tal que |pp(x)| <

|ok+1(2)| para todo x, y
lim i (z) = f(x).

k—o0

3. Egorov. Si f1, fa,... es una sucesion de funciones medibles en E C X con u(E) < oo tal que fi <, f
en E, entonces para todo € > 0 existe Ac CE y p(Ac\ E) <ey fr = [ en A..

Demostracion. Para el punto 1 la misma funcién introducida en el Teorema [2.11] sirve. La prueba es
totalmente andloga, excepto que al final, en lugar de tomar una sucesion de cubos crecientes, se usa que X
es o-finito. El punto 2 se prueba de forma totalmente andloga al Teorema[2.12]y lo mismo para el Teorema
de Egorov. O

Si bien hay una versién del teorema de Lusin para el caso de medidas abstractas, requiere de algunos
resultados topoldgicos como el Lema de Urysohn (ver el comentario que le sigue a la prueba del Teorema
, v la omitiremos en este capitulo, se verd en el capitulo siguiente.

Definicién 4.22. La integral de Lebesgue de una funcién f medible cualquiera, [ f(z)du(z), definida
en un espacio de medida (X, M, u) (el cual asumimos que es o-finito) se define primero para funciones
simples. Luego para funciones acotadas, luego para funciones positivas y finalmente para cualquier funcién
medible, igual que como se hizo en el Capitulo [2}

Teorema 4.23.

1. Lema de Fatou. Si f1, fa,... es una sucesion de funciones medibles y positivas

2. Convergencia Mondtona. Si fi1, fo,... es una sucesion de funciones medibles y positivas tal que

fn(x) T f(l‘) Ctp entonces ffnd,u —n ff

3. Convergencia Dominada. Si f1, fa,... es una sucesion de funciones medibles tal que fy, < fuy
existe g integrable tal que |fn(z)] < g(x) ctp x entonces

[it=flau=s0 y [h. [+
4.2.1. Espacios L?

Aligual que antes podemos definir el espacio L (X, i) como el espacio vectorial de funcione f:X—>R
medibles, integrables, cocientado por la relaciéon de equivalencia ~ con f ~ g si f = g ctp, y con la norma

nmﬁmmzév@wmm

5que es cerrado por sumas se sigue de la desigualdad |f + g|P < [2méx{|f|, |g|}]? < 2P(|f|P + |g|P) para p > 1.
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El espacio L! es un espacio de Banach (es decir es un espacio normado y completo). La demostracién de
la completitud es totalmente andloga a la vista en el Teorema [2.40]

El espacio L?(X,u) es el espacio de funciones medibles cocientado por la relacién de equivalencia
mencionada antes, y formado por aquellas clases de equivalencia de funciones que cumplen | [ 2(z)dp(r) <
0o. En L?(X, i) definimos

o = ([ 1@Pdu) "

De la desigualdad de Minkowski (que se enuncia mas adelante) se sigue que esto define una norma. Ademds
L? es un espacio con un producto interno dado por

(f.9) = /X F(@)g()dp(z).

Se puede probar que L2 es un espacio de Hilbert, es decir es completo.

En general se pueden definir los espacios LP(X, ) para 1 < p < oo como el espacio de clases de
equivalencia de funciones (con la relacién de equivalencia dada anteriormente), y con la norma (nuevamente
que es una norma se sigue de la Desigualdad de Minkowski)

o = ([ 1@ Pdut@) "

Se puede probar que es un espacio de Banach. En general para simplificar, la norma en LP(X, i) de una
funcién f se suele denotar simplemente | fl|,. El caso p = oo también tiene interés, en este caso se define
la norma

[flloc = mffa > 0: p({z : [f(2)| > a}) = 0}.

El espacio L*° es un espacio de Banach.
Algunas desigualdades importantes en estos espacios son:

Teorema 4.24.

» Desigualdad de Hélder: Sean p y q tal que 1 < p < 00, 1 < g < o0, y (1/p) + (1/q) = 1, si
[F1P < ooy llgll* < oo entonces || fg]1 < ooy

19l < £ 1pllglle; (4.9)

en particular si f € LP y g € LY entonces fg € L', y la igualdad en [A.9) se da si y solo si
alf(x)|P = Blg(x)|? ctp x (respecto de u) para algunas constantes a5 # 0.
Si f,g son medibles f € L™ y g € L' entonces fg € L* y ||fglli < || fllscllgll1-

» Desigualdad de Minkowski: Si ||f]|, < oo y ||g|l, < 00, con1 < p < oo, entonces || f+ g, < o0y
LF + gl < 11 fllp + llgll-
Antes de demostrar el Teorema (4.24) vamos a demostrar un lema:

Lema 4.25. Seaa >0,0>0 y0< A <1 entonces
a*b N < Xa+ (1 - A\)b,

y la igualdad vale si y solo si a =b.
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Demostracion. El resultado es trivial si b = 0, en caso contrario si definimos t = a/b tenemos que mostrar
que

<M+ (1-N)
y la igualdad se da si y sélo si t = 1. La funcién t* — M es estrictamente creciente hasta t = 1, vale 1 — X si

t = 1 y estrictamente decreciente si ¢ > 1. Por lo tanto su maximo se da en t = 1. Esto prueba el Lema. [

Demostracion de la desigualdad de Hélder. Es claro que (4.9)) es cierta si ||f]l, = 0 o |lglly = 0 (ya que
en estos casos f = 0 ctp o g = 0 ctp), también es cierta si || f||, = oo o ||g]l; = c0. Supongamos que no
estamos en estos casos triviales, vamos a aplicar el lema anterior para cada x definiendo

_[f@r ey 1
=l =l =5
y obtenemos
f(@)g@)] - _1f@P 19| (4.10)

I fllpllglly = p [ 1flPdp g [ |gladp’

si integramos a ambos lados de la desigualdad anterior se obtiene

gl _1,1

)
Ifllpllglle — p  q

Esto prueba la desigualdad. Observar que la igualdad se da si y sélo si en (4.10) se da la igualdad ctp
x (respecto de y) pero esto por el lema anterior se da si y slo si para casi todo x, ||g||2| f(x)[" = || fI[5|g(z)|?.

Para demostrar el caso p = oo, observemos primero que

[flloe = min{a >0 u({z : [f(z)] > a}) = 0}

yaque siap | || flloo, entonces {z : [f(x)| > || flloc} = Un{z : |f(x)] > an}, y esta es una unién de conjuntos
de medida 0. Por lo tanto u({z : |f(z)| > ||fll<}) = 0. Por otra parte

J V@@l <1l [la@ians [ @@l = 1 llglh

donde hemos usado que Ooco = 0 por definicién. O

Un corolario interesante de esta desigualdad es la inclusiéon L? C LP si 0 < p < g < 00, para espacios
de medida finita.

Corolario 4.26. Sea p una medida en (X, M), si p(X) < 0o y 0 < p < g < oo entonces LI(pu) C LP(u)
Y Hf”p < ||f||q,u(X>1/;v—1/q'

Demostracion. Vamos a usar la desigualdad con p :=q/p, ¢:=¢q/(q—p), f=|fIPyg=1.

12 = / AP < 1P lLasnll Ulastams)

bl = ([ 1778)" <1
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Demostracion de la desigualdad de Minkowski. El resultado para p = 1 se sigue de la desigualdad trian-
gular del valor absoluto. Por otra parte es trivial si f + g = 0 ctp. En caso contrario escribimos

f+glP =1 +al(f + 9P~ < (fF1+ |gDIf + 9P,

si integramos en esta ecuacién

/|f+g\” < /If\|f+g|”’1+/Ig\|f+g|”’1-

Vamos a usar la desigualdad de Holder en ambas integrales y obtenemos

J191UF+ 9P <AIE + 9

/ gl1f + g7~ < lgllplllf + 9P~

Sil/p+1/q=1, entonces (p+q) =pqy (p—1)qg = p, con lo cual

5+ 9P = ([ 1790 = ( [15+4) "

Finalmente hemos probado que

J1e+ae < o+ 1l ( [17+92) "

y la desigualdad de Minkowski se sigue simplemente de que 1 — 1/¢q = p, al pasar dividiendo la integral de
la derecha. 0

Observacién 4.27. La desigualdad de Holder prueba que el espacio L7 es isomorfo al dual (continuo)
del espacio LP (siempre que 1 < p < oo y (1/p) + (1/q) = 1). Esto significa que hay una biyeccion lineal
y continua entre L9 y el dual continuo de LP. Recordar que el dual (continuo) de LP es el espacio de las
transformaciones lineales continuas de LP en R. Un funcional T en este espacio tiene la norma

|T| = sup |T(g)l-
geLP | gllp<1

La biyeccion es simplemente considerar para g € L9 la transformacion lineal y continua kg definida en
L? a valores en R que hace que ky(f) = [ fgdp. Por la desigualdad de Holder es inmediato que k, es
continua, es decir SUpgera g1<1 kgl < o0, donde

Ikl = sup / Fady.

ferr|ifli<t

4.3. Medida Producto

Sean (X1, My, u1) y (Xa, Ma, u2) dos espacios de medida, queremos definir g1 X pe en X; x Xo.
Asumimos que ambas medidas son completas y o-finitas.
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Definicién 4.28. Un rectdangulo medible es A x B € X; x X5 tal que A € My y B € Ms. Denotamos A al
conjunto de todos los subconjuntos de X; x X5 que son uniones finitas de rectangulos medibles disjuntos.
Se deja como ejercicio verificar que A es un élgebraﬂ Definimos para un rectangulo A x B

p1 % p2(A x B) = p1(A)pz(B).

Por otra parte si E'=U7_; A; x B; donde los A; x Bj son rectdngulos disjuntos dos a dos, definimos

i1 pa(E) = 3 (Ao (By). (4.11)
j=1

Veamos que 11 X po asi definida es una premedida en A, para eso supongamos que tenemos un rectangulo
que es union finita o numerable de rectangulos disjuntos

AXB:UAJ'XB]‘
J

con A; x B; rectangulos medibles y disjuntos. Veamos primero que

J251 X/LQ(AXB):Zul X/LQ(A]' XBj). (412)
J
Siz € Ay y € B, tenemos que (x,y) estd en un tnico A; x B; ya que son disjuntos, ver figura De
esto se sigue que para todo x € A,
B= |J B

{j:weA;}

donde la unién anterior es disjunta. Por lo tanto

Ta(z)p2(B) = ZHAj (@) p2(B;)

Si usamos el teorema de convergencia monétona integrando respecto de

[ 1@z B)di @) = (e /(ZHA (B) din (@) =
;/HAj() p2(Bj)dp (x Zm Bj),

Por otra parte, por definicién de py X po

pa(A)pa(B) = 1 X pa(A x B) = >y X pa(A; x By)

j=1
esto prueba (4.12)).
Si tenemos Eq, Es, ... elementos de A disjuntos 2 a 2 tal que U; E; € A entonces

UEj:RlLJ--~URn,
J

6Por ejemplo (A x B)€ es la unién de los rectdngulos disjuntos A x B¢y A® x Xa
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" . 4 L
t t y

. T
Figura 4.2: En la figura A = RUT y B = SUP, A x B es el rectangulo que se puede escribir como la

unién de 4 rectangulos disjuntos A; x By, As X By A3 x B3y A4 x B4 donde por ejemplo Ay = Ay =Ry
BlzB3:PYA3:A4:T,B2:B4:S

donde los R; son rectangulos disjuntos. Por lo tanto, por definicién

H1 X MQ(UEj) =1 X p2(Ry) 4+ -+ p1 X po(Ry).
J

Los conjuntos E1, Es,... se pueden escribir cada uno de ellos como unién finita de rectangulos. De cada
una de estas uniones finitas tomamos E; los rectangulos que forman el R;, es decir R; = UjE;: para todo
i=1,...,n donde los E]Z son rectdngulos, disjuntos de los rectangulos E7 sii # r y cada Ej esta incluido
en alguno de los F;. Por lo que ya probamos vale para cada R;, prueba que vale el punto 2 de la
definicién de premedida (ver Definicién ([4.14))).

Como pi1 X o es una premedida en A, por el Teorema [4.16] se puede extender a una medida, en una o-
algebra que denotamos My x My (generada por A). Dado E' € M7 X My con (X7 X Xo, My X Mo, 11 X pia)
definimos, para x1 € X1 y 22 € Xo,

E, ={x2€ Xy : (x1,22) € E} y E*? ={z; € Xy : (x1,22) € E}
Vamos a probar el siguiente teorema.

Teorema 4.29. Sean (X, M, u) y (Y,N,v) espacios de medida o-finitos. Sea E € M x N . entonces las
funciones x — v(E;) yy — p(EY) son medibles en X e Y respectivamente y

i x v(E) = /X V(Ey)du(z) = / u(BY)du(y)

Y

Para eso vamos a necesitar introducir el concepto de clase monétona y probar un lema técnico.

Definicién 4.30. Clase mondétona. Una clase mondtona en un conjunto X es un subcojunto C de las
partes de X cerrado por uniones numerables crecientes y por intersecciones numerables decrecientes y
contiene al vacio. Es inmediato que una o-algebra en X es una clase mondtona. Ademas, la interseccion de
cualquier familia de clases monétonas es una clase monétona, esto permite definir para cualquier £ C 2%,
la clase mondtona generada por &£, como la intersecciéon de todas las clases monétonas que contienen a &.
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Lema 4.31. Si A es un dlgebra de conjuntos, la clase monétona C generada por A coincide con la o-dlgebra
M generada por A.

Demostracion. Como M es una clase mondtona tenemos que C C M. Para probar la otra inclusién vere-
mos primero que C es un &lgebra, para lo cual basta ver que para todo E,F € C, E\ F, ENF, estédn en
C, esto se debe a que por hipétesis A € C por lo tanto ), X € C, con lo cual para todo £ € C, X \ E = E°
estd en C si probamos que E \ F' € C para todo E, F € C. Que C es cerrado por intersecciones finitas se
sigue de que E N F esta C.

Luego veremos que C es cerrado por uniones numerables, con lo cual C es una o-algebra que contiene
a A y por lo tanto a M.
Para F € C definimos

C(E) = {FEC:E\F,F\E7 yEﬂFpertenecenaC}

» E,) €C(E), E€C(F)siysélosi F € C(E).

= C(E) es una clase monétona: si E; es una familia creciente de conjuntos en C, E\U; E; = N;(E'\ E;)
es una interseccién decreciente de conjuntos en E. Por otra parte, (U;E;) \ E = U;(E; \ E) es una
union creciente de conjuntos que estan en C por lo tanto estd en C. Andlogamente para intersecciones
decrecientes.

» ACC(F) para todo F € C: como A es un &lgebra, si E € A entonces para todo F' € A se tiene que
F € C(E), por lo tanto A C C(E) y como C es la clase mondtona generada por Ay C(E) es una clase
mondétona tenemos que C C C(E). De esto tltimo se sigue que si F' € C entonces F' € C(E) para todo
E € A pero ya vimos que esto es equivalente a F € C(F) para todo E € A por lo tanto A C C(F)
de donde se sigue que C C C(F).

= C es un dlgebra: del punto anterior se concluye que para todo E,F € C, E\ F'y FNFE estdn en C.

= C es cerrado por uniones numerables: cualquier unién numerable U;F; se puede escribir como una
unién creciente de conjuntos F,, donde F, = U}_, E};. Observar que como C es un algebra los conjuntos
F,, estan en C y como C es cerrado por uniones crecientes U, F}, estd en C.

O

Demostracion del Teorema[{.29 Supongamos primero que p y v son finitas. Sea C la familia de conjuntos
E € M x N para los cuales vale la tesis del teorema. Si E = A x B entonces v(E;) = [a(z)v(B) y
w(EY) = p(A)lp(y) por lo tanto E € C. De la linealidad de la integral es facil ver que la unién finita
de rectangulos disjuntos estd en C por lo tanto por el lema anterior basta probar que C es una clase
monodtona. Si Fq, Fo, ... es una familia creciente de conjuntos en C y ' = U, FE,, entonces las funciones
fn(y) = n(EY) son medibles y crecen puntualmente a f(y) = u(EY) por lo tanto f es medible y por el
teorema de convergencia monodtona

[ B anty) =tim [ Edvty) =t < (B = < (B,

Donde en la segunda igualdad usamos que vale el teorema para los conjuntos F,, y en la tdltima la conti-
nuidad de la medida p x v. Andlogamente se prueba

pxu(B) = [ uE)ula).

Por lo tanto E € C. Para ver que C es cerrado por intersecciones decrecientes numerables sea F, 1 C E,
y E=NyE, con E, € C, como u(EY) < u(X) < oo u(EY) — n(EY) para todo y. Definimos la sucesién
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de funciones f,(y) = p(EY), tenemos que f,,(y) < f1(EY) < u(X) < oo y fn convergen puntualmente a
fly) = p(EY), por lo tanto podemos usar el teorema de convergencia dominadzﬂ y obtenemos,

uxﬂﬂﬁ=[}uww@%3£uwﬁw@wﬁﬂf@wmn=Ayw%wwx

ademds u X v(E,) = uxv(E)yaque u X v(E1) < puxv(X xY)=puX) xv(Y) < oo, de donde se sigue
que

pxu(B) = [ w(E")an(y).

Andlogamente p x v(E) = [ v(E,)du(z), y concluimos que E € C.

Finalmente supongamos que p y v son o-finitas, podemos escribir X x Y como una unién creciente de
rectdngulos X; x Y; de medida finita. Si E € M x N/

px B0 (X % Y) = [ L @B Y)duta) = [ 1y, (B 0 X)dvly)
Usando la continuidad de la medida p X v tenemos que
uxv(EN(X; xY;)) - puxv(E) cuando j — oo,

Por otra parte observar que, para todo z, Ix, (z)v(E, NY}) crece a v(E,), y se concluye usando el teorema
de convergencia mondtona.

O

Vamos a enunciar ahora el Teorema de Fubini para un espacio producto X; x Xs. Asumimos que cada
espacio estd en las hip6tesis dadas al comienzo de la seccién (completas y o-finitas).

Teorema 4.32. Supongamos que f(x1,x2) es integrable en (X1 X Xo, 1 X pa).
1. Para casi todo xo € Xo, f*2(x1) = f(x1,22) es integrable en (X1, p1).
2. La funcion

HM=A¢W®M@&

es integrable en Xo, y

/X2 </X1 ffﬂ?(m)dm(m))d,ug(mg) = /xlxx2 Fx1,w2)dps % po(w, o)

Demostracion. La demostracién sigue la misma linea que hicimos en R, primero se demuestra para f(z) =
Ig(x) con E medible (esto se sigue del Teorema |4.29), por lo tanto vale para funciones simples, por el
Teorema de Convergencia Mondtona vale para funciones no negativas. Finalmente se descompone f =
fr=r. O

Taqui sea usa que v(Y) < 00
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4.4. Continuidad Absoluta de Medidas

Supongamos que tenemos dos medidas puy v pe en (X, M), queremos ver bajo que hipGtesis podemos
escribir p1(E) = [ 5 f(x)dus para alguna funcién medible f. Primero vamos a extender el concepto de
medida para incluir medidas que puedan ser negativas..

Definicién 4.33. Una medida signada v en una o-algebra M es una funcién v : M — (—o0, o0] |§| tal
que v(0) =0y si By, Ea, ... son disjuntos

[ee] (oo}
l/( U EJ) = ZV(E])
j=1 j=1
Es importante observar que para que esto ultimo tenga sentido la suma anterior no puede depender de la

reordenacién, lo cual implica que, si en particular v(U; E;) < 0o, la suma es absolutamente convergente.

Para las medidas signadas no necesariamente es cierto que si A C B, v(A) < v(B). Se deja como
ejercicio verificar no obstante, que vale la continuidad de la medida (con la misma demostracién que en el
Teorema |1.19)

Definicién 4.34. Si py v son dos medidas signadas a valores en (—oo, 00) para todo par de nimeros reales
a,b, ap+br es una medida signada a valores en (—o0, 00). Esto hace que el espacio de las medidas signadas a
valores en (—o0o, 00) definidas en un conjunto X, que denotamos SF(X), sea un espacio vectorial. Veremos
que en este espacio podemos definir una norma.

Ejemplo 4.35. Si tenemos (X, M, ;1) un espacio de medida y f medible tal que [ f~du < oo, entonces
v(E) = [}, fdu es una medida signada.

Dada una medida signada v en M queremos encontrar una medida positiva p en M tal que v(E) < p(E)
para todo £ € M y que pu sea la “mas chica” que verifica eso. Para eso definimos

Definicién 4.36. Definimos la variacion total de una medida signada v en E' como
o0
V[(E) = sup Y [v(E;)]
j=1
donde el supremo es en la familia de particiones numerables medibles de E, es decir {E; }; tal que E;NE; = ()

para todo i # j, E; € M para todo i, y U;E; = E.

Observacién 4.37. Una observacion inmediata de la definicion es que |v|(E) = 0 si y solo si v(A) =0
para todo A C E, A e M.

Proposicion 4.38.
1. La variacién total |v| de una medida signada es una medida positiva que cumple —|v| < v < |v|.
2. Sty v son medidas signadas en SF(X), |v+ u| < |v| + |ul.
3. La funcidn que asigna para v € SF(X) el valor ||v|| = [v|(X) es una norma.

Demostracion.

8en algunos libros, por ejemplo el de G. Folland, se pide que sea una funcién v : M — [—00, 0] con la restriccién de que

pueda tomar uno sélo de dichos infinitos
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1. Que v < |v| se sigue de que para todo E € M, v(E) < |[v(E)| < |[v|(E). Adema&s es claro que
|v| = |—v| > —v. Para ver que |v| es una medida es suficiente probar que si E1, Fa, ... es una familia
numerable de subconjuntos en M, disjuntos, y denotamos E = U; E; entonces

> IWI(E)) < v(E) (4.13)

[V|(E) < Z |v|(E (4.14)

Sea a;; ndmeros reales tal que «o; < |v|(E;) para todo J, existen F; ; disjuntos para todo i # j, tal
que E; = UiFyj y a; <37 [v(F )l Por lo tanto

Zag <ZZ|u D < WIE),

donde la segunda desigualdad se debe a que {F; ;};; es una particién disjunta de E por elementos
de M. Tomando supremo en los a; se sigue ([4.13). Para probar la desigualdad sea F1, Fy, ...
una particién cualquiera de E por conjuntos medibles y disjuntos, fijado k los conjuntos {Fy N E;};
forman una particién de F, de donde usando la o-aditividad de la medida v, v(Fy) = >, v(Fr N Ej),
y usando la desigualdad triangular del valor absoluto,

DowEN =) ( D VENE) DD WENEN YD (FNE) <Y IVI(E))
k k 7 k J J k J

donde la tdltima desigualdad se sigue de la definicién de |v|(E;). Tomando supremo en la particién
F1, F5, ... se obtiene (4.14)).

2. Sea ¥ € M y E; una particién de E,

Z\u+v j)ISZIM |+Z\ Dl < [ul(E) + [v|(E)

j=1
tomando supremo a la izquierda en las particiones de E se obtiene |p+ v| < |u| + |v|.

3. La desigualdad triangular se sigue del punto anterior. En inmediato también que para todo ntimero
real A, || Av|| = | \|(X) = |A||[v|(X). Ademds, si |[v|(X) =0, para todo E C X, E € M, |[v(E)| =0,
por lo tanto v = 0.

O

Definicién 4.39. Definimos la variacién positiva y la variacién negativa de una medida signada v
como

1 1
R I S A (7))

Si v(E) = oo entonces [V(F)| = oo y en ese caso definimos v~ (E) = 0.

Decimos que v es o-finita si |v| es o-finita (en cuyo caso v+ y v~ lo son).
Observacién 4.40. Verificar que v = vt —v™, y|v| = vt +v~. Como v < |v| se sigue v~ es una medida
positiva. Ademds —v~ = (1/2)(v — |v|) < v ya que —|v| < v, por lo tanto v+ v~ >0, es decir vt es una
medida positiva.
Definicién 4.41. Una medida v signada definida en M tiene soporte A € M si para todo £ € M,
v(E)=v(ENA).

En lo que sigue veremos que las medidas v y v~ tienen soportes disjuntos y son tinicas (a menos de
conjuntos de v medida nula). Esta descomposicién de v se llama descomposicién de Jordan.
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4.4.1. Continuidad y singularidad de medidas

Definicién 4.42. Dos medidas p y v definidas en M son mutuamente singulares si tienen soportes A
y B disjuntos, es decir,

v(E)=v(ANE) y w(E) =pu(ENB) VEeM, ANB=0,
se denota v pu.

Definicién 4.43. Si v es una medida signada y g una medida positiva se dice que v es absolutamente
continua respecto de pu, y se denota v < p si v(E) = 0 para todo E € M tal que u(E) = 0.

La siguiente proposicién se deja como ejercicio
Proposicion 4.44.
1. Sean v y p signadas, vy si y sélo si |v| Ly siy sélo sivt Ly yv™ Lu.
2. Sea v signada y p positiva, v < p si y sélo si |v| < p siy sélo sivt < pyv- < p.

Ejemplo 4.45. Si f € L'(X, n) o f es integrable en sentido extendido (es decir [ f~ < oo pero [ fT = c0)
y definimos v(E) = [, fdu se cumple que v < . En este caso se denota

dv
-t
1L
Proposicion 4.46.

1. Supongamos que para todo € > 0 existe & > 0 tal que siempre que u(E) < & se cumple |v(E)| < e,
entonces v < [U.

2. Sila medida |v| es finita y v < p entonces para todo € > 0 existe § > 0 tal que siempre que pu(E) < &
se cumple |[Vv(E)| < e.

Demostracion. El punto 1 es inmediato ya que si u(E) = 0 podemos tomar € = 1/n y v(E) < 1/n. Para
demostrar 2, observemos que es suficiente probarlo para el caso en que v es positiva ya que, v < p siy
sélo si |v| < p, y |v| es una medida positiva y [v(E)| < |v|(E). Ademds como estamos suponiendo |v|
finita, podemos suponer v finita. Supongamos que no se cumple la tesis entonces existe € > 0 para el cual
podemos encontrar una sucesién de conjuntos F,, tal que u(E,) < 1/2"™ pero v(FE,) > e. Consideremos

E*=lim E, = E

DL

*
n
1

S

3

con E = Up>n Bk, E} es una sucesién decreciente de conjuntos y p(E7) < Yp2,1/2% < oo por lo tanto
w(E*) =1lim u(E?) = 0 pero v(E}) > v(E,) > € (observar que aqui se usa que v es positiva). Nuevamente
como E es una familia decreciente de conjuntos y como v es finita v(E*) = lim, v(E,) > €, lo cual
contradice que v < pu. O

Ejemplo 4.47. En general no es cierto que dadas dos medidas uno pueda encontrar f tal que v = f fdu
o = [ fdv. Por ejemplo si § es la medida de Dirac en R (§(F) = 1siy s6losi 0 € E) y m es la medida de
Lebesgue. Tampoco es cierto que si v < p existe f tal que v = [ fdpu, basta tomar x la medida de conteo
y v la medida de Lebesgue.
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4.4.2. Descomposicion de Hahn

Definicién 4.48. Dada una medida signada v en M decimos que P € M es positivo si v(E) > 0 para
todo E C P, E € M. Analogamente decimos que N € M es negativo si v(E) < 0 para todo £ C N,
E € M. Finalmente, decimos que S € M es nulo si v(E) = 0 para todo E C S.

Lema 4.49. Si P, es positivo para todo n entonces UP, = P es positivo.

Demostracion. Definimos Q1 = Py y Q,, = P, \ U?;lle, los conjuntos @, son disjuntos y @, C P,. Si
E C U2, P, entonces ¥(E N Qy,) > 0 para todo n y Valeﬂ

v(E) =Y v(ENQn) > 0.

n=1
O

Lema 4.50. Sea (X, M,v) un espacio de medida con v € SF(X). Para todo A € M y para todo € > 0
existe B C A tal que v(B) > v(A) y v(E) > —¢ para todo E C B.

Demostracion. Sea A € M, definimos A; = A, si v(E) > —e para todo E C A entonces tomamos B = A.
Sino existe E1 C A; tal que v(E7) < —e. Definimos Ay = A; \ E7. Como —oco < v(E7) < 0 v(Ag) > v(4y).
Si v(E) > —e para todo E C Ay tomamos B = A,. Sino existe E; C Az tal que v(F2) < —e. Tomo
Az = Ay \ Es. Si repetimos este procedimiento, o bien en algin momento encontramos el conjunto B o se
construye una sucesién de conjuntos FE,, disjuntos, incluidos en A tal que v(E,) < —e¢ para todo n. Pero

V(nL_Jl En) = kh;rrgo V(nL_Jl En) = kILIEOZV(E") < JEEO e — —oo

n=1
lo cual es imposible ya que U2, E,, € M y por definicién v(F) > —oo para todo E € M. O

Lema 4.51. Sea (X, M,v) un espacio de medida con v € SF(X). Sea A € M, existe P C A tal que
v(P) > v(A) y P es positivo.

Demostracion. Por el lema anterior podemos tomar Py C A tal que v(Py) > v(A4) y
todo E C P;. Nuevamente aplicando el lema anterior existe P, C P; tal que v(P2) > v(P) > v(A) y
v(E) > —1/2 para todo E C P,. Definimos asi P, C P,_1 y v(P,) > v(P,—1) y ¥(E) > —1/n para
todo E C P,. Definimos P = N, P,. Como P; C A, por hipétesis v(P;) < oo entonces v(P,) — v(P)
y v(P,) > v(A), por lo tanto v(P) > A. Si E C P entonces v(E) > —1/n para todo n con lo cual
v(E) > 0. O

Teorema 4.52. Teorema de descomposicion de Hahn . Sea (X, M,v) un espacio de medida con
v e SF(X),

1. Existe una particion {P, N} de X tal que P es positivo y N es negativo,
2. si {P',N'} es otra particion que cumpla eso PAP' = NAN' y v(PAP') =v(NAN') = 0.

Demostracion. Sea a = sup{v(E) : E € M} > 0. Existe A,, € M una sucesién tal que v(A4,) — a. Por el
Lemam para todo n existe P,, C A, tal que v(P,) > v(Ay) y P, es positivo, por lo tanto v(P,) — a.
Definimos P = UP,, por el Lema [4.49] P es positivo de donde se sigue que v(P) > v(P,) para todo n
(va que v(P\ P,) > 0), por lo tanto v(P) = a. Definimos N = P¢. Es claro que N es negativo ya que si
E C N con v(E) > 0 serfa v(PUE) =v(P)+v(E) > v(P).

9observar que son términos positivos y por lo tanto la suma es independiente de la reordenacién
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Para demostrar el punto 2 sea {P’, N'} otra particién que cumple el teorema. Por un lado P\ P’ C Py
es positivo porque P es positivo, pero P\ P’ C N’ que es negativo. Por lo tanto v(P\ P’) = 0. De manera
andloga se prueba que v(P'\ P) = 0.

O

Corolario 4.53. Si v € SF(X), entonces es acotada, y ademds v(N) < v(E) < v(P) para todo E € M
siendo {P, N} la particidn dada por el teorema anterior.

El teorema de descomposicién de Hahn permite obtener las medidas v y v~ que definimos antes, de
una manera mas constructiva. El siguiente teorema prueba que la descomposicién de v = v+ — v~ es tnica
ctp, y que ambas son positivas y tienen soporte disjunto.

Teorema 4.54. Siv € SF(X) existen medidas positivas vt y v~ tal que v =vt —v~ yvt Lv~. Ademds

vt y v~ son nicas ctp.

Demostracion. Sea X = P U N la particién de Hahn de v. Definimos vt tal que v (E) = v(E N P)
y v~ (E) = —v(E N N). Claramente estas medidas cumplen las propiedades deseadas. Supongamos que
tenemos otra descomposicién v = u* — u~ con putLu~. Tomamos E y F los soportes de u™ y pu~
respectivamente, es claro que X = FUF es una descomposiciéon de Hahn, por el Teorema v(PAE) = 0.
Si escribimos

pt(A)=p " (ANE)=v(ENA)=v(ENPNA) +v(ENP°NA),

donde en la segunda igualdad usamos que p~ (AN E) = 0. Por otra parte v(ENPNA)+v(E°NPNA) =
v(PNA) pero v(E°NPNA)=0yaque v(PAE) = 0. Por lo tanto ¥(EN PN A) = v(PNA). Ademés
0<v(ENP'NA)<v(ENP)=0 H Finalmente,

it (A) = v(P N A) = v (4)
para todo A € M. De igual manera se prueba que v~ = u~ ctp v. O
Ejercicio 4.55. Se deja como ejercicio verificar que
1. Siv < py vly entonces v = 0.
2. Si v; Ly para todo j € N entonces Zj vilp.
3. Si v; < p para todo j € N entonces > v; < p.

Definicién 4.56. La integral de una funcién medible f respecto de una medida signada v se define como

/fdz/:/fdy+—/fdu‘.

Donde v+ y v~ son las descomposiciones dadas en el Teorema El espacio L'(v) = L'(vt) N L (v7).

Ademas,
| [ga|<| [ gat| | [ rar| < [1lat+ [1fiar = [1fiap.

10observar que aqui se usa que E es positivo y por lo tanto vale la monotonia
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4.4.3. Teorema de Radon-Nikodym

Antes de demostrar el teorema vamos a demostrar un lema necesario para la demostracién del Teorema
de Radon-Nikodym

Lema 4.57. Sean v y p medidas en (X, M) positivas y finitas entonces o bien vy o existe E € M y
€ >0 tal que u(E) > 0 y E es positivo para v — ep, es decir v(A) > eu(A) para todo A C E. Observar que
son condiciones excluyentes.

Demostracion. Para ver que son excluyentes, supongamos que vy por lo tanto existen Py @ disjuntos,
donde P es el soporte de v y @ el de u. Si existiera el conjunto E tal que v — eu es positivo en FE, se
tendria que 0 = v(EN Q) > eu(E N Q), por lo tanto u(E N Q) = 0, lo cual implica que p(E) > 0 ya que
w(ENQ°) =0,y esto contradice que u(E) = 0. Si ahora suponemos que existe el conjunto E y € > 0, con
w(E) > 0y E positivo para v — eu, y que son mutuamente singulares se llega a la misma contradiccién.

Consideremos las medidas v — (1/n)u y { Py, Ny, } su descomposicién de Hahn, sea {P’, N’} la descom-
posiciéon de Hahn de p. Sea P = U, P, y N =N, N, = P°. Veamos que N es nulo para v, con lo cual si
1(P) = 0 entonces v_Lu, por el contrario si u(P) > 0 existe m tal que u(P,,) > 0 y en este caso tomamos
E=P,ye=1/m.Si AC N, entonces v(A) < (1/n)u(A). Observar que N,, O N, 11. Sea B C N, como
v es finita

1
v(B) =limyv(BNN,) <lim—u(BNN,)=0 (4.15)
n

donde el limite a la derecha es 0 porque p(N') < u(BNN,,) < u(P’) < co. (4.15)) prueba que N es nulo
para v. O

Teorema 4.58. Teorema de Radon-Nikodym. Sea v una medida signada en (X, M) y p una medida
positiva en (X, M) ambas o-finitas. Entonces:

1. existen medidas signadas X\ y p tal que v =A+p, ALy yp < i

2. existe f medible, integrable (extendida) respecto de p y
p(E) = / fdu VE e M
E

3. A\ f,p son unicas ctp p.

Demostracion. Supongamos primero que v y g son finitas y positivas. Sea
5= {f:X—> [0, 0] : / fdu < v(E) VEEM}.
E
Veamos primero que si f1, f2 € § entonces g(x) = méx{fi(z), f2(x)} € F ya que

[oans [ fdu+ | fodn < W(EN{f > fo}) 4 UEN {2 > 1)) = v(E).
E En{fi>f2} En{f2>f1}

Definimos

a:wp{Afw:fesy

observar que a < v(X) < co. Sea f, € § tal que [ fndy — a, definimos

gn(z) = méx{f1(z),..., fu(x)},

T



Capitulo 4. Medidas abstractas

como vimos antes g, € §y g» > f; para todo ¢ = 1,...,n por lo tanto fX gndp — a, ademds g, es una

sucesién creciente de funciones medibles entonces existe f medible tal que g,(x) — f(z). Por el teorema
de convergencia mondtona

/ fdp = lim [ g,dp=a,
X n—oo X
ademds f € § ya que
/ fdp = lim gndp < v(E) VE € M.
E E

n— oo

Definimos la medida p en M como p(E) = [}, fdu, es claro que se cumple que p < p. Observar que
v — p > 0 por definicién de §. Veamos que v — pLu. Por el Lema si no se cumple v — p Ly existe
E € M tal que u(E) >0y e > 0 tal que v — p > ep en E. Veamos que con esto tltimo se llega a una
contradiccién, por un lado

/ (f +elg)du = / fdp+ ep(E) > a, (4.16)
X b
Veremos que f+elp € §F. SiACE
[+ amans [ gaurenay< [ fdusvia) - p(a) =v(a), (4.17)
A A A

SiAeM
/(f + €lg)dp S/ (f+€HE)dM+/ (f +elg)du
A ANE AnEe

La primera de estas integrales la podemos acotar usando ((4.17))

/ (f+elg)du <v(ANE)
ANE

por otra parte, la segunda la acotamos:

/ (f + elp)du = / fdp+ / lpdy = / fdp < V(AN E°)
ANEc ANEc ANEc ANEc

Donde en la ultima desigualdad usamos que f € §. Finalmente,
/ (f+elg)du <v(ANE)+v(ANE°) =v(A)
A

Esto prueba que f + elg € § lo cual es absurdo por y la definicién de a. Hemos probado entonces
que v — pLu. Definimos A = v — p. Veamos que la descomposicién es dnica, si tuviéramos v = X + p’ con
Nlpy p < pentonces A — N = p— p' pero p — p’ < p mientras que A — X Ly con lo cual, por el punto
1 del Ejercicio [£55]p = p' y A = X.

Si v y u son positivas y o-finitas existe A,, una sucesién de conjuntos de medida p y v finita tal
que X = UpA,, podemos asumir que son disjuntos 2 a 2. Definimos las medidas v, y p, tal como
v(E) =v(ENA,) y un(E) = p(E N A,). Son positivas y finitas y por lo tanto existen A, y p, tal que
Un = A+ Py AaLiin ¥y pn < pin, ¥ dpn = fndpiy,. Definimos

A=D2 A p=D =D e
n n n
Por el punto 2 y 3 del ejercicio [4.55] se concluye que ALy y p < p.
Si v es signada usamos la descomposicién de Jordan de v y escribimos v = v+ — v~ donde v+ y v~

son positivas. Por lo tanto existen medidas AT y p* tal que v = AT 4+ pt, AT Lpy p™ < p. Y medidas
A" lpy p~ < ptal que v~ = A7 + p~. Finalmente, v = AT — A\~ + pT — p™. O
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Definicién 4.59. La funcién f dada por el teorema anterior se llama la derivada de Radon-Nikodym
de p respecto de p y de denota dp/du.

Teorema 4.60. Sea v una medida o-finita y signada, definida en (X, M). Sean p y X o-finitas y positivas,
definidas en M, tal que v < p y p <€ \ entonces

1. Sig € L*(v) entonces g(dv/du) € L' (u) y
dv
Joar= [ o(5)an (4.18)

dv du
@ =7 u( z) 7 (),
donde esta igualdad vale para todo x salvo un conjunto de medida nula respecto de \.

2. v< Ay ademds
(4.19)

Demostracién. Considerando v y v~ basta probarlo para v > 0. Para demostrar 1, como v < u, existe
dv/dpu, tomemos primero g = Ig con E € M, vale (4.18)) para g ya que:

dv dv
du:/dyzyE :/—d /]I —du.
/Xg : (E) =) ey

Ademés esta igualdad prueba que en este caso g(dv/du) € L' (i), ya que dv/du(z) > 0 ctp x respecto de
py ademés I € LY(v) es equivalente a v(FE) < oo. Por linealidad vale para las funciones simples. Sea
S, 1 g simples, con g € L(v),

d d
/gdy— /th dy—hm/SndV—hm/S —d,u /limSn—Vd,u:/g—ydu
dp dp

donde hemos usado el teorema de convergencia monétona dos veces, y que lo probamos para las funciones
simples S,,. Esto prueba la parte 1.

Para demostrar la parte 2, observemos que como v < pu, para todo £ € M,

/ —du / HE@du
dp

tomemos g = Igdr/du y aplicamos la parte 1 usando que g < A
dv dv d,u dv dp
Ig—d I d\
/x B ™ / E dudn’ /dud)\

dv
v(E :/ —d,

por lo tanto hemos probado que para todo F € M,

dv dv dp
Ead/\_/ R = u(B),

como dv/dA es tnica (ctp ) obtenemos (4.19)). O

si usamos ahora que v < A,

Corolario 4.61. Si A < p y p < \ entonces

a (dﬁ)*l

dp ~\ax) -
Como v < |v| existe dv/d|v| y es igual a Ip(x) —In(x) donde {P, N} es la descomposicion de Hahn de v,
en particular |dv/d|v|(z)] =1 ctp |v|.
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4.4.4. Sobre la derivabilidad de las funciones mondotonas.

Vamos a demostrar, usando el Teorema de Radén Nikodym, el Teorema que establece que las fun-
ciones continuas y mondtonas son derivables ctp respecto de la medida de Lebesgue. Con una demostracién
similar se prueba que las funciones mondtonas, no necesariamente continuas, también son derivables ctp.

Teorema 4.62. Sea F': R — R continua y mondtona entonces F' es derivable ctp.

Demostracion. Primero observemos que existe una tnica medida positiva pp tal que pr((a,b]) = F(b) —
F(a) (esto se puede hacer por medio del Teorema {4.16)), que se puede definir en la o-algebra de Borel en
R. Como F' es monotona es o-finita. Por el Teorema (con v =pp y p=m) existe ALm y f tal que

ur(E) = \(E) + [E fdm.

Sea E, = (x + r]. Veamos primero que A(E,)/m(E,) — 0.

2B | B Bl Az )

m(E,) | = m(E) ©  m(E,)  (1/2)m(B(z,r)’

Por lo tanto podemos suponer A > 0 ya que |A| Ly es equivalente a ALy. Como ALm existe A Boreliano
tal que A(A) = m(A°) = 0, definimos

Fk:{.IEA:m AB(z, 7))

M (Br2)) > 1/k}.

Veamos que m(F})) = 0 para todo k. Se deja como ejercicio verificar que para todo € > 0 existe U, abierto
tal que A C U, y AM(Ue) < EB. Cada x € Fy, es centro de una bola B, C U, tal que A\(B,) > k~'m(B,). Si

V.= B

zeFy,

y ¢ < m(Ve), por el Lema existen x1,...,2y y bolas By, ..., B;, disjuntas tal que
J J
c <3 m(By,) <3kY_ ABy,) < 3kAVe) < 3kA(U.) < 3ke
j=1 j=1

por lo tanto m(V.

< 3ke y como Fy, C V., y ¢ es arbitrario m(F)) = 0 para todo k. Por lo tanto
m (AU (UpFy)) y

)
0,y six ¢ UgFy,
0 < Tim AB(z, 7))

2 m(Ble)

Vamos a aplicar el Corolario a la familia de conjuntos E, = (z + 7], para eso observemos primero
que esta familia se contrae de forma regular a x (ver Definicién [3.12). Por lo tanto, para casi todo x.
p(Er) 1

(5]~ m(Ey) Jy, S WA S cvandor 0.

Esto prueba que, para casi todo =,

Fatn-Fa) )
lim ———————~ =
r—0+ T r—0+ m(E,)

= f(x).

Hpara eso se usa que d\ = dup — dfdm, y se aplica la Proposicién m para pup y fdm
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Si tomamos E, = (x — r,z] se concluye que, para casi todo x ctp m.

@) = tim PEED ) F@ZFl=n) g Fledr) - Flo)

r—0+ m(E,) r—0+ r r—0— r

Por lo tanto F' es derivable ctp. O
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Capitulo 5

Medidas de Radon y Teorema de
Riesz

El objetivo de este capitulo es estudiar el conjunto de las medidas signadas abstractas definidas en
un espacio topoldgico X localmente compacto y Hausdorff (este tipo de espacios los denotaremos como
espacios LCH), E] con la o-algebra de Borel que denotaremos Bx. En particular estudiaremos aquellas
medidas (llamadas medidas de Radon, ver Definicién que tienen ciertas propiedades de regularidad
que tiene la medida de Lebesgue. Al final del capitulo probaremos que Cy(X)* es isométrico al espacio
vectorial de las medidas signadas finitas de Radon en X con la norma de la variacion totaﬂ Este importante
resultado se conoce como Teorema de Representacién de Riesz. Primero lo estudiaremos para el caso de
funcionales lineales positivos. Si bien se pueden extender estos resultados a funcionales a valores complejos,
nos limitaremos a funcionales (continuos) a valores reales.

5.1. Funcionales positivos en C.(X)

Definicién 5.1. Un funcional lineal I en C’C(X)E] es un funcional lineal positivo si I(f) > 0 para toda
f=0.

Es inmediato que si p es una medida (positiva) en Bx, tal que pu(K) < co para todo K compacto, el
funcional I(f) = [ « fu definido en C.(X) es positivo. Veremos que todo funcional lineal positivo es de
esta forma para alguna p. Si imponemos algunas restricciones extra en j veremos que ademads existe una
unica medida p para la cual esto vale. Antes de eso vamos a probar una proposicién.

Proposicién 5.2. Si I es un funcional lineal positivo en C.(X), para cada K C X compacto existe Cx
una constante tal que |I(f)] < Cklfllco, para toda f € Co(X) tal que sop(f) C X.

Demostracion. Por el Lema de Uryshon (ver Lemaen el apéndice), dado K compacto existe ¢ continua
a valores en [0, 1], con soporte compacto y tal que p(x) = 1 para todo z € K por lo tanto si sop(f) C K,
()] < || fl¢(x). Esto implica que

[fllcp(@) = f(z) 20y [Ifllecte(®) + f(x) = 0.

Por lo tanto como I es lineal y positivo.

1Se recomienda para su lectura repasar algunas definiciones que se encuentran en el apéndice
2Recordar que ya probamos que el espacio SF(X) es un espacio vectorial normado

3En lo que sigue tomamos como definicién de soporte la que dimos en el apéndice: sop(f) = (f—1(0))¢
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[fllocd(@) =I(f) 20 vy [fllecL() +1(f) =0,
o0 lo que es lo mismo |[I(f)] < I(©)]f]loo- O

Observacién 5.3. Un funcional lineal positivo en C.(X) no tiene por qué ser acotado (es decir que exista
C' tal que para todo f, |T(f)| < C|flleo), para eso basta pensar el funcional en C.(X) que es la integral
de Lebesgue. Es decir I(f) = [, fdm. Este funcional no se puede extender a Co(X) (ya que hay funciones
positivas en Co(X) que integran infinito). Como Co(X) es la completacion de C.(X) (ver apéndice) con
la distancia uniforme, si un funcional lineal estd definido en C.(X) y es acotado, se puede extender (por
continuidad) a Co(X). Se puede probar también que los funcionales lineales definidos en todo Cy(X) son
acotados.

Definicién 5.4. Sea p una medida de Borel en X y F un boreliano de X,

= Se dice que p es regular exterior en F si
w(E)=if{u(U): ECU, U abierto}
= Se dice que u es regular interior en F si

w(E) =sup{u(K): K C E, K compacto} (5.1)

= Si u es regular exterior e interior en todo boreliano E se dice que es regular.

Definicién 5.5. Se dice que p es una medida de Radon en X si es finita en compactos, regular exterior
en todo By y regular interior en abiertos.

Vamos a demostrar ahora el teorema de representacion de Riesz para el caso particular de funcionales
positivos en C.(X). Antes de eso introducimos algo de notacién,

Definicién 5.6. Si U es un abierto de X y f € C.(X) decimos que f se subordina a U y denotamos
f=Usi0< f<1lysop(f)cCU.

Teorema 5.7. Teorema de Representacion de Riesz para funcionales positivos. Si I es un
funcional lineal positivo en C.(X) existe una tinica medida de Radon u en X tal que

10) = [ fdn Ve eCux)

ademds | verifica que

1.
pw(U) =sup{I(f): feCe(X) y f<U} para todo abierto U (5.2)

w(K) =if{I(f): feC(X)y f>Ik} para todo compacto K (5.3)

Demostracion. Vamos a probar primero la unicidad. Si p es una medida de Radon tal que I(f) = [ fdu
para toda f € C.(X), y U C X es un abierto, es claro que I(f) < p(U) si f < U. Si K C U es un
compacto, por el Lema de Urysohn existe f € C.(X) tal que f < U y f(x) = 1 para todo = € K. Por lo
tanto

() = [ < [ gau=109).
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Como p es regular interior en U, tomando supremo en la ecuacion anterior, en todos los compactos K C U
obtenemos que

w(U) < I1(f),

esto junto con I(f) < u(U) prueban que la medida p esta univocamente determinada por I en todos los
abiertos, y como es regular exterior, lo estd en todo Bx. Esto prueba la unicidad. Para probar la existencia
definimos

w(U) =sup {I(f): feC(X)y f=<U} (5.4)

para todo abierto U, y definimos
p*(E) =inf {u(U) : EC U, U abierto}. (5.5)

Como 0 < f <1y sop(f) Cc U, wU) < u(V)siU C V. Por lo tanto pu(U) = p*(U) si U es abierto.
Probaremos que

1) p* es una medida exterior

2) Todo abierto es p* medible. Por lo tanto por el teorema de Caratheodory todo boreliano es p*
medible y p* resctricta a Bx es una medida (que denotamos ). Por definicién u es regular exterior

y cumple (5.2).

3) u cumple (5.3). Esto implica que p es finita en compactos (ya que I(f) € R). Veamos que es regular
interior en abiertos: sea U abierto y v < u(U), por (5.4)), existe f € Co(X) tal que f < U y I(f) > a,
sea K = sop(f). Si g € Co(X) y g > Ik entonces g > f y como I es positivo I(g) > I(f) > a.
Como en estamos asumiendo tenemos que u(K) > a. Por lo tanto u es regular interior en U

(ver (5.1))).
4) I(f) = [ fdp, para toda f € Co(X).
Vamos a demostrar estos puntos 1 a 4

1) Es suficiente probar que si {U;}; es una sucesién de abiertos y U = U32,U; entonces pu(U) <
Z;‘;l w1(Uj). Ya que si se cumple eso veremos que

p(E) = {,ZMUj) :Uj abiertoy FE C U Uj} = ug(E) (5.6)

j=1

y ya vimos que uf define una medida exterior. Para ver (5.6 (asumiendo p(U) < Z;’il w(U;)). Es
claro que p* > pf ya que si U es un abierto tal que E C U (como en (5.5)) entonces £ C U;U; con
U; =U) y por lo tanto estan considerados en (5.6). Para probar la otra desigualdad basta observar
quesi B C U2, U; =U

o0

S u(U;) = p(U) = 1 (B)
j=1

y tomando infimo a la izquierda de esta ecuacién se obtiene que uf(E) > p*(E). Veamos que
w(U) < Z;’il w(Uj). Sea f € Co(X) tal que f < U y sea K = sop(f). Como K es compacto
K C U?_,U; para algtin n. Por lo tanto por el Lema existen gi,..., g, € Ce(X) tal que g; < U;
Y >.j=19; = L en K. Por lo tanto

F=>" g,
j=1
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y fg; < Uj entonces I(fg;) < pu(U;) por (5.4), y por lo tanto

n

I(f)=> I(fg;) < ZM(UJ') < ZM(UJ‘)-

j=1
Como esto vale para todo f < U, tomando supremo a la izquierda, por (5.4)), u(U) < Zj‘;l w(U;).

2) Tenemos que mostrar que si U es abierto y F es cualquier subconjunto de X tal que u*(F) < oo
entonces
() = p*(ENU) + p* (B\ ).
Supongamos primero que F es abierto, por lo tanto £ N U es abierto. Por (5.4), dado € > 0 existe

felCX)talque f < ENU y I(f) > w(ENU) —e. Ademds E \ sop(f) es abiertﬂ Nuevamente
por (5.4)) existe g € C.(X) tal que g < E \ sop(f) v I(g) > w(E \ sop(f)) — €. Como f+g < E,

w(E) 2 I(f) + 1(g) > w(ENU) + u(E\ sop(f)) =2 2 p (ENU) + p*(E\U) — 2,

como € — 0 se obtiene la desigualdad que queriamos. Para el caso general (no necesariamente E
abierto), si p*(E) < oo existe V abierto tal que E C V' y u*(V) < u*(E) + ¢, por lo tanto

pH(E)+ezp(V)Z2p (VNU)+p(VAU) 2 p (ENU) +p"(E\U),
y tomamos € — 0.

3) Si K es compactoy f € Co(X) y f > Ik, sea U = {x : f(x) > 1 — €}, U es abierto y K C U..
Si g < Ue como 0 < g <1, tenemos que g < (1 —¢€)~Lf, por lo tanto I(g) < (1 — €)1 I(f). Como
K Cc U p(K) < p(Ue) < (1 —e€)71I(f), por lo tanto tomando € — 0, u(K) < I(f). Observar que
para todo abierto U C K, por el lema de Urysohn existe f € C.(X) tal que f > Ix y f < U, por
lo tanto por (5.4) I(f) < u(U). Como p es regular exterior (ya que coincide con p* en Bx, y p* es
regular exterior por definicién), podemos tomar U tal que pu(U) < pu(K) + € y esto prueba (5.3).

4. Es suficiente mostrar que I(f) = [ fdp para toda f : X — [0,1] ya que toda funcién de C,(X)
se puede obtener como combinacion lineal de estas funciones. Dado un ntmero natural N, para
1 < j < N definimos

Kj:{m:f(x)z%.} Ky = sop(f).

Definimos también f1,..., fxy € Ce(X) como

0 Sil‘¢Kj_1
filw) =< flx) — & siz€ Kj1\ Kj
% siz € K;

Observar que Z;\le fj = f, ademés

1 1
N]IK]- S f] é N]IK]',17

de donde ) )
yAEG) < /fde < A -1)-

4recordar que en este capitulo adoptamos la definicién sop(f) = f—1(0)
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Como p satisface (5.4) y f; € Co(X), si U es un abierto que contiene a K;_; tenemos que N f; < U
y por lo tanto I(f;) < N~'u(U). De esto dltimo junto con la regularidad exterior I(f;) < u(K; -1,

si usamos ahora (5.3))
1 1
N AUEG) < I(f3) < Jpu(Ej-1).

N . . .
Como 3 i1 f; = f, sumando en j en las ecuaciones anteriores

combinando estas dos ultimas desigualdades obtenemos que
100 = [ fau] < 5 [nt0) = (i) < o tson()
- N - N

como p(sop(f)) < oo (ya que p es finita sobre compacto) obtenemos que I(f) = [ fdu.

5.2. Regularidad de las medidas de Radon

Vamos a probar algunas propiedades de regularidad de la medida de Radon que obviamente las comparte
la medida de Lebesgue.

Proposicion 5.8. Siu es una medida de Radon en X entonces es reqular interior en todos los subconjuntos
o-finitos. En particular toda medida de Radon o-finita es regular.

Demostracion. Supongamos primero que p(E) < oo vamos a probar que pu es regular interior en F, como p
es regular exterior (por ser de Radon) podemos elegir U abierto tal que E C U y u(U) < u(E)—e. Ademaés,
como es regular interior en abiertos existe ' C U, F' compacto tal que u(F') > p(U) — €. Por lo tanto
w(E) < p(U) < p(F)+e. Como pu(U\ E) < € nuevamente usando que 4 es regular exterior existe V abierto
tal que UNE CV y u(V) <e. Sea K = F\ V, observar que K es compacto (ya que es un subconjunto
cerrado de un compacto) y K C E, usando que (FNV)UF\V = F y acotando u(FNV) < u(V),

W) = w(F) —w(FNV) > u(E) —e—pu(V) > u(E) — 2.

Por lo tanto p es regular interior. Por otra parte si E es o-finito pero u(E) = oo entonces existen subcon-
juntos {E;};, de medida finita E; crecientes a E por lo tanto p(E;) — pu(E) y en estos conjuntos podemos
tomar compactos K; C E; tal que u(K;) > u(E;) — €, por lo tanto u(K;) — oo y esto prueba que p es
regular interior en F. O

El siguiente resultado se prueba de manera similar al Teorema (|1.20))

Proposicién 5.9. Sea p una medida o-finita en X y E € Bx. Para todo € > 0 existe U abierto y F
cerrado tal que F C ECU y

Proposicién 5.10. Si o es una medida de Radon en X, C.(X) es denso en LP(u) para todo 1 < p < co.
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Demostracion. Como las funciones simples son densas en LP es suficiente mostrar que si u(E) < oo, Ig se
puede aproximar en la norma LP por una funcién en C.(X). Dado ¢ > 0, por la Proposicién existe
K compacto tal que K C E'y u(E\ K) < €, ademds como p es regular exterior existe y U abierto tal que
EcUyuU\E)<e, por lo tanto u(U \ K) < 2e. Por el Lema de Urysohn podemos tomar f € C.(X)
tal que [ < f < 1y. Entonces

It = Sl < ([0 ~Teran) " < w7 < (210

O

Para terminar esta seccién vamos a dar una demostracién del Teorema de Lusin que vimos para la
medida de Lebesgue, pero para espacios LCH y medidas de Radon, que nos servird para probar el teorema
de representacion de Riesz

Teorema 5.11. Teorema de Lusin. Sea p una medida de Radon en un espacio LCH X, sea f: X — R
una funcion medible tal que m(E) < oo donde E = f~1(0)¢. Para todo € > 0 existe ¢ € C.(X) tal que

m({z:1@) # e@)}) <e.
si [ es acotada ¢ se puede elegir para que ||@]loo < ||flco-

Demostracién. Supongamos primero que f es acotada, entonces f € L!(u), por la proposicién anterior
existe una sucesion g,, € C.(X) que converge en L' a f. Por el Corolario (se deja como ejercicio ver que
tanto ese corolario como el teorema anterior valen en L (1)), existe una subsucesién de g,, que seguiremos
denotando g,, que converge ctp a f. Por el Teorema de Egorov existe A C E tal que u(A\F) < ¢/3y g, = f
en A. Como p es regular interior en abiertos existe B C A compacto tal que pu(A\ B) < € < /3, y como es
regular exterior existe U abierto tal que u(U\ E) < ¢/3. Como g = f en B, por el Teorema de extensién de
Tietze[AF] existe g € Co(X) tal que g = f en By sop(f) C U. Observemos que {z : f(z) # g(z)} C U\ B
y (U \ B) < e. Vamos a elegir ¢ para que ||¢]lco < ||f]lco, Para eso consideremos 3 : R — R tal que

Bz) = {x si [z] < [ £lloe

I Fllocsigno(z) st |2 > [ f]le

ahora definimos ¢ = o g, es claro que ||¢]|lcoc < ||fllo ¥ en el conjunto de los z tal que g(z) = f(x) ,

p(z) = f().

Si f no es acotada, sea A, = {z : |f(z)] < n}. A, T E entonces para n suficientemente grande
w(E\ A,) < €/2. Razonando como antes existe ¢ € C.(X) tal que ¢ = fI4, , salvo en un conjunto de
medida menor que ¢/2. Por lo tanto ¢ = f salvo un conjunto de medida menor que e. O

5.3. El dual continuo de Cj(X)

Como Cp(X) es la clausura (con la norma del supremo) de C.(X), si p es una medida de Radén en
un espacio LCH X, un funcional I(f) = [ fdu es acotado en C.(X) se extiende de manera continua a
su clausura Cy(X). Por otra parte si un funcional de esta forma se extiende de manera continua a todo
Co(X), tiene que ser u(X) < oo ya que

p(x) =sup { [ g s ecuxoz <l
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Como ya hemos probado que los funcionales positivos en C(X) tienen la forma | fdu, esto prueba que los
funcionales positivos y continuos en Cy(X) son integrales respecto de medidas de Radon. Lo que haremos
ahora es ver como es el resto de los funcionales continuos en Cy(X), que denotamos Cy(X)*. Para eso
primero probamos que todo funcional en Cy(X) se puede descomponer como resta de dos funcionales
positivos:

Lema 5.12. Si I € Co(X)* existen funcionales positivos IT y I~ en Co(X)* tal que I =1t — 1.
Demostracion. Si f € Co(X) y f > 0, definimos,

IT(f) =sup{I(g) : g € C(X),0< g < f}.
Como |I(9)] < [[Illgllcc < || f]lc Para 0 < g < f obtenemos que I*(f) es finito y estd acotado

por ||I]||f|lcc- Veamos que_ I" es la restriccién a las funciones no negativas de Cp(X) de un funcional
lineal. Obviamente I1(cf) = cIT(f) si ¢ € [0,00). Ademés si 0 < g1 < fy 0 < go < f entonces

0<g1+go < fi+ foy por lo tanto por definicién de I+

I (fi+ f2) > I(g1 4 g2) = I(g1) + I(g2)-

por lo tanto I (f; + fo) > I (f1) + I (f2). Por otra parte si 0 < g < f1 + f2 definimos g; = min(g, f1) y
go =g — g1 entonces 0 < g1 < f1 y0< go < fo, por lo tanto

I(g) = 1(g1) + 1(g2) < ITH(f1) + I (f2)

por lo tanto tomando supremo en g, IT(f1 + f2) < IT(f1) + I (f2). Esto prueba que I'" es lineal en las
funciones positivas de Co(X). Si tenemos f € Cy(X) (no necesariamente positiva) escribimos f = f* — f~
y definimos I'T(f) = I (f*)—I"(f~). Para ver que no depende de la descomposicién basta tomar g, h > 0
talque f =g—hconlocual g+ f~ =h+ fT y como It es lineal en las funciones positivas

) +IT(f7) =T (n) + T (f7).
Por lo tanto IT(f) = I (g) — I't(h). Ademés
(TN < max(IF(F5), 17(f7)) < I max ([l lloos 1 lloo) = TN llso-

En general definimos I~ = IT — I, es inmediato que esto define un funcional lineal positivo y acotado.
O

Definicién 5.13. Una medida signada finita v se dice que es una medida signada de Radon si su parte
positiva y negativa son medidas de Radon finitas. Denotamos M (X) al conjunto de todas las medidas
finitas signadas de Radon en XEl, en este espacio podemos definir ||u|| = |p|(X) donde |u| es la variacién
total de p. Se puede ver que M(X) es un espacio vectorial y ||| define una norma. Se puede demostrar
ademds que p es de Radon si y sélo si |u| es de Radon.

Teorema 5.14. Teorema de Representacion de Riesz. Sea X un espacio LCH, dada pn € M(X) el
mapa que asigna a i el funcional I, definido en Co(X) como I,(f) = [ fdu, es un isomorfismo isométrico
entre M(X) y Co(X)*.

Demostracién. Por el Lema todo funcional I € Co(X)* se escribe como I(f) = I (f)—I~(f) = [ fdu
donde p = u* — =, siendo p* y u~ las medidas de Radon correspondientes a IT e I _E| Reciprocamente

sip e M(X),
| [tan| =] [ sat = [ sau| < [150dlel < Sl

Ses decir —oo < v(E) < oo para todo medible E
6Se deja como ejercicio verificar que la parte positiva de p es efectivamente la medida correspondiente a I y la parte
m
negativa es la correspondiente a I~ .
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Esto prueba que I, € Co(X)* y [[I||p < |lp||. Para probar la otra desigualdad, como p < || existe
h = dp/d|p|, ademés |h(z)| = 1 ctp z respecto de |u| (ver Corolario [.61). Sea e > 0, por el Teorema de
Lusin existe f € C.(X) tal que ||f|lcc <1y f = h excepto en un conjunto E con |u|(E) < ¢/2 Entonces,
usando que hd|u| = duy h? =1,

il = ul(X) = / h2dl| = / B2dlp| = / hd,

observar que esta ultima integral es positiva ya que h = Ip — [y, entonces

[ vdn=]| | =| [~ prau] +| [ o

\/(h—f)du\Jr\ S/Ih—fldlu\ sz/Edlul < 20ul(E) < e.

b

ahora acotamos

Por lo tanto

I < | [ gl e s 1,00+

Esto prueba que ||p|| < || 1| O
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Aquf incluiremos algunas definiciones y resultados (la mayoria de ellos se dejan como ejercicios), rela-
cionados al conjunto de cantor, la funcién de cantor, asi como algunos ejemplos curiosos de la teoria del a
medida.

A.1. Algunas definiciones y resultados

Definicién A.1. = Un espacio topoldgico X es Hausdorff si dados = # y en X existen V, y V,,
entornos de = e y respectivamente tal que V, NV, = VE]

= Un espacio topologico X es localmente compacto si para todo x existe U abierto y K compacto
tal que z € U C K.

= Un subconjunto X de un espacio topoldgico es perfecto si es cerrado y no tiene puntos aislados.

= Un subconjunto X de un espacio topoldgico es totalmente disconexo si sus Unicas componentes
conexas son los puntos de X

Lema A.2. Lema de Urysohn. Si X es un espacio topolégico y K C U C X donde K es compacto y U
es abierto existe f : X — [0,1] continua tal que f(x) =1 para todo x € K y f(x) =0 para todo x € U

En lo que sigue sop(f) = (f=1(0))° lo cual es ligeramente distinto a la definicién que dimos para
funciones medibles.

Definicién A.3. Vamos a definir algunos espacios de funciones en X un espacio topoldgico localmente
compacto y Hausdorff.

C(X) es el espacio vectorial de las funciones continuas definidas en X a valores reales o complejos
C.(X) es el subespacio vectorial de C'(X) formado por las funciones continuas con soporte compacto.

Co(X) es el subespacio vectorial de C(X) de funciones que se anulan en infinito. Esto quiere decir que para
todo € > 0

{z:[f(x)] > €}

es compacto.

1Recordar que V es un entorno de z si existe U abierto tal que z € U C V
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Es inmediato verificar que C.(X) C Cy(X), observar que en Cy(X) (y por lo tanto también en C.(X))
podemos definir || f||c = sup,ex |f(2)|, se deja como ejercicio verificar que esto es una norma. Se puede
probar también que la clausura de C.(X) con la métrica uniforme es el espacio Cy(X). Veamos algunos
elementos basicos de anélisis funcional que nos serviran en el capitulo 5.

El siguiente resultado se prueba a partir del Lema de Urysohn (una demostracién del mismo se puede
encontrar en [2], Proposicién 4.41) para eso definimos f < U si 0 < f <1y sop(f) CU.

Lema A.4. Sea X LCH, y K C X compacto, sea Uy,...,U, un cubrimiento finito de K, existen
g1, 9n € Ce(X) tal que g; < Uj y

Zgj(x)zl Vo e K.
j=1

Teorema A.5. Teorema de extension de Tietze. Sea X un espacio LCH y K C X compacto, si
f € C(K) existe F € C(X) tal que F restricta a K es igual a f y ademds F se puede elegir para que sea
nula fuera de un compacto.

Definicién A.6. Una transformacién lineal T : U — V entre dos espacios vectoriales normados se dice
acotada si existe una constante C' tal que para todo z € U, | T(z)|| < C||z|| E|Se puede demostrar ficilmente
que una transformacion lineal es acotada si y sélo si es continua. En el espacio de todas las transformaciones
lineales y acotadas (continuas) de U a V' (que usualmente de denota L(U,V)) se puede definir la norma

1T} = sup{[[T ()] = [l=]| = 1}. (A1)

Se puede demostrar facilmente que si V' es completo también lo es L(U, V). Se dice que T es una isometria
si [|[T(x)]| = ||z|| para todo x € U.

Definicién A.7. Dado un espacio vectorial normado V' denotamos V* a su dual continuo, es decir al
espacio vectorial de todas las transformaciones lineales y continuas definidas en V' a valores reales. Es un
espacio vectorial normado y completo, con la norma definida en (A.1)

A.2. Conjunto de Cantor
A.2.1. Con Medida Nula

Definimos una sucesién de subconjuntos de [0, 1] de la siguiente manera:

Co = [0,1] y para k > 0,C} es el conjunto que se obtiene quitando de cada componente de Cy_1 el
intervalo central abierto de proporci(nﬂﬁ =1/3.
Definimos el conjunto de cantor de los tercios centrales como

o0
C=()Cn
n=0
Algunas de sus propiedades son:

1. Es un conjunto no vacio, compacto, perfecto y totalmente disconexo.

2. C° es una unién numerable de intervalos abiertos dos a dos disjuntos, cuya suma de longitudes es 1.

2 Aqui hay un pequefio abuso de notacién ya que la norma a la izquierda de la desigualdad es en V' y a la derecha es en U
3Si I es un intervalo, el intervalo central abierto de proporcién & en I es el intervalo abierto I’ centrado en el punto medio
de I tal que |I'| =& - |I].
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3. x € C siy solo si z tiene una expansién ternaria donde no aparece el digito 1E|

4. Es no numerable.

A.2.2. Con medida positiva

Construiremos ahora un conjunto C' con el mismo procedimiento que el conjunto de Cantor, es decir,
retirando intervalos centrales en cada etapa, pero ahora en el k-ésimo paso la longitud de los intervalos
que se retiran es [y, donde la sucesién I, cumple que Y oo, 2071 < 1.

1. Sea XA = 32, 2171]; < 1, entonces m.(C) = A.

2. Si z € C entonces existe una sucesic'in {z} tal que z, ¢ C pero x, = x 'y T, € I,, donde I, es un
subintervalo en el complemento de C' con |I,,| — 0.

3. Ces perfecto y no contiene intervalos abiertos y es no numerable

A.3. Funcién de Cantor
Definimos primero una funcién F : C — [0, 1] donde C es el conjunto de cantor de medida nula (de los
tercios centrales) como
o0
Q;
F(z) = Z 9it1’

i=1

donde by, = ay/2 y © = > po,axr/3" es una expansién ternaria de z tal que a, € {0,2} para todo
k. Asf definida se puede probar que F es continua, sobreyectiva, creciente, F(0) = 0, F(1) = 1, y se
puede extender a todo [0, 1] de modo de que resulte continua y no decreciente (definiendola constante en
las componentes conexas de C°). La funcién que resulta de esta extensién (que la llamaremos F') tiene
derivada 0 ctp z, y por lo tanto no es absolutamente continua. Si definimos en [0, 1] (por medio del Teorema
de Caratheodory) la medida upr que se obtiene de extender la pre medida pg([a,b]) = F(b) — F(a) con
0 <a <b< 1. El soporte de esta medida es el conjunto de Cantor y por lo tanto ppLm.

4Todo real z € [0, 1] tiene una expansién ternaria de la forma z = 372 | g—,’; donde aj, € {0,1,2} para todo k (observar

que esta expansién no es dnica. Por ejemplo, 1/3 = 39° , 2/3F).
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