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VI. Integración en variedades

1. Integración en Rn

En esta sección repasaremos algunas definiciones y resultados de integración en Rn.

Recordar que un subconjunto A de Rn se dice compacto si es cerrado y acotado. Esta condición es equivalente
a que todo cubrimiento abierto de A contenga un subcubrimiento finito.

Si f : Rn → R es una función, llamamos soporte de f a la clausura de {x ∈ Rn : f(x) 6= 0}, es decir

sop f = {x ∈ Rn : f(x) 6= 0}.

Observar que sop f ⊂ Rn es cerrado. Si f es continua y sop f es compacto, tenemos definida
∫

Rn

f =

∫

· · ·

∫

Rn

f(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn.

Extendemos esta definición a funciones continuas con dominio acotado.
Sea U un subconjunto acotado de Rn y f : U ⊂ Rn → R una función continua. Observar que sop f ⊂ Rn es

compacto. Extendemos f a f : Rn → R mediante f(x) =

{

f(x) si x ∈ U

0 si x ∈ Rn \ U
y definimos

∫

U

f :=

∫

Rn

f.

El mapa
∫

U
es R-lineal, es decir si f, g : U → R son funciones continuas y a ∈ R, entonces

∫

U

f + g =

∫

U

f +

∫

U

g,

∫

U

af = a

∫

U

f.

Teorema 1.1 (Teorema de Fubini). Si f : [a, b] × [c, d] → R es continua, entonces

∫∫

[a,b]×[c,d]
f(x, y) dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)

dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)

dy.

Teorema 1.2 (Teorema de cambio de variable). Si U y V son subconjuntos abiertos de Rn tales que existe

un difeomorfismo h : U → V y f : V ⊂ Rn → R es una función continua con soporte compacto, entonces
∫

V

f =

∫

U

(f ◦ h) |det Jh| .

Observación 1.3. Las definiciones anteriores se extienden a Hn y se prueba que los resultados anteriores
siguen siendo válidos.
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2. Integración de n-formas en Rn

Si U ⊂ Hn es abierto y ω ∈ Ωn(U), entonces sabemos que existe una única función f ∈ C∞(U) tal que
ω = f dx1 ∧ · · · ∧ dxn. El soporte de ω se define por

sopω := {p ∈ U : ωp 6= 0} = {p ∈ U : f(p) 6= 0} ⊂ R
n.

Es decir sopω = sop f .

Observar que sopω ⊂ Rn es cerrado. Si sop ω es compacto, definimos

∫

U

ω :=

∫

U

f. (1)

Es decir
∫

U

f dx1 ∧ · · · ∧ dxn =

∫

U

f dx1 · · · dxn.

Es inmediato observar que si ω y η son n-formas en U con soporte compacto y a ∈ R, entonces aω y ω + η

son n-formas en U con soporte compacto y

∫

U

ω + η =

∫

U

ω,

∫

U

aω = a

∫

U

ω. (2)

De ahora en adelante consideraremos a todo subconjunto abierto de Rn como variedad orientada con la
orientación estandard.

Proposición 2.1. Sean U y V subconjuntos abiertos de Rn, h : U → V un difeomorfismo y ω una n-forma

en V de soporte compacto.

Si h preserva la orientación, entonces
∫

U
h∗(ω) =

∫

V
ω.

Si h invierte la orientación, entonces
∫

U
h∗(ω) = −

∫

V
ω.

Dem. Si ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxn, entonces h∗ω = (f ◦ h) det(Jh) dx1 ∧ · · · ∧ dxn. Luego

∫

U

h∗ω =

∫

U

(f ◦ h) det(Jh) dx1 ∧ · · · ∧ dxn
def
=

∫

U

(f ◦ h) det(Jh) dx1 · · · dxn.

Por otro lado aplicando el teorema de Cambio de Variable obtenemos

∫

V

ω =

∫

V

f dx1 ∧ · · · ∧ dxn
def
=

∫

V

f dx1 · · · dxn =

∫

U

(f ◦ h) |det(Jh)| dx1 · · · dxn.

La tesis se deduce de la siguiente observación:

h preserva la orientación ⇔ det(Jh) > 0 ⇔ |det Jh| = det Jh.

h invierte la orientación ⇔ det(Jh) < 0 ⇔ |det Jh| = −det Jh.

Observación 2.2. Un difeomorfismo h : U → V entre subconjuntos abiertos de Rn no tiene por qué preservar
ni invertir la orientación. Pero si U y V además son conexos, entonces la condición det(Jh) 6= 0 en U implica
que det(Jh) es de signo constante en U . Luego h preserva o invierte la orientación.
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3. Integración de formas en variedades

Un conjunto M ⊂ Rl es una variedad compacta si es una variedad y es un subconjunto compacto de Rl.
Ejemplos:

El toro y la esfera son superficies compactas orientables sin borde.

S = {(x, y, z) ∈ R3 : z =
√

1 − x2 − y2, x2 + y2 ≤ 1} es una superficie compacta orientable con borde.

S = {(x, y, z) ∈ R3 : z =
√

1 − x2 − y2, x2 + y2 < 1} es una superficie no compacta orientable sin
borde.

La banda de Möbius con borde es una superficie compacta no orientable.

Nuestra teoŕıa de integración se aplica a variedades compactas con borde orientables. Al final veremos cómo
se puede extender esta teoŕıa a variedades orientables no necesariamente compactas.

Una variedad compacta de dimensión cero en Rk es un conjunto finito de puntos aislados {p1, . . . , pn}.
Orientar a la variedad es asignarle un signo sg(p) = ±1 a cada punto p de la misma, luego una variedad
compacta orientada de dimensión cero es un conjunto finito M = {(p1, sg(p1)), . . . , (pn, sg(pn))}. Una 0-forma
en M es solo una función f : M → R. La integral de f en M se define mediante

∫

M

f :=
n
∑

i=1

sg(pi)f(pi) = sg(p1)f(p1) + · · · + sg(pn)f(pn).

Sea M ⊂ Rl una variedad compacta con borde orientada de dimensión n > 0.

Si A es un subconjunto de M , su clausura es A := ∩{B ⊂ M : A ⊂ B y B es cerrado en M}. Claramente
A es cerrado en M para todo A ⊂ M .

Sea ω ∈ Ωn(M). Definimos el soporte de ω por sopω = {p ∈ M : ωp 6= 0}. Observar que sopω es compacto.

Nuestro objetivo es definir
∫

M
ω. Empezamos con un caso particular.

Supongamos que existe X : U ⊂ Rn → V ⊂ M una parametrización compatible con la orientación de M

tal que sopX ⊂ V . Observar que X∗(ω) ∈ Ωn(U) y sopX∗(ω) = X−1(sop ω) luego sopX∗(ω) ⊂ Rn es
compacto. Definimos

∫

M

ω :=

∫

U

X∗(ω).

Para que esta definición tenga sentido hay que probar que no depende de la elección de la parametrización
y para esto basta con probar que si X̃ : Ũ ⊂ Rn → V ⊂ M es otra parametrización compatible con la
orientación de M , entonces

∫

Ũ

X̃∗(ω) =

∫

U

X∗(ω).

Como X y X̃ son parametrizaciónes que preservan la orientación de M , entonces h = X−1 ◦ X̃ : Ũ → U es
un difeomorfismo que preserva la orientación. Luego

∫

Ũ

X̃∗(ω) =

∫

Ũ

(X ◦ h)∗(ω) =

∫

Ũ

(h∗ ◦ X∗)(ω) =

∫

Ũ

h∗(X∗(ω)) =

∫

U

X∗(ω).

Observación 3.1. De la linealidad de X∗ : Ωn(V ) → Ωn(U) y de (2) se deduce que si a ∈ R, ω, η ∈ Ωn(M)
y existe V entorno coordenado de M tal que sop ω ∈ V y sop η ∈ V , entonces:

∫

M

ω + η =

∫

M

ω,

∫

M

aω = a

∫

M

ω. (3)
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Consideraremos ahora el caso en el cual sop ω no está contenido en ningún entorno coordenado.

Si f ∈ C∞(M), se define el soporte de f por sop f = {p ∈ M : f(p) 6= 0}.

Una familia {V1, . . . , Vn} de subconjuntos abiertos de M se llama un cubrimiento abierto de M si verifica
M = V1 ∪ · · · ∪ Vn.

Un prueba del siguiente teorema se encuentra en el libro “Cálculo en Variedades” de M. Spivak.

Teorema 3.2. Si {V1, . . . , Vn} es un cubrimiento abierto de M , entonces existen funciones diferenciables

p1, . . . , pn : M → R, que verifican:

sop pi ⊂ Vi, ∀i = 1, . . . , n.

0 ≤ pi ≤ 1, ∀i = 1, . . . , n.

∑n
i=1 pi = 1, es decir

∑n
i=1 pi(x) = 1, para todo x ∈ M .

Una familia de funciones {p1, . . . , pn} como en el teorema anterior se llama una partición de la unidad

subordinada al cubrimiento {V1, . . . , Vn}.

Sea ω una n-forma en M . Como M es compacta, entonces existe un atlas orientado A formado por una
cantidad finita de parametrizaciones, A = {X1, . . . , Xn}, Xi : Ui → Vi, i = 1, . . . , n y M = V1 ∪ · · · ∪ Vn.
Sea {p1, . . . , pn} una partición de la unidad subordinada al cubrimiento {V1, . . . , Vn}. Observar que piω es
una n-forma en M , sop(piω) ⊂ sop(pi) ⊂ Vi, ∀i = 1, . . . , n y ω =

∑n
i=1 piω. Definimos la integral de ω por

∫

M

ω :=
n
∑

i=1

∫

M

piω.

Para que esta definición tenga sentido, tenemos que probar que
∑n

i=1

∫

M
piω no depende de la elección del

atlas ni de la partición de la unidad. Sea Ã = {X̃1, . . . , X̃m}, X̃i : Ũi → Ṽi, i = 1, . . . , m y M = Ṽ1 ∪ · · ·∪ Ṽm

otro atlas orientado y {p̃1, . . . , p̃m} una partición de la unidad subordinada al cubrimiento {Ṽ1, . . . , Ṽm}.
De las relaciones

∑m
j=1 p̃j = 1 y

∑n
i=1 pi = 1 y de (3) se deduce

∫

M

piω =

∫

M





m
∑

j=1

p̃j



 piω =
m
∑

j=1

∫

M

p̃jpiω,

∫

M

p̃jω =

∫

M

(

n
∑

i=1

pi

)

p̃jω =
n
∑

i=1

∫

M

pip̃jω.

Luego
n
∑

i=1

∫

M

piω =
n
∑

i=1





m
∑

j=1

∫

M

p̃jpiω



 =
m
∑

j=1

(

n
∑

i=1

∫

M

pip̃jω

)

=
m
∑

j=1

∫

M

p̃jω.

Proposición 3.3. Si ω, η ∈ Ωn(M) y a ∈ R, entonces

∫

M

ω + η =

∫

M

ω +

∫

M

η,

∫

M

aω = a

∫

M

ω.
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Dem. Sea A = {X1, . . . , Xn}, Xi : Ui → Vi, i = 1, . . . , n y M = V1∪· · ·∪Vn un atlas orientado y {p1, . . . , pn}
una partición de la unidad subordinada al cubrimiento {V1, . . . , Vn}.

∫

M

ω + η =
n
∑

i=1

∫

M

pi(ω + η) =
n
∑

i=1

∫

M

(piω + piη) =
n
∑

i=1

(∫

M

piω +

∫

M

piη

)

=
n
∑

i=1

∫

M

piω +
n
∑

i=1

∫

M

piη

=

∫

M

ω +

∫

M

η,

∫

M

aω =
n
∑

i=1

∫

M

piaω =
n
∑

i=1

∫

M

apiω =
n
∑

i=1

a

∫

M

piω = a

n
∑

i=1

∫

M

piω = a

∫

M

ω.

Proposición 3.4. Sean M y N variedades compactas con borde orientadas de dimensión n. Si f : M → N

es un difeomorfismo que preserva la orientación y ω ∈ Ωn(N), entonces

∫

M

f∗(ω) =

∫

N

ω.

Dem. Supongamos primero que existe Y : U ⊂ Rn ≃
→ W ⊂ N una parametrización compatible con la

orientación de N tal que sopω ⊂ W . Sea V = f−1(W ) y X = f−1 ◦ Y : U
≃
→ V . Observar que X es

un difeomorfismo que preserva la orientación, luego X : U → V es una parametrización compatible con la
orientación de M . Es un ejercicio el verificar sop(f∗ω) = f−1(sop ω), luego sop(f∗ω) ⊂ V y

∫

M

f∗ω
def
=

∫

U

X∗(f∗ω) =

∫

U

(X∗ ◦ f∗)ω =

∫

U

(f ◦ X)∗ω =

∫

U

Y ∗ω
def
=

∫

N

ω.

Para el caso general, sea Ã = {Y1, . . . , Yn}, Yi : Ui → Wi, i = 1, . . . , n y N = W1 ∪ · · · ∪ Wn un atlas
orientado para N y {q1, . . . , qn} una partición de la unidad subordinada al cubrimiento {W1, . . . , Wn}.

Para i = 1, . . . , n definimos Vi = f−1(Wi), Xi = f−1 ◦ Yi : Ui
≃
→ Vi y pi = qi ◦ f .

Es un ejercicio el verificar que A = {X1, . . . , Xn}, es un atlas orientado para M , M = V1 ∪ · · · ∪ Vn y
{p1, . . . , pn} una partición de la unidad subordinada al cubrimiento {V1, . . . , Vn}. Luego

∫

M

f∗(ω)
def
=

n
∑

i=1

∫

M

pif
∗(ω) =

n
∑

i=1

∫

M

(qi ◦ f) (f∗ω) =
n
∑

i=1

∫

M

f∗(qiω) =
n
∑

i=1

∫

N

qiω
def
=

∫

N

ω.

Observación 3.5. La proposición 3.3 implica que si M es una variedad compacta con borde orientada de
dimensión n, p1, . . . , pn : M → R son funciones diferenciables que verifican

∑n
i=1 pi = 1 y ω ∈ Ωn(M),

entonces

ω = 1ω =

(

n
∑

i=1

pi

)

ω =
n
∑

i=1

piω ⇒

∫

M

ω =

∫

M

(

n
∑

i=1

piω

)

=
n
∑

i=1

∫

M

piω.

Luego si queremos definir
∫

M
ω de forma tal que verifique las proposiciones 3.3 y 3.4, entonces no hay otra

forma de hacerlo que la anterior.
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Definición 3.6. Si M es una variedad compacta con borde orientada, llamamos −M a la variedad M con
la orientación opuesta.

Proposición 3.7. Sea M una variedad compacta con borde orientada de dimensión n y ω ∈ Ωn(M),
entonces

∫

−M

ω = −

∫

M

ω.

Dem. Supongamos primero que existe X : U ⊂ Rn ≃
→ V ⊂ M una parametrización compatible con la

orientación de M tal que sop ω ⊂ V . Sea h : Rn → Rn el mapa

h(x1, x2, . . . , xn) = (−x1, x2, . . . , xn), ∀ (x1, x2, . . . , xn) ∈ R
n.

Claramente h es un difeomorfismo que invierte la orientación de Rn. Sea Ũ = h−1(U). La restricción de h

a Ũ es un difeomorfismo h : Ũ → U que invierte la orientación. El mapa X̃ = X ◦ h : Ũ ⊂ Rn→V ⊂ M es
un difeomorfismo que invierte la orientación, luego X̃ : Ũ → V es una parametrización compatible con la
orientación de −M .

∫

−M

ω
def
=

∫

Ũ

X̃∗(ω) =

∫

Ũ

(X ◦ h)∗ω =

∫

Ũ

(h∗ ◦ X∗)ω =

∫

Ũ

h∗(X∗ω) = −

∫

U

X∗ω
def
= −

∫

M

ω.

Para el caso general, sea A = {X1, . . . , Xn}, Xi : Ui → Vi, i = 1, . . . , n y M = V1∪· · ·∪Vn un atlas orientado
para M y {p1, . . . , pn} una partición de la unidad subordinada al cubrimiento {V1, . . . , Vn}.

−

∫

M

ω = −
n
∑

i=1

∫

M

piω =

n
∑

i=1

(

−

∫

M

piω

)

=

n
∑

i=1

∫

−M

piω =

∫

−M

ω.

Observación 3.8. Sea M una variedad compacta con borde orientada de dimensión n. La compacidad de M

implica que M = M1 ∪ · · · ∪ Mn, siendo M1, . . . , Mn las componentes conexas de M . Cada Mi es abierto
en M , luego es una variedad con borde orientada de dimensión n que es compacta y conexa. Si definimos
pi : M → R mediante

pi(x) =

{

1, x ∈ Mi,

0, x ∈ Mj , j 6= i,

entonces p1, . . . , pn : M → R son funciones diferenciables y
∑n

i=1 pi = 1. Luego

∫

M

ω =
n
∑

i=1

∫

M

piω =
n
∑

i=1

∫

Mi

ω, ∀ ω ∈ Ωn(M). (4)

En la última igualdad estamos escribiendo
∫

Mi

ω, identificando ω con ι∗(ω), siendo ι : Mi → M la inclusión.
Observar que para el estudio de las propiedades de la integración, la fórmula (4) nos permite restringirnos
a variedades conexas.

Definición 3.9. Sea M una variedad compacta con borde orientada de dimensión n y dV ∈ Ωn(M) el
elemento de volumen de M definido en un ejercicio del práctico. Si f ∈ C∞(M), definimos

∫

M

f :=

∫

M

f dV.

Observar que si M ⊂ Rn y dimM = n, entonces dV = dx1 ∧ · · · ∧ dxn y la definición de
∫

M
f es la usual.
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4. Integración en curvas

Consideramos primero el caso de U ⊂ R abierto. Sea dt ∈ Ω1(U) definida por dt = {dtx}x∈U , siendo dtx ∈ R∗,
dtx = id : R → R, para todo x ∈ U . Si ω ∈ Ω1(U), entonces existe una única f ∈ C∞(U) tal que ω = f dt.
En este caso la fórmula (1) nos dice que si [a, b] ⊂ U , entonces

∫

[a,b]
f(t) dt =

∫ b

a

f.

Observar que en la fórmula anterior, a la izquierda tenemos la integral de una 1-forma mientras a la derecha
tenemos la integral de Riemann de una función.

Sea C ⊂ R3 curva regular compacta orientada con borde. Recordar que el elemento de arco es la 1-forma
ds ∈ Ω1(C) definida mediante

ds = {dsp}p∈C
, dsp(w) := 〈w, T (p)〉, ∀ p ∈ C, w ∈ TpC,

siendo T =
(

T 1, T 2, T 3
)

: C → R3 el campo que define la orientación de C.

Por la observación 3.8, basta restringirnos al caso en que C es conexa. Se prueba que en este caso C es de
la forma α([a, b]), siendo α : [a, b] ⊂ R → R3 un mapa diferenciable.

Sea α : [a, b] → R3 una parametrización compatible con la orientación de C tal que C = α([a, b]).
Es un ejercicio del práctico el probar

α∗(ds) = ‖α′‖ dt.

Luego
∫

C

ds =

∫

[a,b]
α∗(ds) =

∫ b

a

‖α′(t)‖ dt = longitud de C.

Si ω ∈ Ω1(C), es ω = fds siendo f : C → R función diferenciable. Luego

∫

C

ω =

∫

C

fds =

∫

[a,b]
α∗(fds) =

∫ b

a

f(α(t)) ‖α′(t)‖ dt.

Si escribimos α(t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b], sabemos que

α∗(dx) = x′ dt, α∗(dy) = y′ dt, α∗(dz) = z′ dt.

Luego si ω = p dx + q dy + r dz ∈ Ω1(R3) y restringimos ω a C,
∫

C

p dx + q dy + r dz =

∫

[a,b]
(p ◦ α)α∗(dx) + (q ◦ α)α∗(dy) + (r ◦ α)α∗(dz)

=

∫ b

a

p(x(t), y(t), z(t))x′(t) + q(x(t), y(t), z(t)) y′(t) + r(x(t), y(t), z(t)) z′(t) dt.

Observar que esta fórmula coincide con la de la integral de ω sobre el camino α.

Si C ⊂ R2 las fórmulas que se obtienen son las mismas “sin la variable z”, por ejemplo si α(t) = (x(t), y(t))
y ω = p dx + q dy ∈ Ω1(R2), entonces

∫

C

p dx + q dy =

∫ b

a

p(x(t), y(t))x′(t) + q(x(t), y(t)) y′(t) dt.

7



5. Integración en superficies

Sea S ⊂ R3 superficie regular con borde orientada y compacta y N : S → R3 el campo de versores normales
a S que define su orientación. Recordar que el elemento de área dA es la 2-forma en S definida por

dAp ∈ Alt2(TpS), dAp : TpS ×TpS → R, dAp(u, v) = 〈u × v, N(p) = (u, v, N(p))〉, ∀ u, v ∈ TpS, p ∈ S,

Consideremos el caso en que existe X : U ⊂ R2 → S parametrización compatible con la orientación de S tal
que S = X(U). Es un ejercicio del práctico el probar

X∗(dA) = ‖Xu × Xv‖ du ∧ dv.

Luego
∫

S

dA =

∫

U

X∗(dA) =

∫

U

‖Xu × Xv‖ du ∧ dv =

∫ ∫

U

‖Xu × Xv‖ dudv.

Se prueba que la integral de la derecha mide el área de S.

Sea ω ∈ Ω2(S), luego existe una única f : S → R función diferenciable tal que ω = f dA.

∫

S

ω =

∫

S

f dA =

∫

U

X∗(f dA) =

∫

U

(f ◦ X) ‖Xu × Xv‖ du ∧ dv =

∫∫

U

(f ◦ X) ‖Xu × Xv‖ dudv.

Si ω = p dx ∧ dy + q dz ∧ dx + r dy ∧ dz ∈ Ω2(R3), p, q, r : R3 → R y restringimos ω a S, obtenemos

∫

S

ω =

∫

U

(p ◦ X)X∗(dx ∧ dy) + (q ◦ X)X∗(dz ∧ dx) + (r ◦ X)X∗(dy ∧ dz).

Sea X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ U .

X∗(dx ∧ dy) = X∗(dx) ∧ X∗(dy) =

(

∂x

∂u
du +

∂x

∂v
dv

)

∧

(

∂y

∂u
du +

∂y

∂v
dv

)

=

(

∂x

∂u

∂y

∂v
−

∂y

∂u

∂x

∂v

)

du ∧ dv

=

∣

∣

∣

∣

∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣

∣

∣

∣

du ∧ dv =
∂(x, y)

∂(u, v)
du ∧ dv.

Análogamente se prueba X∗(dz ∧ dx) = ∂(z,x)
∂(u,v) y X∗(dy ∧ dz) = ∂(y,z)

∂(u,v) . Luego

∫

S

ω =

∫ ∫

U

(p ◦ X)
∂(x, y)

∂(u, v)
+ (q ◦ X)

∂(z, x)

∂(u, v)
+ (r ◦ X)

∂(y, z)

∂(u, v)
dudv.

6. El Teorema de Stokes

Sea C ⊂ R3 una curva regular compacta orientada con borde tal que existe α : [a, b] → R3 una parametriza-
ción compatible con la orientación de C tal que C = α([a, b]). Si p = α(a) y q = α(b), entonces el borde de
C es {p, q} y el borde de C con la orientación inducida es ∂C = {(p,−1), (q, +1)}. Si C ⊂ U , con U abierto
en R3 y f : U → R es una función diferenciable, entonces

∫

C

df =

∫

α

df = f(q) − f(p) =

∫

∂C

f.

El resultado anterior es un caso particular del siguiente teorema que enunciamos sin demostración.
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Teorema 6.1 (Teorema de Stokes). Sea M una variedad diferenciable con borde compacta orientada de

dimensión n y ω ∈ Ωn−1(M) entonces
∫

M

dω =

∫

∂M

ω.

Observación 6.2. En el lado derecho de la fórmula anterior se entiende que ∂M la consideramos orientada
con la orientación inducida por M y ω es la restricción de ω a ∂M . También asumimos que si ∂M = ∅,
entonces

∫

∂M
ω = 0 (por definición).

Corolario 6.3. Si M es una variedad sin borde orientada compacta de dimensión n y ω es una n-forma

exacta en M , entonces
∫

M

ω = 0.

Dem. Si ω = dη, entonces
∫

M
ω =

∫

M
dη =

∫

∂M
η =

∫

∅
η = 0.

Corolario 6.4. Si M es una variedad diferenciable con borde compacta orientada de dimensión n y ω es

una (n − 1)-forma cerrada en M , entonces
∫

∂M

ω = 0.

Recordar que la orientación estandard en R2 es la de la base canónica, con lo cual el sentido de giro positivo
es el antihorario.

Teorema 6.5 (Green). Sea M ⊂ R2 una variedad compacta con borde de dimensión 2 y p, q : M → R

funciones diferenciables, entonces
∫

∂M

p(x, y) dx + q(x, y) dy =

∫∫

M

(

∂q

∂x
−

∂p

∂y

)

dxdy.

Estamos considerando M con la orientación inducida por R2 y ∂M con la orientación inducida por M .

Dem.
∫

∂M

p dx + q dy =

∫

M

d(p dx + q dy) =

∫

M

(

∂q

∂x
−

∂p

∂y

)

dx ∧ dy =

∫∫

M

(

∂q

∂x
−

∂p

∂y

)

dxdy.

Ejemplo 6.6. Sea ω = −y dx + x dy y M = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}. Consideramos la parametrización
α : [0, 2π] → ∂M = S1 definida por α(t) = (cos t, sen t), t ∈ [0, 2π]. Observar que α es compatible con la
orientación de ∂M , es decir que α recorre a S1 en sentido antihorario.

{

x = cos t ⇒ dx = − sen tdt,

y = sen t ⇒ dy = cos tdt.

∫

∂M

−ydx + xdy =

∫ 2π

0
− sen t(− sen tdt) + cos t(cos tdt) = 2π.

dω = d(−ydx + xdy) = −dy ∧ dx + dx ∧ dy = 2dx ∧ dy.
∫

M

d(−ydx + xdy) =

∫

M

2dx ∧ dy = 2

∫ ∫

M

dxdy = 2π12 = 2π.
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7. Integración de campos y funciones sobre curvas y superficies

7.1. Curvas

Sea C ⊂ R3 una curva regular con borde orientada compacta y T : C → R3 el campo de vectores tangentes
que define la orientación de C.

Si f : C → R es una funcion diferenciable y ds ∈ Ω1(C) es el elemento de arco, definimos

∫

C

f :=

∫

C

fds.

si F : C → R3 es un campo diferenciable, definimos la circulación de F a lo largo de C por

∫

C

F :=

∫

C

〈F, T 〉 =

∫

C

〈F, T 〉 ds.

Recordar que en Ω1(C) se verifican las siguientes relaciones

ds = T 1dx + T 2dy + T 3dz, dx = T 1ds, dy = T 2ds, dz = T 3ds. (5)

Luego si T = (T 1, T 2, T 3) es la orientación y F = (F 1, F 2, F 3) es un campo diferenciable en C, entonces

∫

C

F =

∫

C

〈F, T 〉 ds =

∫

C

(

F 1T 1 + F 2T 2 + F 3T 3
)

ds =

∫

C

F 1T 1 ds + F 2T 2 ds + F 3T 3 ds

=

∫

C

F 1 dx + F 2 dy + F 3 dz.

Observar que si C = α([a, b]), siendo α : [a, b] → C una parametrización compatible con la orientación de
C, entonces

∫

C

f =

∫ b

a

f(α(t)) ‖α′(t)‖ dt,

∫

C

F =

∫ b

a

〈F (α(t)), α′(t)〉 dt.

Si C ⊂ R2 las fórmulas que se obtienen son las mismas “sin la variable z”.

7.2. Superficies

Sea S una superficie regular con borde orientada compacta con la orientación inducida por el campo de
versores normales N = (N1, N2, N3).

Si f : S → R es una función diferenciable y dA es el elemento de área en S, definimos

∫

S

f :=

∫

S

f dA.

si F = (F 1, F 2, F 3) : S → R3 es un campo diferenciable, definimos el flujo de F a través de S por

∫

S

F :=

∫

S

〈F, N〉 =

∫

S

〈F, N〉 dA.
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Recordar que en Ω2(S) se verifican las siguientes relaciones

dA = N1 dy ∧ dz + N2 dz ∧ dx + N3 dx ∧ dy, (6)

dy ∧ dz = N1 dA, dz ∧ dx = N2 dA, dx ∧ dy = N3 dA. (7)

Luego

∫

S

F =

∫

S

〈F, N〉 dA =

∫

S

(

F 1N1 + F 2N2 + F 3N3
)

dA =

∫

S

F 1N1 dA + F 2N2 dA + F 3N3 dA

=

∫

S

F 1 dy ∧ dz + F 2 dz ∧ dx + F 3 dx ∧ dy.

Observar que si S = X(U), siendo X : U ⊂ R2 → V ⊂ S una parametrización compatible con la orientación
de S, entonces

∫

S

f =

∫∫

U

(f ◦ X) ‖Xu × Xv‖ dudv,

∫

S

F =

∫∫

U

(F ◦ X, Xu, Xv) dudv.

8. Los teoremas clásicos de Stokes y de Gauss

Sean U ⊂ R3 abierto, F = (F 1, F 2, F 3) : U ⊂ R3 → R3 un campo diferenciable y f : U → R una función
diferenciable. Recordar que si definimos ω1

F ∈ Ω1(U), ω2
F ∈ Ω2(U) y ω3

f ∈ Ω3(U) mediante

ω1
F = F 1dx + F 2dy + F 3dz

ω2
F = F 3dx ∧ dy + F 2dz ∧ dx + F 1dy ∧ dz

ω3
f = fdx ∧ dy ∧ dz

entonces

dω2
F = ω3

div F , dω1
F = ω2

rot F .

Observación 8.1. Algunos de los resultados anteriores de integración de campos y funciones sobre curvas y
superficies se pueden enunciar también empleando las formas ω1

F , ω2
F y ω3

f :

1. Si C es una curva y F es un campo en C, entonces

∫

C

F =

∫

C

ω1
F .

2. Si S es una superficie y F es un campo en C, entonces

∫

S

F =

∫

S

ω2
F .

3. Si M es una variedad de dimensión 3 en R3 y f es una función en M , entonces

∫∫∫

M

f =

∫

M

f =

∫

M

fdV =

∫

M

ω3
f .

En el siguiente teorema, M tiene la orientación estandard de R3 y S = ∂M la orientación inducida, es decir
que S es orientada por la normal exterior.
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Teorema 8.2 (Gauss). Si M ⊂ R3 es una variedad compacta de dimensión 3 con borde S y F es un campo

diferenciable en M , entonces
∫

S

〈F, N〉 dA =

∫∫∫

M

div F,

o equivalentemente
∫

S

F =

∫

M

div F.

Dem.
∫

S

F =

∫

∂M

F =

∫

∂M

ω2
F =

∫

M

dω2
F =

∫

M

ω3
div F =

∫

M

div F.

En el siguiente teorema, C = ∂S tiene la orientación inducida por S.

Teorema 8.3 (Stokes). Si S ⊂ R3 es una superficie orientada compacta con borde C y F es un campo

diferenciable en S, entonces
∫

C

〈F, T 〉 ds =

∫

S

〈rotF, N〉 dA,

o equivalentemente
∫

C

F =

∫

S

rotF.

Dem.
∫

C

F =

∫

∂S

F =

∫

∂S

ω1
F =

∫

S

dω1
F =

∫

S

ω2
rot F =

∫

S

rotF.

Observación 8.4. Los teorema anteriores son válidos en condiciones más generales que las que vimos, por
ejemplo el teorema de Green es cierto para un cuadrado y el de Gauss para un cubo o un cilindro y en
general para “variedades con aristas” que es un concepto que no definiremos.

Observación 8.5. La definición de
∫

M
ω se extiende naturalmente al caso en el cual M es una variedad

orientada y ω es una n-forma en M de soporte compacto. La definición es escencialmente la misma que
vimos anteriormente, aunque para el caso general hay que usar una versión mas refinada del Teorema 3.2.
Es importante observar que el teorema de Stokes es falso si la variedad no es compacta.

En el ejemplo 6.6, vimos que si M = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1} y ω ∈ Ω1(M) está definida por
ω = −y dx + x dy, entonces

∫

M

dω =

∫

∂M

ω = 2π.

Por otro lado si N = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1} y ω ∈ Ω1(N) está definida por la misma fórmula de arriba,
entonces sop ω es compacto (porque N es acotado) y es claro que

∫

N

dω =

∫

M

dω = 2π,

∫

∂N

ω =

∫

∅

ω = 0.
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