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VI1. Integracion en variedades

1. Integracion en R”
En esta seccién repasaremos algunas definiciones y resultados de integracién en R".

Recordar que un subconjunto A de R™ se dice compacto si es cerrado y acotado. Esta condicién es equivalente
a que todo cubrimiento abierto de A contenga un subcubrimiento finito.

Si f: R™ — R es una funcién, llamamos soporte de f a la clausura de {x € R™ : f(x) # 0}, es decir

sop f ={x e R": f(x) # 0}.

Observar que sop f C R™ es cerrado. Si f es continua y sop f es compacto, tenemos definida

/an/"' Rnf(xl"“7$n)dxl"'dﬂfn-

Extendemos esta definicién a funciones continuas con dominio acotado.
Sea U un subconjunto acotado de R” y f: U C R™ — R una funcién continua. Observar que sop f C R™ es
f(x) sixzeU

0 sizeR™\

compacto. Extendemos f a f : R” — R mediante f(z) = {

Jor= L

El mapa fU es R-lineal, es decir si f,g: U — R son funciones continuas y a € R, entonces

/Uf+g=/Uf+/Ug, /Uafza/Uf.

Teorema 1.1 (Teorema de Fubini). Si f : [a,b] X [¢,d] — R es continua, entonces
b d d b
// xydwdy—/ (/ f(w,y)dy>dx=/ (/ f(x,y)dw)d
[a,b] x[c,d] a c c a

Teorema 1.2 (Teorema de cambio de variable). Si U y V' son subconjuntos abiertos de R™ tales que existe
un difeomorfismo h: U —V y f:V CR"™ — R es una funcidn continua con soporte compacto, entonces

/Vf:/U(foh)|detJ]h|.

Observacion 1.3. Las definiciones anteriores se extienden a H" y se prueba que los resultados anteriores
siguen siendo validos.

g v definimos

O]

O



2. Integracion de n-formas en R"

Si U C H" es abierto y w € Q"(U), entonces sabemos que existe una dnica funcién f € C*>°(U) tal que
w=fdry N\---Ndz,. El soporte de w se define por

sopw:={pelU:w,#0}={peU: f(p) #0} CR"
Es decir sopw = sop f.

Observar que sopw C R™ es cerrado. Si sopw es compacto, definimos

Lw:Af (1)

/fdﬂsl/\'--/\d:cn:/fdx1~-da:n.
U U

Es inmediato observar que si w y 1 son n-formas en U con soporte compacto y a € R, entonces aw y w + 7
son n-formas en U con soporte compacto y

/Uw—i—n:/Uw, /an:a/Uw. (2)

De ahora en adelante consideraremos a todo subconjunto abierto de R"™ como variedad orientada con la
orientacion estandard.

Es decir

Proposicion 2.1. Sean U y V subconjuntos abiertos de R™, h : U — V un difeomorfismo y w una n-forma
en V de soporte compacto.

= Si h preserva la orientacion, entonces [,; h*(w) = [, w.
= Si h invierte la orientacion, entonces [; h*(w) = — [;, w.
Dem. Siw = fdxy A--- Adxy,, entonces h*w = (f o h) det(Jh)dzy A - -+ A dx,,. Luego

/h*w:/(foh) det(Jh)dzq A --- A dxy, déf/(foh) det(Jh) dzy - - - da,.
U U U

Por otro lado aplicando el teorema de Cambio de Variable obtenemos

/w:/fdarl/\-"/\da:ndéf/fdxl-"dmn:/(foh) |det(Jh)| dxy - - - dzp.
\%4 \%4 \%4 U

La tesis se deduce de la siguiente observacién:
» h preserva la orientacién < det(Jh) > 0 < |det Jh| = det Jh.
» h invierte la orientacién < det(Jh) < 0 < |det Jh| = — det Jh. O

Observacion 2.2. Un difeomorfismo h : U — V entre subconjuntos abiertos de R™ no tiene por qué preservar
ni invertir la orientacién. Pero si U y V' ademas son conexos, entonces la condicién det(Jh) # 0 en U implica
que det(Jh) es de signo constante en U. Luego h preserva o invierte la orientacion.



3. Integracion de formas en variedades

Un conjunto M C R es una variedad compacta si es una variedad y es un subconjunto compacto de R,
Ejemplos:

» El toro y la esfera son superficies compactas orientables sin borde.
» S={(r,y,2) ER3: 2 =+/1 22 —y2 22 +y% < 1} es una superficie compacta orientable con borde.

2 S ={(z,y,2) ER3: 2= /1 —22—9y2 22+ y? < 1} es una superficie no compacta orientable sin
borde.

= La banda de Mobius con borde es una superficie compacta no orientable.

Nuestra teoria de integracion se aplica a variedades compactas con borde orientables. Al final veremos cémo
se puede extender esta teoria a variedades orientables no necesariamente compactas.

Una variedad compacta de dimensién cero en R* es un conjunto finito de puntos aislados {p1,...,pn}
Orientar a la variedad es asignarle un signo sg(p) = +1 a cada punto p de la misma, luego una variedad
compacta orientada de dimensién cero es un conjunto finito M = {(p1,sg(p1)), - - -, (Pn,sg(pn))}. Una 0-forma
en M es solo una funcién f: M — R. La integral de f en M se define mediante

[ = 3000 = selp0) For) + -+ se(p) ).
=1

Sea M C R! una variedad compacta con borde orientada de dimensién n > 0.

Si A es un subconjunto de M, su clausura es A:=N{B C M : A C By B es cerrado en M}. Claramente
A es cerrado en M para todo A C M.

Sea w € Q"(M). Definimos el soporte de w por sopw = {p € M : w, # 0}. Observar que sopw es compacto.
Nuestro objetivo es definir f s w- Empezamos con un caso particular.

Supongamos que existe X : U C R" — V C M una parametrizacién compatible con la orientacién de M
tal que sop X C V. Observar que X*(w) € Q*(U) y sop X*(w) = X (sopw) luego sop X*(w) C R" es

compacto. Definimos
/ w = / X*(w).
M U

Para que esta definicién tenga sentido hay que probar que no depende de la eleccién de la parametrizacién
y para esto basta con probar que si X : U C R" — V C M es otra parametrizacién compatible con la

orientaciéon de M, entonces
/ X’*(w) = / X*(w).
U U

Como X y X son parametrizaciénes que preservan la orientaciéon de M, entonces h = X 1o X : U — U es
un difeomorfismo que preserva la orientacién. Luego

[&@= [onr@=[uroxyw = [ )= [ xw

Observacion 3.1. De la linealidad de X* : Q"(V) — Q*(U) y de (2) se deduce que si a € R, w,n € Q"(M)
y existe V entorno coordenado de M tal que sopw € V y sopn € V, entonces:

ferr=fo e



Consideraremos ahora el caso en el cual sopw no estd contenido en ningiin entorno coordenado.

Si f € C®(M), se define el soporte de f por sop f ={p € M : f(p) # 0}.

Una familia {V1,...,V,} de subconjuntos abiertos de M se llama un cubrimiento abierto de M si verifica
M=ViU---UV,.

Un prueba del siguiente teorema se encuentra en el libro “Célculo en Variedades” de M. Spivak.

Teorema 3.2. Si {V1,...,V,} es un cubrimiento abierto de M, entonces existen funciones diferenciables
Ply-esPn: M — R, que verifican:

m sopp; CV;, Vi=1,...,n

u ngzéla vz:lavn

» Y pi=1, es decir Y | pi(z) =1, para todo x € M. H
Una familia de funciones {p1,...,p,} como en el teorema anterior se llama una particion de la unidad
subordinada al cubrimiento {V7,...,V,}.

Sea w una n-forma en M. Como M es compacta, entonces existe un atlas orientado A formado por una
cantidad finita de parametrizaciones, A = {X1,..., Xp}, X;: Ui = Vi, i=1,...,ny M =V U---UV,.
Sea {p1,...,pn} una particién de la unidad subordinada al cubrimiento {V1,...,V,}. Observar que p;w es
una n-forma en M, sop(p;w) C sop(p;) C V;, Vi=1,....,ny w=> " piw. Definimos la integral de w por

n
W= Diw.
=2

Para que esta definicién tenga sentido, tenemos que probar que Zl S u Piw 10 depende de la eleccion del

atlas ni de la particién de la unidad. Sea A = {X17 e m} X;:Ui—Vi,i=1,....myM=V,U---UV,
otro atlas orientado y {p1,...,Pm} una particién de la unidad subordinada al Cubrlmlento {Vl, ceey Vm}.
De las relaciones 37" p; =1y 3L p; = 1y de (3) se deduce

/Mpzw —/ Zpg piw = Z/ Pipiw, /Mﬁjw = /M (gm) Pijw = ;/Mpiﬁjw.
Z/ pipjw > ijl /Mﬁjw-

=1

Luego

izn;/MpiW— 1 ;/pgpz =§:<

= J=1

Proposicién 3.3. Siw,n € Q" (M) y a € R, entonces

/w+n:/w+/n, /aw:a/w
M M M M M



Dem. Sea A={Xy,.... X, }, X; : Ui — Vy,i=1,...,ny M =ViU---UV, un atlas orientado y {p1,...,pn}
una particién de la unidad subordinada al cubrimiento {Vi,...,V,}.

/Mernzngpi(ern) ZZZZ;/M(merpm) =;</Mpiw+/Mpm> :g/Mpinr;/Mpm
:/Mw—i—/Mn’

n n n n
[aw=3 [ paw=3 [ avo=30a [ pw=a} [ po=a/ w
M i=17M i=17M i=1 “M i=17M M

O

Proposicion 3.4. Sean M y N wvariedades compactas con borde orientadas de dimensionn. Si f : M — N
es un difeomorfismo que preserva la orientacion y w € Q"(N), entonces

/M i) = /NM

Dem. Supongamos primero que existe Y : U C R” = W C N una parametrizacién compatible con la
orientacién de N tal que sopw C W. Sea V = fL{(W)y X = f7loY : U = V. Observar que X es
un difeomorfismo que preserva la orientacién, luego X : U — V es una parametrizacién compatible con la
orientacién de M. Es un ejercicio el verificar sop(f*w) = f~!(sopw), luego sop(f*w) C V' y

[ re® [xo=[@orw= [goxyu= [yt [

Para el caso general, sea A = MM,.... Yo, Y, : U - Wy, i=1,...,.ny N = Wy U---UW, un atlas
orientado para N y {qi,...,¢,} una particién de la unidad subordinada al cubrimiento {W7,..., W,}.
Para i =1,...,n definimos V; = f1(W;), X; = f~LoY; : U; =V vy pi=gq;of.

Es un ejercicio el verificar que A = {X1,...,X,}, es un atlas orientado para M, M = Vi U---UV, y
{p1,...,pn} una particién de la unidad subordinada al cubrimiento {V1,...,V,}. Luego

[ rw¥ ; IRECE ; | @on e - ; | e - ; [ [
O

Observacidn 3.5. La proposicién 3.3 implica que si M es una variedad compacta con borde orientada de
dimensién n, p1,...,p, : M — R son funciones diferenciables que verifican > ;p; = 1y w € Q"(M),

entonces
n n n n
wzlwz(ZprzZpiw = / wZ/ (ZpiW>:Z/ piw.
i=1 i=1 M M\ =1 i=17M

Luego si queremos definir [ W de forma tal que verifique las proposiciones 3.3 y 3.4, entonces no hay otra
forma de hacerlo que la anterior.



Definicion 3.6. Si M es una variedad compacta con borde orientada, llamamos —M a la variedad M con
la orientacién opuesta.

Proposicién 3.7. Sea M una variedad compacta con borde orientada de dimension n y w € Q"(M),

entonces
/ W= / w.
-M M

Dem. Supongamos primero que existe X : U € R” = V C M una parametrizacién compatible con la
orientacion de M tal que sopw C V. Sea h : R” — R" el mapa

h(z1, o, ..., xy) = (21,22, ..., x,), V (x1,29,...,2,) € R™.

Claramente h es un difeomorfismo que invierte la orientacién de R”™. Sea U = h~(U). La restriccién de h
a U es un difeomorfismo h : U — U que invierte la orientacién. El mapa X = X oh : U C R"—=V C M es
un difeomorfismo que invierte la orientacién, luego X :U — V es una parametrizacién compatible con la
orientacion de —

/ def/X /(Xoh) /U(h*oX*) /Uh* (X*w /X* = /Mw.

Para el caso general, sea A = {X1,..., X, }, X; : U; = Vi, i=1,...,ny M = V1U---UV, un atlas orientado
para M y {p1,...,pn} una particién de la unidad subordinada al cubrimiento {Vi,...,V,}.

_/Mw - —g/Mpiw B g <_ /Mpzw> B g/Mp,w N /‘Mw.

O

Observacion 3.8. Sea M una variedad compacta con borde orientada de dimensién n. La compacidad de M
implica que M = My U ---U M, siendo M, ..., M, las componentes conexas de M. Cada M; es abierto
en M, luego es una variedad con borde orientada de dimensién n que es compacta y conexa. Si definimos
p; : M — R mediante

(.ZL‘)* 1, CL'GMZ‘,
PET 0 wen, g4,

entonces pi1,...,pn : M — R son funciones diferenciables y >~ | p; = 1. Luego

En la dltima igualdad estamos escribiendo || M, W identificando w con ¢*(w), siendo ¢ : M; — M la inclusién.
Observar que para el estudio de las propledades de la integracién, la férmula (4) nos permite restringirnos
a variedades conexas.

Definicién 3.9. Sea M una variedad compacta con borde orientada de dimensiéon n y dV € Q"(M) el
elemento de volumen de M definido en un ejercicio del préctico. Si f € C°°(M), definimos

= [

Observar que si M C R™ y dim M = n, entonces dV = dz1 A -+ Adz, y la definicién de |  foes la usual.



4. Integraciéon en curvas

Consideramos primero el caso de U C R abierto. Sea dt € Q' (U) definida por dt = {dt,} ., siendo dt, € R*,
dt, =id : R — R, para todo = € U. Si w € Q}(U), entonces existe una tinica f € C*°(U) tal que w = f dt.
En este caso la férmula (1) nos dice que si [a,b] C U, entonces

b
dt = .
L / s

Observar que en la férmula anterior, a la izquierda tenemos la integral de una 1-forma mientras a la derecha
tenemos la integral de Riemann de una funcién.

Sea C' C R3 curva regular compacta orientada con borde. Recordar que el elemento de arco es la 1-forma
ds € QY(C) definida mediante

ds = {dsp} dsp(w) == (w,T(p)), Vpe C, weT,C,

peC”
siendo T' = (Tl, T2, T3) : C' — R3 el campo que define la orientacién de C.

Por la observacién 3.8, basta restringirnos al caso en que C es conexa. Se prueba que en este caso C es de
la forma a([a, b]), siendo « : [a,b] C R — R? un mapa diferenciable.

Sea « : [a,b] — R3 una parametrizacién compatible con la orientacién de C tal que C = a([a, b]).
Es un ejercicio del préctico el probar
a*(ds) = ||| dt.

Luego

b
/ ds :/ a*(ds) :/ |/ (t)|| dt = longitud de C.
C [a,b] a

Si we QYC), es w = fds siendo f : C — R funcién diferenciable. Luego

széﬂwzﬁﬂwmmzlﬂmdewwt

Si escribimos a(t) = (x(t), y(t), 2(t)), t € [a,b], sabemos que
of(dz) =2'dt, oF(dy) =y dt, o*(dz)=27dt.

Luego si w = pdx + qdy + rdz € Q' (R3) y restringimos w a C,
/ pdr+qdy+rdz = / (poa)a®(dx) + (¢oa)a™(dy) + (roa)a*(dz)
c [a,b]
b
=/ p(x(t), y(t), (1)) 2'(t) + q(x(t),y(t), () y'(t) + r(2(t), y(t), 2(t)) 2/ (t) dt.

Observar que esta férmula coincide con la de la integral de w sobre el camino «.

Si C' C R? las férmulas que se obtienen son las mismas “sin la variable z”, por ejemplo si a(t) = (z(t), y(t))
y w = pdzr + qdy € Q' (R?), entonces

b
pr+mw=/p@@w®ﬂﬁﬂq@@wwwﬁﬂh



5. Integracion en superficies

Sea S C R3 superficie regular con borde orientada y compacta y N : S — R3 el campo de versores normales
a S que define su orientacién. Recordar que el elemento de area dA es la 2-forma en S definida por

dA, € Alty(T,5), dAp : TS xT,S — R,  dA,(u,v) = (ux v, N(p) = (u,v,N(p))), Y u,veTl,S, pes,

Consideremos el caso en que existe X : U C R? — S parametrizacién compatible con la orientacién de S tal
que S = X (U). Es un ejercicio del practico el probar

X*(dA) = || Xy x X du A dv.

Luego

/dA:/X*(dA):/ ||Xu><XU|]du/\dv:// X0 % X dudv.
S U U U

Se prueba que la integral de la derecha mide el area de S.

Sea w € Q2(9), luego existe una tnica f : S — R funcién diferenciable tal que w = f dA.
/w:/fdA:/X*(fdA):/(foX) ||Xu><Xv|du/\dv://(foX) |1 Xy x Xyl dudv.
S s U U U
Siw=pdrAdy+qdzANde+rdyAdz € Q*(R3), p,q,7: R? — R y restringimos w a S, obtenemos
/w :/(poX)X*(dx/\dy) +(go X) X" (dz Ndz) + (ro X) X*(dy N dz).
S U
Sea X (u,v) = (z(u,v), y(u,v), 2(u,v)), (u,v) € U.

X*(dx Ndy) = X*(dz) N X*(dy) = (wdu—i- amdv) A <8ydu + 8ydv) = <(%8y — 8y(‘3x> du A dv

ou ov ou ov oudv Oudv
oo 0(x,y)
=| Ju Q| duAdy= "2 du A dv.
) %% % ‘ O(u,v)

Andlogamente se prueba X*(dz A dx) = ggii; y X*(dy Ndz) = ggi% Luego

o= [ o5 0o 05

6. El Teorema de Stokes

8

+(roX) gEZ’ i; dudv.

Sea C' C R? una curva regular compacta orientada con borde tal que existe « : [a,b] — R3 una parametriza-
cién compatible con la orientacién de C tal que C' = «([a,b]). Sip = a(a) y ¢ = a(b), entonces el borde de
C es {p,q} y el borde de C con la orientacién inducida es 0C = {(p, —1), (¢, +1)}. Si C C U, con U abierto
en R®y f:U — R es una funcién diferenciable, entonces

/Cdfz/adfzf(q)—f(p)z [ 1

El resultado anterior es un caso particular del siguiente teorema que enunciamos sin demostracién.



Teorema 6.1 (Teorema de Stokes). Sea M wuna variedad diferenciable con borde compacta orientada de
dimension n y w € Q" 1(M) entonces

/ dw :/ w

M oM

Observacion 6.2. En el lado derecho de la féormula anterior se entiende que dM la consideramos orientada
con la orientacién inducida por M y w es la restricciéon de w a M. También asumimos que si OM = (),
entonces [,,, w = 0 (por definicién).

O]

Corolario 6.3. Si M es una variedad sin borde orientada compacta de dimension n y w es una n-forma
exacta en M, entonces
/ w=0.
M

Dem. Siw = dn, entonces [, w= [, dn= [5,n= [;n=0. O

Corolario 6.4. Si M es una variedad diferenciable con borde compacta orientada de dimension n y w es
una (n — 1)-forma cerrada en M, entonces
/ w=0.
oM

Recordar que la orientacién estandard en R? es la de la base canénica, con lo cual el sentido de giro positivo
es el antihorario.

O]

Teorema 6.5 (Green). Sea M C R? una variedad compacta con borde de dimension 2 y p,q : M — R
funciones diferenciables, entonces

dq
/8M (xy)dx—i—qudy—// (83:_83/>ddy

Estamos considerando M con la orientacion inducida por R? y OM con la orientacién inducida por M.

_ _ 9q _Op Oq _Op
/aMpda:—i-qdy—/Md(pdx—i—qdy)—/M <6m 39) dz /\dy—// <8x 8y> dxdy.

Ejemplo 6.6. Sea w = —ydr +xdy y M = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1}. Consideramos la parametrizaciéon
a:[0,27] — OM = S! definida por a(t) = (cost,sent), t € [0,27]. Observar que a es compatible con la
orientacién de OM, es decir que « recorre a S' en sentido antihorario.

xr =cost = dr = —sentdt,
y =sent = dy = costdt.

Dem.

O

2
/ —ydz + ady = / — sent(—sentdt) + cost(costdt) = 2.
oM 0

dw = d(—ydzx + xdy) = —dy Ndz + dx A dy = 2dx A dy.

/ d(—ydx + zdy) = / 2dx N dy = 2// drdy = 2m1? = 2r.
M M M



7. Integracion de campos y funciones sobre curvas y superficies

7.1. Curvas

Sea C' C R3 una curva regular con borde orientada compacta y 7 : C' — R3 el campo de vectores tangentes
que define la orientacion de C.

= Si f:C — R es una funcion diferenciable y ds € Q(C) es el elemento de arco, definimos

/Cf::/cfds.

» si F: C — R3 es un campo diferenciable, definimos la circulacién de F a lo largo de C por

/CF::/C<F,T>:/C<F,T>ds.

Recordar que en Q!(C) se verifican las siguientes relaciones
ds = T dx + T?dy + T3dz, dx =T'ds, dy=T>%ds, dz=T3ds. (5)

Luego si T = (T, T%,T3) es la orientacion y F' = (F'!, F?, F3) es un campo diferenciable en C, entonces

/ F= / (F,T)ds = / (FI'T' + F*T? + F°T%) ds = / F'T ds + F*T? ds + F3T3 ds
C C C C

:/Fldx+F2dy+F3dz.
C

Observar que si C' = «([a, b)), siendo « : [a,b] — C una parametrizacién compatible con la orientacién de

C, entonces
b b
L1=[ seoiawna. [ = [Faw.aoa.

Si C C R? las férmulas que se obtienen son las mismas “sin la variable z”.

7.2. Superficies

Sea S una superficie regular con borde orientada compacta con la orientacién inducida por el campo de
versores normales N = (N1, N2 N3).

» Si f:S5 — R es una funcién diferenciable y dA es el elemento de drea en S, definimos

[ 1= [ saa

= si F = (F!', F? F3):8 — R? es un campo diferenciable, definimos el flujo de F a través de S por

/SF::/S(F,N>:/S<F,N>dA.

10



Recordar que en Q2(S) se verifican las siguientes relaciones

dA = NYdy Adz+ N?dz A dx 4+ N3 dzx A dy, (6)
dy Ndz = N'dA, dzAdx=N*dA, dzAdy=N3dA. (7)

Luego
/ = /(F, N)dA = / (F'N' + F?N? + F?N?) dA = / FIN'dA 4+ F2N?dA + F3N3dA
S S S S
:/Fldy/\dz+F2dz/\dx+F3dxAdy.
S

Observar que si S = X (U), siendo X : U € R? — V C S una parametrizacién compatible con la orientacién

de S, entonces
/f://(foX) | Xu X Xyl dudv, /F://(FOX,XU,XU)dudU.
S U S U

8. Los teoremas clasicos de Stokes y de Gauss

Sean U C R? abierto, F = (F', F2,F3) : U ¢ R? — R? un campo diferenciable y f : U — R una funcién
diferenciable. Recordar que si definimos wh € QY(U), w% € Q*(U) y wi’c € 03(U) mediante

wh = Fldz + F2dy + F3dz
w2 = F¥dx Ady+ F2dz A dx + Fldy A dz
w? = fdx Ndy Ndz

entonces
2 _ 3 1 2
dwp = Wyiy gy dWp = Wioy -

Observacion 8.1. Algunos de los resultados anteriores de integracién de campos y funciones sobre curvas y
superficies se pueden enunciar también empleando las formas w}p, w% y wf}:

1. Si C es una curva y F' es un campo en C, entonces

/F:/w};.
C c

2. Si S es una superficie y F' es un campo en C', entonces

/F:/w%.
S S

3. Si M es una variedad de dimensién 3 en R? y f es una funcién en M, entonces

= fo= L =]

En el siguiente teorema, M tiene la orientacién estandard de R? y S = 9M la orientacién inducida, es decir
que S es orientada por la normal exterior.
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Teorema 8.2 (Gauss). Si M C R? es una variedad compacta de dimension 3 con borde S y F es un campo

diferenciable en M, entonces
/}RAU¢4:/X/dWF,
S M

/F:/dwF

S M

/F:/ F:/ w%:/ dw,%:/ wgivF:/ div F.
S oM oM M M M

En el siguiente teorema, C' = 0S5 tiene la orientacién inducida por S.

o equivalentemente

Teorema 8.3 (Stokes). Si S C R3 es una superficie orientada compacta con borde C y F es un campo
diferenciable en S, entonces

Lmn@:LmMWWA

/F:/rotF.

C S

/F:/ F:/ wll,—a:/dw}p:/wfotF:/rotF.
c 08 08 S S S

Observacion 8.4. Los teorema anteriores son validos en condiciones més generales que las que vimos, por
ejemplo el teorema de Green es cierto para un cuadrado y el de Gauss para un cubo o un cilindro y en
general para “variedades con aristas” que es un concepto que no definiremos.

o equivalentemente

O

Observacion 8.5. La definicién de f ) w se extiende naturalmente al caso en el cual M es una variedad
orientada y w es una n-forma en M de soporte compacto. La definicién es escencialmente la misma que
vimos anteriormente, aunque para el caso general hay que usar una versién mas refinada del Teorema 3.2.
Es importante observar que el teorema de Stokes es falso si la variedad no es compacta.

En el ejemplo 6.6, vimos que si M = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1} y w € QY (M) est4 definida por

w = —ydx + x dy, entonces
/ dw :/ w = 27.
M oM

Por otro lado si N = {(z,y) € R? : 22 + y%? < 1} y w € Q'(N) est4 definida por la misma férmula de arriba,
entonces sopw es compacto (porque N es acotado) y es claro que

/dw—/dw—%r, / w—/w—O.
N M ON )
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