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Operadores en espacios de dimension finita 1.
Diagonalizacion.

En este tema k es un cuerpo y V' es un k-espacio vectorial no nulo de dimensién finita n. Si B es una
base de V', supondremos siempre que B es una base ordenada es decir una base en la cual hemos elegido un
orden para sus elementos.

Al espacio de las transformaciones lineales de V' en V' lo denotaremos por £L(V) y a la transformacién
lineal identidad por id o idy. Al espacio de las matrices cuadradas de orden n con coeficientes en k lo
denotaremos por M, (k) y a la matriz identidad por I o I,,.

1. Diagonalizacion

SiT e L(V)y By C son bases de V, escribiremos ¢[T]g a la matriz asociada a T de la base B en la
base C y [T]|g para g[T]g. Si A € My (k), escribiremos L4 a la transformacién lineal de k™ en k" definida
por La(v) = Av, Vv € k™. Observar que si C = {e1,...,e,} es la base canénica de k™ y A € M, (k), es

Si vi,...,v, € k™, el simbolo [v1]---|v,] denotard a la matriz cuadrada de orden n cuyas columnas son

V1, ..., Up.

Definicion 1.1. Diremos que dos matrices A, B € M, (k) son semejantes si existe una matriz € M, (k)
invertible tal que A = Q 1BQ. En esta situacién escribimos A ~ B.

Es un ejercicio el verificar que la relacién de semejanza es de equivalencia en M, (k).

Proposicion 1.1. Sean T € L(V) y B una base de V.
1. SiBYs otra base de V, entonces [T)g ~ [T)gn Explicitamente, [T)g = Q™1 [T]grQ, siendo Q = gid]g.
2. Si Ae M,(k) es tal que A~ [T|g, entonces existe una base B de V tal que A = Tg.
Dem. 1. 81 Q = gdid |, es
[Tle = elid]sc{T]ereclid]s = Q7" [T]erQ-
2.51 A=Q 1 [T)gQ, siendo Q = (g;;) y B = {v1,...,v,}, definimos

1 .
wj 1= qij Vi, V]:1...,n.
i=1
Como la matriz Q es invertible, el conjunto B = {w1, ..., w,} es una base de V' y glid]g = Q. Luego

A=Q T Q = glid]g [T]s 8lid]g = [T]g-



Corolario 1.2. Sean A € M, (k) y B = {v1,...,v,} una base de k™. Si Q = [v1]---|vn], es

[Lalg = Q 1AQ.

Dem. Tomando como Bla base canénica de k™, la parte 1 de la Proposicién 1.1 implica:

[Lalg = Q7" [LalgrQ = Q1 AQ.

Corolario 1.3. Dos matrices son semejantes si y solo si representan a la misma transformacion lineal.

Dem. Sean Ay B en M,(k) tales que A ~ B. Si consideramos Ly € L (k"), es A = [L4]. siendo C la
base candnica de k™. Luego B ~ [L4]. v la parte 2 de la Proposicién 1.1 implica que existe B base de k"
tal que B = [L4]g.

El reciproco es la parte 1 de la Proposicién 1.1. O

Recordar que una matriz cuadrada A = (a;;) se dice diagonal si a;j =0, Vi # j.

Definicion 1.2. Una matriz A € M, (k) es diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal. Un operador
T € L(V) es diagonalizable si existe una base B de V en la cual [T]g es diagonal.

Ejemplo 1.1. Simetria azial respecto a una recta por el origen. Sea T a la simetrfa axial del plano R?

respecto a una recta r que pasa por el origen. Sean 0 #u € r y 0 # v € R? tgtesque u —vson ortogonales.
1

Luego B = {u,v} es una base de R? y la matriz asociada a T en la base B es 0 _01 . Luego la simetria

axial de eje r es diagonalizable.

Proposicion 1.4. Sea T € L(V).
1. Si T es diagonalizable y B es una base cualquiera de V', entonces [T|g es diagonalizable.
2. Si existe una base B de V tal que [T)g es diagonalizable, entonces T es diagonalizable.

Dem. Si T es diagonalizable, entonces existe una base C de V en la cual [T]c es diagonal. Si B es una
base cualquiera de V, la parte 1 de la Propsicién 1.1 implica que [T]g es semejante a [T]c, luego [T]g es
diagonalizable.

Si existe una base B de V tal que [T]g es diagonalizable, entonces [T]g es semejante a una matriz
diagonal D. La parte 2 de la Proposicién 1.1 implica que existe una base B de V' tal que [T]g = D, luego T

es diagonalizable. O
De la relacion A = [La]¢, siendo C la base canénica de k", se deduce inmediatamente el siguiente
corolario.

Corolario 1.5. Una matriz A es diagonalizable si y solo si la transformacion lineal Ly € L (k™) es diago-
nalizable. 0



Definicion 1.3. Dado T € L(V), un escalar A € k se dice un valor propio de T si existe 0 # v € V tal que
T(v) = Av, el vector v se dice que es un vector propio de T asociado a .

Dada A € M, (k), un escalar X\ € k se dice un wvalor propio de A si existe 0 # v € k™ tal que Av = \v, el
vector v se dice que es un vector propio de A asociado a A. Es claro que los valores y vectores propios de la
matriz A coinciden con los del operador L 4.

Observacion 1.1. En la definicién de valor y vector propio de T' € £(V') no se necesita la hipdtesis dimg V' <
oo. En el ejemplo 1.3 es estudia un caso en el cual el espacio tiene dimension infinita.

Proposicion 1.6. Sea T' € L(V). El operador T es diagonalizable si y solo si existe una base B de V

formada por vectores propios de T'. En esta situacion, si B = {v1,...,v,} y D = (d;;) = [T]s, entonces D
es una matriz diagonal y d;; es el valor propio correspondiente al vector propio v;, Vi =1,...,n.

Dem. Si T es diagonalizable, entonces existe una base B = {v1,...,v,} de V tal que [T]|g es diagonal.
Luego si di1,...,dp, son las entradas digonales de [T]g, es T (v;) = dj;v;, Vi = 1,...,n y cada v; es un

vector propio de T' asociado al valor propio d;;.

Si B={vi1,...,v,} es una base de V formada por vectores propios de T' con valores propios correspon-
dientes A1, ..., A, entonces es T (v;) = \jvg, Vi=1,...,ny
1 1
AN - 0
me=H - K
0 - A\
O
—1 1
1 3

Ejemplo 1.2. Sea A = € M (R).

4 2
Consideremos v1 = (1, —1) y v2 = (3,4). Observar que B = {v1,v2} es una base de R? y que L4 (v1) =
—2v1y La (v2) = 5wy, luego

1 L1 1 1
-2 0 1 3

Lalg= o 5 yQ AQ=I[Lalg, siendo@Q= "

Ejemplo 1.3. Sea C*°(R) = {f : R — R | f tiene derivada de todos los érdenes}. Definimos T' € £ (C**(R))
por T(f) = fY Observar que A € R es un valor propio de T si y solo si existe f # 0 tal que f7= X f; luego
todo A € R es un valor propio de Ty los vectores propios correspondientes a A son las funciones de la forma
f(t) =ceM, Ve #0.
Proposicion 1.7. Sea T € L(V) y B, C dos bases de V. Entonces
det ([T]g) = det ([T]c) -
Dem. Es [T|g = Q7 [T]cQ, siendo Q = ¢[id ]g, luego

O, . O L
det ([T]s) = det QY [T1cQ = (det @)~ det ([T]c) det @ = det ([T]c).



Vista la proposicién anterior tiene sentido la definicién siguiente:

Definicion 1.4. Si T' € L(V), definimos su determinante por detT := det ([T]g) siendo B una base
cualquiera de V.

_ -
Ejemplo 1.4. Sea V = Ry[x] y T € £L(V) definida por T(p(z)) = p{z). Si B= 1,z,2% | es

—1
010

T =Lolo 2 L=ldetT =0.
000

Proposicion 1.8. Sea T € L(V).
1. Si S es otro operador en V, vale det (T o S) = det T det S.

2. El operador T es invertible st gpolo st det T' # 0.
En esta situacion es det T = (det 7)™,

3. Para todo \ en k y toda base B de V wvale:
det (T — X id) = det(A — A1),
siendo A = [Tg.
Dem. Sea B una base de V.
det (T o S) =det ([T o S]g) = det ([T]g[S]g) = det ([T]g) det ([S]g) = det T" det S.
2. Si T es invertible, es T o T™1 =id, luego
N 1,00
1=det(id) =det ToT ™" =detT det T~ .
O O "
Esto implica que detT # 0 y que det T-! = (detT) .
Si det T' # 0, entonces det ([T]g) # 0, luego [T]g es invertible y esto equivale a que 7' sea invertible.
3.S51 A ek, es

det (T — X id) = det ([T — A id]g) = det ([T]s — A[id]g) = det(A — A T).

Definicion 1.5. Si A € M, (k), definimos su polinomio caracteristico por
XA(t) :==det(A—tI) € Kk[t].
Si T € L(V), definimos su polinomio caracteristico por

Xp(t) == det(T — ¢ id) € k[t].



Observacion 1.2. De la Proposicién 1.8 se deduce que si A € M, (k), T € L(V) y B es una base de V,
entonces

Xr(t) = X (1), Xa(t) = Xpa(0).

Notar que si 1 1
a1 - Qlp 1m—t - a1n
a=-H - Edae-=
Gp1 - QOnn Gn1 Tt Qpp — T

Es un ejercicio del préactico el probar que vale la formula siguiente
Xa(t) = (=1)"t" 4 (=1)" Tr (A) " 4 .- det(A).
Luego gr X4(t) =nsi Ae My(k) y gr Xp(t) =nsiT e L(V)y dimV =n.

11 El t 1 E:
. . _a- 2_9p
Ejemplo 1.5. Si A= 4] 0 Xa(t) = 41—t tc— 2t —3.

Ejemplo 1.6. Si T € £ (Rz[z]) estd definida por T'(p = pH{x), (ejemplo 1.4) entonces

YT -

Proposicion 1.9. Sea T € L(V) y A € k. Son equivalentes:
1. El escalar X es un valor propio de T'.
2. Ker(T'— X1id) # {0}.
3. El operador T — X\ id no es invertible.
4. El escalar X es raiz de Xp(t).
Dem.
A es valor propiode T'< Fv #0: T(v) =Av
< 3Jv#£0: veKer (T —Aid)
< Ker (T'— \id ) # {0}
< T —Aid : V — V no es inyectiva
< T —Xid : V — V no es invertible (dimy V' < 00)
S det (T'— Aid) #0
~ XT()\) = 0.

Corolario 1.10. Si T € L(V) y dimV = n, entonces T tiene a lo mas n valores propios.

Dem. Los valores propios de T son las raices de Xp(t), como este polinomio tiene grado n, entonces
tiene a lo mas n raices. O



Ejemplo 1.7. Rotacién. La rotacién de dngulo 6 (0 < 6 < 7) es la transformacién lineal Ry : R? — R?
definida por Ry(z,y) = (x cos + y senf, x senf — y cosf). Es

CI1C 101 0 0 CIT1 L]
r cosf —sen T 2
Ry y = senf  cosd y Xpe(t) =t — (2cos @)t + 1.

El discriminante de la ecuacién t? — (2cos @)t +1 = 0 es
2 L1, - .
A=4cos0—4=4 cos*f—1 <0,si0<0<m,

luego Ry no tiene valores propios y por lo tanto no tiene vectores propios y no es diagonalizable.

Observacion 1.3. Si A es un valor propio de T' € L(V), entonces v € V' es un vector propio de T correspon-
diente al valor propio A siy solosiv #0y v € Ker(T — X id).

1 [

le 1 del ejemplo 1.5. Es X4(t) = t? —2t -3 = (t—3)(t+1),

luego A tiene valores propios Ay =3 y A2 = —1. Observar que Ker (L4 —3id) = [(1,2)] y Ker (L4 +1id) =
[(1,—2)]. El conjunto B = {(1,2),(1,—2)} es una base de R? formada por vectores propios de L, luego L
es diagonalizable. En particular tenemos

1] L1 L1 L1

3 0 - . T
0 —1 y [Lalg =Q "AQ, siendo Q = 5 _o9

Ejemplo 1.8. Consideremos la matriz A =

[LA]B =

Ejemplo 1.9. Sea T € £ (Ry[z]) definida por T(p(z)) = p{z) (Ejemplo 1.6). Es X1(t) = —t3, luego 0 es el
unico valor propio de T'. Los vectores propios de 1" son los polinomios constantes no nulos, luego no existe
una base de Rp[x] formada por vectores propios de Ty T no es diagonalizable.

SiB={v1,...,v,} es una base de V, definimos coordg : V' — k™ por
coordg(v) = (x1,...,x,) S v =mziv1+ -+ TpUy.
En el curso de dlgebra lineal I se prob6 que coordg es un isomorfismo lineal.
Proposicion 1.11. Sea T € L(V), B una base de V, A = [T|g y A un valor propio de T' o -equivalentemente-

un valor propio de A. Entoncesv € V' es un vector propio de T' correspondiente a \ siy solo sicoordg(v) € k™
es un vector propio de A correspondiente a .

Dem. Utilizando que coordg : V' — k"™ es un isomorfismo, tenemos que dado v € V, es v # 0 si y solo si
coordg(v) # 0y

T'(v) = Av < coordg(T'(v)) = coordg (A v) < [T]g coordg(v) = Acoordg(v) < Acoordg(v) = Acoordg(v).

O



Ejemplo 1.10. Sea T € L (Rj[z]) definida por T'(p(z)) = p(z) + xpYz) + pYx). Consideremos la base
C = {1,z,2%} de Ry[z]. Es

T —
A=[T)c= L2 2 Lalxp(t) = —(t —1)(t —2)(t — 3),
00 3

luego los valores propios de 71" son 1,2 y 3. Operando obtenemos:
Ker(Ly —id) =[(1,0,0)], Ker(L4 —2id)=[(1,1,0)], Ker(Ls —3id) =1(1,2,1)].

Luego ] L
Ker(T —id) =[1], Ker(T —2id) =[1+2z], Ker(T —3id)= 1+2z+a? .

El conjunto B = {1,1+4 z,1 + 2z + 22} es LI y por lo tanto es una base de Ry[z]; en la base B obtenemos

Proposicion 1.12. Sea T € L(V), A1,..., A\ valores propios distintos de T y v1, ..., v vectores propios
correspondientes. Entonces {v1,...,vx} es LI

Dem. La prueba la haremos pon induccion en k.

Si k =1, entonces {v1} es LI porque como vy es un vector propio, es vy # 0.

Supongamos que el resultado es cierto para k — 1 > 1 y sean Aq,..., \; valores propios distintos de T' y
v1,..., U, vectores propios correspondientes. Sean ayg, ..., ar € k tales que
a1v1 + -+ + ap—1vp—1 + arpvg = 0. (1)
Aplicando T en ambos lados de la ecuacién (1) y teniendo en cuenta que v1,..., v son vectores propios
obtenemos
a1Av1 + ¢ -+ ag—1 A—10k—1 + apAgvg = 0. (2)

Multiplicando la ecuacién (1) por —\j obtenemos
—a1ARUL =+ — Ap—1 Ak Vg1 — ap Ak = 0. (3)
Sumando la ecuacién (2) y la (3) obtenemos
ar(A — Ag)vr + -+ ap—1(Ak—1 — Ag)vg—1 = 0.
Por la hipétesis de induccién el conjunto {v1,...,vp—1} es LI, luego
a1(A1 — Ag) = = ap—1(Ag—1 — A\x) = 0.

Como \; # A\ paratodoi=1,...,k—1, es

a1 =---=agp—1 = 0.
Substituyendo aq,...,ag—1 por 0 en la ecuacién (1) obtenemos ajvy = 0 y como v # 0, es ax = 0 y esto
completa la prueba de que {v1,..., v} es LL O]



Corolario 1.13. 1. Si A € M, (k) tiene n valores propios distintos, entonces A es diagonalizable.

2. 81T € L(V) tiene n valores propios distintos, siendo n la dimension de V', entonces T es diagonali-
zable. Ol

L1 L[ L1

OOD
N O

Ejemplo 1.11. Si A = ,es X4(t) = t(t—2). Luego A es diagonalizable y es semejante a

—_ =

1
1
Observacion 1.4. La matriz identidad y la matriz nula son ejemplos de matrices diagonales -luego diago-
nalizables- que tienen un solo valor propio, 1 y 0 respectivamente. Estos ejemplos nos muestran que las

hipotesis del corolario anterior son suficientes pero no necesarias para asegurar que el operador o la matriz
sea diagonalizable.

Definicion 1.6. Un polinomio f(x) € k[z] se dice que escinde en k[x] si existen escalares a, a1, ..., a, tales
que f(z) =a(x —a1)--- (x — a,) (pueden haber elementos repetidos en ay, ..., a,).

Observar que si f(x) escinde, agrupando en términos repetidos queda f(z) = a(z — b1)™ --- (z — b,)",
conb, £bjsii#jyn, €2, Vi=1,...,r.
Ejemplo 1.12. 1. 22— 1= (x + 1)(x — 1) escinde en Q[z].

2. 22 — 2 no escinde en Q[z].

] 1 -
3. 22 —2= 2++2 1z —+/2 escinde en R[z].
== .

4. 2+ 1y 241 (x —2) no escinden en R[z].

5. 22 4+ 1= (z +i)(x — i) escinde en C[z].
Observacion 1.5. En Clz] todo polinomio no constante escinde, este es el llamado “teorema fundamental
del algebra” que sera demostrado en cursos posteriores.

Proposicion 1.14. Sea T € L(V). Si T es diagonalizable, entonces X1 escinde.

Dem. Sea B una base de V en la cual [T]g es diagonal.

—1 —1
ai
me=H . BB v =@—6-(an—t) = (<1t —a1) - (t — an).
Qp

Ul

Corolario 1.15. Sea T € L(V). Si X no escinde, entonces T no es diagonalizable. O
I:(I) ) 1

Ejemplo 1.13. Si A = 10 € M>(R), es X4(t) = t?> + 1 que no escinde en R[t], luego A no es

diagonalizable. Observar que si consideramos A € M>(C), §54a(t) :ﬁf_;rk 1= (t—1)(t + i) que escinde en

C[t], luego A es diagonalizable en M>(C) y es semejante a i



Definicion 1.7. Sea T € L(V) y A un valor propio de T.
1. El subespacio propio asociado al valor propio A es Ey := Ker(T' — \id).
2. La multiplicidad geométrica de X\ es MG(\) := dim E.
3. La multiplicidad algebraica de X es M A(\) := max I%I: (t — M\)" divide a X7 (t) I:I
Si A € M,(k) y A es un valor propio de A, entonces se define la multiplicidad algebraica y geométrica de A

como las correspondientes al operador Ly € £ (k™).

Observacion 1.6. 1. SiT € L(V), entonces 0 es un valor propio de T si y solo si Ker(7") # {0}, en este
caso es Ep = Ker(T).

2. El subespacio propio asociado a un valor propio A\ consiste en el vector nulo y los vectores propios
correspondientes a A.

3. SiT e L(V) y A un valor propio de T es
MG(\) =dimKer(T — Aid) = dimV — dimIm(7" — Aid ) = dim V' — rango(T — Aid ).
En particular si A € M,,(k) y A es un valor propio de A, entonces MG(\) = n — rango(A — \I).
4. Si X es un valor propio de T', es M A(\) = m siy solo si Xp(t) = (t — X\)™p(t) con p(\) # 0.
Ejemplo 1.14. Sea T € L (Ry[x]) definida por T(p(x)) = p{z). En el ejemplo 1.9 probamos que X7(t) =
—t3, luego 0 es el tinico valor propio de T'y Eg = Ker(T) = R C Ry[xz]. Entonces M A(0) =3 y MG(0) = 1.

Observar que este es un ejemplo de un operador que no es diagonalizable pero que su polinomio caracteristico
escinde.

Ejemplo 1.15. Sea

A=

u(R).

o W o
o O O

0
0
1

o O P OJD

0 -1 0
L
Es XA(t) = (t — 3)? ltq +1 , luego 3 es el unico valor propio de Ay MA(3) = MG(3) =2.

Observar que en ninguno de los casos anteriores es T' diagonalizable.

Teorema 1.16. Sea T € L(V) y A un valor propio de T, entonces
1< MG(N) < MA(N).
Dem. Como A es un valor propio de T', es Ey # {0} y luego MG(X) > 1.

Sean Bi una base de E) y B> un conjunto LI de V disjunto con Bj tales que B = B1 U B> es una base de
V. Observar que T'(v) = Av para todo v € B1, luego la matriz asociada a T en la base B es una matriz en

bloques de la forma —1 1
M, B

siendo m = #B1 = dim E)\, = M G()). Luego
Xr(t) = (A= 1)"g(t).
Como puede ser g(A) = 0, entonces es MA(N) > m = MG(N). O



Corolario 1.17. Sea T € L(V) y A un valor propio de T, entonces MA(XN) =1 implica MG(\) =1. O

Definicion 1.8. Una familia de subespacios W1,..., W) de V se dice independiente si
wy+--4+wp, =0, conw;, eW;, Vi=1,....k = wy=---=w;=0.
Iﬁllos subﬁi%ios Wi, ..., W son independientes, entonces la suma i;=1 W; se dice directa y se escribe
= Wi= = Wi

Proposicion 1.18. Sea T' € L(V) y A1,..., i valores propios distintos de T. Entonces Ey,, ..., Ey, son
subespacios independientes.

Dem. Sean vy € Ey,,...,v; € Ey, tales que v1 + --- + v, = 0. Si existiese algin ¢ € {1,...,k} tal que

v; # 0, eventualmente reordenando los subindices existiria algin [, 1 <[ < k talque v; #0,Vi=1,...,1ly
Vi+1 = -+ = v = 0. Luego es

nv+---+yy=0conv; #0, Vi=1,...,L (4)

Sii e {l,...,l} es 0 # v; € E),, luego v; es un vector propio de T' correpondiente al valor propio A;.

Entonces la Proposicién 1.12 implica que {v1,...,v} es LI y esto contradice (4). Luegoes vy = -+ = v =0

y Ex, ..., E), son subespacios independientes. O

Teorema 1.19. Sea T € L(V). Son equivalentes:
1. T es diagonalizable.
2. Xt escinde y MG(X) = M A(N) para todo valor propio X de T
3. V= L;EIEN, stendo A1, ..., p los valores propios de T'.

Dem. 1= 2: Como T@diagonalizable, nosotros @abemos que X escinde y ademas podemos suponer
1

que existe una base B = wvy,...,v;,... ,vf, ~..,v;" de V tal que
1 1
A1
A1
[Tl =
An
A

siendo Ag,..., Ay los valores propios de T' con A\; # A; si ¢ # j. Es decir que el valor propio \; aparece
exactamente n; veces en [T]g para todo i = 1,..., h. Luego es

Xr(E) = (= )" O = "™ = (1) (=A™ -+ (£ = 3™

] -
Observar que por la forma de la matriz [T]g es vi,...,v,. C Ey;, luego MG(\;) > n; = MA(N;). Pero

? YN

siempre vale MG(\;)) < MA(N\;), luego MG(\;)) = MA()\;), paratodoi=1,...,h.

10



Iili 3: Seiw__’;Xiﬁf (=)™t = A)™ -+ (t — Ap)™ con \; # Aj sii # j. La Proposicién 1.18 nos dice que
=1 Exi = =1 B, luego
I—I L1
] I f ] | I | S— | B
dim E,, = dim Ey; = MGN\)=  MAMN)= n;=gr Xp(t) =dimV,

=1 =1 =1 =1 =1

luego i;:1 Ey, =V.

3 = 1: Si B; es una base de E), para todo ¢ = 1,...,h, entonces B = By U---U By, es una base de V'
formada por vectores propios de T'. O

Teorema 1.20. Sea T € L(V). Si el operador T es diagonalizable, entonces existen escalares distintos
Al, ..., A\ y operadores no nulos Pi,..., P, unicos tales que

1. Pi2 =P, Yi=1,...,h (los operadores P; son proyecciones).
2. PioP; =0 sii#]j.
3. id=P+ -+ P
4. T'=MP1+--+ MNPy
La descomposicion T = A\ Py + - -+ + APy, se llama la descomposicién espectral de T'.

Dem. Ewistencia: Como T' es diagonalizable, entonces es V = ., F);, siendo Ay,..., Ay los distintos
valores propios de T'. Para cada i € {1,...,h}, definimos P; : V. — V por P;(v) = v; si v = vy + -+ + vp,
con v; € Ey;, i =1,...,h. Por las relaciones que conocemos entre proyecciones y sumas directas, sabemos
que Pi, ..., Py, verifican las condiciones 1, 2 y 3. Adema&s como E’)\i #{0},es P, #0Vi=1,...,n

SiveV,esv=P(v)+--+ Py(v conP( )€ Ey\, Vi=1,...,h, luego

)
Tw)=T(Pi(v)+ -+ P(v) =T (Pi(v)) + -+ T (Pp(v)) = MPr(v) + - + A Pr(v)
=MPL+-+MPy)(v) = T=MPi+ -+ P

Unicidad: Sea T € L(V') tal que existen escalares distintos A1, ..., A, y operadores no nulos P, ..., Py
que verifican las condiciones 1, 2, 3 y 4. Probaremos que T es diagonalizable, que A1, ..., A son igtintos
valores propios de T'y que P1, ..., P, son las proyecciones asociadas a la descomposiﬁ%f = o By

Sea W; = Im(P;), i = 1,...,h. Las condiciones 1, 2 y 3 implican que V. = [, W; y que si v =
wy + -+ + wy, con w; € W;, entonces Pj(v) = w;, ¥i = 1,...h. Ademas como P, # 0, es W; # {0}
Vi=1,....h.

Siv e W, es P;(v) = v, luego

1 1
| — | — | — | —
Tw)y= LA\PLed= NPiv)= NP (P(v) = A (PjoP)(v)=XNPv) = NPi(v) = \v.
j=1 j=1 j=1 j=1

Como W; # {0}, la relacién anterior implica que \; es un valor propio de 7' y que W; C E),;, para todo
1=1,...,h. Ademés tenemos

¥ 1 ¢ 1
by, CV. (5)

<

I
=

I
=
M)
S

|

=1 =1 =1 =1



Luego V = IEIE)\i. Esto implica que T es diagonalizable y que A1,..., A, son los distintos valores
igs de T'. Observar que tomando dimensiones en la relacién (5) obtenemos dimV = _; dim W; =

=1 dim Ey;. Por otro lado de W; C E); se deduce que dim W; < dim E); para todo i = 1,...,h. De estas
dos tltimas relaciones se tiene que dim W; = dim E); y como W; C E),, es W; = Ej; doit=1,..., h.
Esto implica que P4,..., P, son las proyecciones asociadas a la descomposicion V' = ,_; E),. O

L1 ]
Ejemplo 1.16. Sea T € £ R3 definida por T(x,y, z) = (4o + 2,22 + 3y + 2z, 2 + 4z). Observar que es
[ 11 11 ] CLITT 11 ]

T 4 0 1 T
T CACSIER 3 9 CILA T xp() = —(t— 3)2(t — 5).
z 1 0 4 z

Operando obtenemos
E3 = [(1707_1)7 (0,1,0)], Es = [(17271)]'

Luego X7 escinde, MG(3) = MA(3) =2y MG(5) = MA(5) = 1, esto implica que T es diagonalizable
y que B = {(1,0,—1), (0,1,0), (1,2,1)} es una base de R3. Escribiendo un vector gerierico de R® como
combinacién lineal de B obtenemos

(@,9.2) = 2= 2(1,0,-1) + (y — 2 — 2)(0,1,0) + Z-2(1,2,1).
1 1
Luego si definimos Py y P> en £ R?® mediante
1 1
Pl(x,y,z):%(1,0,—1)4—((@—37—2)(0,1,0): %,y—x—z,% ,
1 1
Pz(x,y,z):x;”(l,zl): $;zx+zz—gx

entonces la descomposicion espectral de T es T'= 3P + 5P,. Ademas sabemos que Py y P verifican:

Pi+P,=id, PP=P, P}=P, y PioP,=P0oP =0.

Definicion 1.9. Sean ¢y, ..., ¢ elementos distintos de k, definimos p1(z), ..., pr(x) € kg—1[x] por
B @cj _ (z—a) (x — ci—1) (z — cie1) (x —cx) o
pi(z) = = . Vi=1,... k.
g GG (ci—c1)  (ci—ci—1) (i —ciw1) (¢ —cp)
Observar que estos polinomios verifican p;(c;) = d;5, Vi, j =1,...,k :
1 1
L Je. b— l#£i
pi(cl) = ] ] = GiTC _ 1 ] = = 51‘[.
JEY Ci — Cy JBici—¢g T T -
Los polinomios p1(z), ..., pk(x) se llaman los polinomios de Lagrange asociados a c1, . .., Cg.
La siguiente proposicion sera util en el tema siguiente.
Proposicidon 1.21. Sean ci, ..., ¢ elementos distintos de k y by, ..., b, elementos de k. Entonces existe un
polinomio p(z) € k[x] tal que p(c;) =b;, Vi=1,... k.
Dem. Sea p{x) = i;=1 b; pi Eglsiendo p1(x),...,pr(x) los polinomios de Lagrange asociados a c, . . . , ¢k.
Luego p(Cl) = =1 bz‘pz’(cl) = =1 bidy =0b,Vi=1,... k. O
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Definicion 1.10. Sea T' € L(V). Si p(x) = ap 2" + an—1 2" 1 4+ --- + a1z + ao € k[z], definimos
p(T) = anT" 4 an—1 T" L+ F a1 T + apid € L(V),

siendo T" = Fo g I = 1.2, .. .. Si definimos T° = id, podemos escribir p(T) = z';:o a; T siendo
n

Observacion 1.7. Es un ejercicio del préctico el probar que si "= ;_; A; P; es la descomposicién espectral
de un operador diagonalizable T'y ¢(x) € k[z], entonces

— —
— —
g N P E=1 () P
j=1 j=t

-

Proposicion 1.22. Sea T' € L(V) un operador diagonalizable y consideremos T' = _; \; P; la descom-
posicion espectral de T'. Entonces cada P; es un polinomio en T.

Dem. Dado que Ag,...,\; son escalares distintos, podemos considerar los polinomios de Lagrange
q1(x),...,qr(x) asociados a A1, ..., Ag; luego
[ ] [ ]
i 1 § 1 1
ql-(T):qil I)\ijI =1 qi()\j)Pj: (SUPJZPZ = Pi:qi(T), Vi:1,...,k.
=1 =1 =1
O

Ejemplo 1.17. Consideramos nuevamente el ejemplo 1.16 y buscamos polinomios q1 y g2 tales que P; =
@1(T) y P» = q2(T). Los valores propios de T son 3 y 5, luego tenemos que encontrar los polinomios de
Lagrange q1 v q2 asociados a 3 y 5:

3—5  2° 2
z-3 1 3
2 =53 =5,

Observar que q1 y g2 verifican

q1(3) = 17 QZ(S) = 07
a1(5) =0, q2(5) =1
Luego
1 5,
Pr=q(T)=-5T+5id
1 3.

Queda como ejercicio el verificar que P; y P» coinciden con los obtenidos en el ejemplo 1.16.
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