Universidad de la Republica
Facultad de Ciencias
Centro de Matematica

Introduccién a la Topologia
Curso 2007

Examen 13/08/2007

1. a) Decimos que dos conjuntos M y N de un espacio topoldgico X son separados si MNN =0
y NN M = (). Probar que un subconjunto A de X es conexo si y solo si no es union de dos
conjuntos no vacios y separados.

b) Sea X un espacio topoldgico conexo y A C X conexo. Supongamos que A° = M U N con
M y N separados. Probar que AU M y AU N son conexos.

¢) Un espacio topolégico X se dice unicoherente si es conexo y se cumple lo siguiente: si A y
B son conjuntos cerrados y conexos tal que X = AU B entonces AN B es conexo.

Sea S un subconjunto conexo de un espacio unicoherente. Probar que la frontera de
cualquier componente de S¢ es conexa.

2. Sea X un espacio métrico compacto, dado € > 0 se define una e-cadena entre x,y € X como
una sucesién finita de puntos {z = z1,x2,...,2, = y} tal que d(x;,2,41) < . Dado A C X se
define C(A) el conjunto de los puntos que se pueden unir a algiin punto de A por una e-cadena,
y C(A) =n{C.(A4) : e > 0}.

a) Sea A C X y e > 0. Definimos Vp(A) = A, V1(A) = {z € X : d(z, A) < €}, y por recurrencia
Vit1(A) = Vi(V,,(A)). Probar que Cc(A) = U{V,,(4) : n € N}.
b) Probar que para cada e >0y A C X el conjunto C.(A) es abierto y cerrado.

¢) Mostrar que si A es conexo, entonces C(A) es conexo. Deducir que entonces C({z}) es la
componente conexa de .

d) Probar que si A C X entonces C(A) = U{C, : z € A} donde C, es la componente conexa
de z.

e) Dar un ejemplo de un subconjunto X cerrado de R? (en particular X es métrico localmente
compacto) y no conexo tal que cualquier par de puntos pueden unirse con una e-cadena
para todo € > 0.

3. Si I =[0,1] sea H la familia de todas la funciones f : I — I no decrecientes, con la topologia
relativa a la del producto I7.
a) Probar que H es compacto y Hausdorff.

b) Probar que H es Ni. Deducir que H es secuencialmente compacto. (Sugerencia: Usar que
el conjunto de puntos de discontinuidad de una f € H es numerable.)

¢) Mostrar que H es separable.

d) Mostrar que H no es métrico. (Considere A = {f; € H : f([0,t)) = 0, fi((¢,1]) =
1y fi(t) =1/2}, observar que A’ NA=10.)



