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1. En R consieramos la siguiente familia de subconjuntos:
B={{z}U[(a,b) N Q] : z € (a,b),z € R}.
a) Probar que B es base de una topologfa que designaremos por 7. Mostrar que 7 es mas fina
que la topologia usual.
b) Probar que (R, 7) es Hausdorff. Probar que si J C R — Q entonces es cerrado.
¢) Probar que (R, 7) no es un espacio regular y que no es No (no tiene base numerable).

d) Probar que C es compacto en (R, 7) si y solamente si se verifica:
= CN(R—Q) es finito.
= (' es compacto con la topologia usual.

e) Es (R, 7) conexo?

2. Sean z,y € R¥, se define la siguiente métrica d(x,y) = 1/i donde i es la primer coordenada en la
que difieren las suceciones, y d(x,2) = 0, denotamos por X = (R“,d) con la topologia métrica.

a) Probar que la topologia inducida por d es mas fina que la topologia producto.
b) Probar que X es completo.
¢) Probar que la topologia inducida en cada eje es la discreta.
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Probar que X no es o-compacto, ni localmente compacto.

Probar que X no es separable.

3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Decimos que A, B es una separacién de X si Ay B son abiertos
no vacios disjuntos tal que X = A U B. Decimos que X no separa dos puntos a,b € X si para

cualquier separacion X = AU B se tiene que a,b € A o bien a,b € B. Un subconjunto K C X
no separa los puntos a,b € K si no los separa con la topologia relativa.

a) Definimos una relacion en X asi: ¢ ~ y si X no separa los puntos x, y. Probar que ~ es una
relacién de equivalencia. A las clases de equivalencia las llamaremos cuasi-componentes.

b) Demostrar que las cuasi-componentes son conjuntos cerrados. Mostrar que toda compo-
nente conexa de X esta contenida en una cuasi-componente.

¢) Consideremos el siguiente subconjunto de R? con la topologia relativa:

1
X = - .
0.0y J {5} o
neN
Probar que {(0,0), (0,1)} es una cuasi-componente.

d) Supongamos que X es un espacio Hausdorff y compacto. Probar que toda cuasi-componente
es una componente conexa. (Sug: Sean x,y puntos de una cuasi-componente. Considerar
la familia F = {K C X : K es cerrado y no separa x de y} y ordenarla por inclusidn.



