Universidad de la Republica
Facultad de Ciencias 17 de diciembre de 2007

EXAMEN - INTRODUCCION A LA PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

1. En un pueblo donde hay r individuos, una persona le comenta un hecho a otra, quien a su vez se lo
traslada a una tercera persona, ésta a otra y asi sucesivamente. Se supone que en cada vez, la persona
receptora del rumor sélo sabe quién le trasmite el rumor, pero desconoce quiénes més lo conocen. A
su vez elige al azar a quién se lo va a trasmitir. Le llamamos A,, al suceso “el rumor pasa n veces sin
regresar al que lo origind”.

a) Hallar P (A,).
b) Hallar P (N2 US> Ay) .

¢) Si X es la variable aleatoria que cuenta la cantidad de personas que se enteran del rumor hasta
que a alguna le regresa el mismo, hallar su funcién de probabilidad.

2. Decimos que una variable aleatoria tiene distribucion de Cauchy con pardametros u, o > 0 cuando tiene
por densidad

fx(z) = ! Not: X ~ C (u,0).

w (1 + (%)2)

a) Probar que si X ~ C(0,a) e Y ~ C (0,b) son mdependlentes entonces X +Y ~ C(0,a+b).
Se sugiere recordar que una primitiva de es

(a 2+:p2)(b2+(z 1)2)
z(ln(a2+:r; ))—z(ln(b2+z2—2zx+z )) (arctan %)(b2+z2—a2) (arctan 7Zb+m)(z2—b2+a2)
(b2—2ba+22+a?)(a?+2ba+b%+22) + (b2—2ba+22+a?)(a?+2ba+b%+22)a + (b2—2ba+22+4a?)(a?+2ba+b%+22)b

b) Supongamos que Xi, Xo, ..., X;, es una M.A.S. con distribucién como la de cierta X ~ C (0,1).

1) Estudiar convergencia casi segura de X,,.
2) Estudiar convergencia en distribucién de X,.

3. Si X1,Xs,..., X, es una M.A.S. con distribucién como la de cierta X ~Poisson()). Consideramos
T, = >, X, el pardmetro 0 = e~ y los estimadores 6 = Lix,—oy y 0= (1 — %)T" .

a) Probar que T, tiene distribucién Poisson(n\) .

)
b) Probar que gy 0 son estimadores insesgados de 6.
¢) Probar que V (5) <V <§) .
)

d) Probar que 0 es débilmente consistente como estimador de 6.



