ANALISIS REAL
CuURsO 2003. CENTRO DE MATEMATICA

Examen. 26 de febrero del 2004

1. Se considera sobre el conjunto X = (0, 00) (con la topologia usual) una medida de Borel
u, regular y positiva. Si 6 € (—1,1), se define Ry : R? — R? la rotacién de dngulo 76:
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Sea Z = qu@ R,(X), donde Q=0n (—1,1). Sobre Z se considera la topologia inducida

por la usual de R2.

a) Probar que si E C Bpe, entonces Bg = {FNE | F € Bg2}.

b) Probar que By es la menor o-algebra sobre Z que contiene a By y que es invariante
por cada Ry, con g € Q).

¢) Demostrar que p tiene una tnica extensién a una medida i : By — [0, 00| tal que
a(E) = ,U,(Rq(E)), paratodo FE € By y q € @ Mostrar que fi es o—finita.

d) Sea i : Brz — [0,00] dada por p(E) = a(E N Z) para E € B2, donde [ es la
medida hallada en (c). Probar que i es una medida o—finita que extiende a fi.
Hallar la descomposiciéon de Lebesgue de esta medida con respecto a la medida de
Lebesgue.

e) Sip eslamedida hallada en (c), probar que existe una medida de Borel regular en
R? que extiende a [i si y sélo si = 0.

2. En un espacio de medida (X, M, i), sea {f,} una sucesién de funciones medibles con-
vergente a f en casi todo punto.

a) Probar que f,, — f en medida si u(X) < 400, pero que no necesariamente es cierto
si u(X) = +o0.

b) Supongamos que para ciertas constantes 1 < p < 400y k > 0 se cumple f, € LP(u)
y || fullp = k para todo n € N. Probar que f € LP(u) y ||f|l, < k, pero que no
necesariamente se cumple que || f||, = k ni que {f,} es convergente en LP(p).

¢) Ademés de las hipdtesis de la parte (b), supongamos que existen, para todo € > 0,
un natural N(e) y una funcién g. € LP(u) tales que ||f, — gell, < € para todo
n > N(e). Probar que |[fllp = k y fu — f en LP(s)

3. Sea M la familia de medidas de Borel sobre [0, 1] con medida total 1 y sea € el conjunto
de las funciones de [0,1] en R continuas. Si {u,} y p estdn en M, decimos que {puy,}
converge débilmente a p (y lo notamos p, = p) si

/fdun — /fdu, cuando n — 400,

para toda f € C.



Probar que si {f,} es una sucesién de funciones de [0, 1] en [0, 1] medibles cuales-
quiera, tal que f, — f en y—medida, con u € M; entonces
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para cualquier ¢ € C.

Sean 11 € M, {fu} v £ como en (a) y sean juy,(B) = u(fi'(B)) v uy(B) =
p(f~H(B)) para todo boreliano B. Probar que 5, = fiy.

Probar que si f es constante y—ctp y puy, = py, entonces f, — f en p-medida.

Sea
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fn = XA, ¥y ¢ = m la medida de Lebesgue. Probar que jy, converge débilmente a
una medida en M, pero {f,} no converge p—medida a ninguna funcién.



