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1. Sea (Ω,M, µ) un espacio de medida tal que µ(Ω) = 1. Sean Y1, Y2, Y3 : Ω → R funciones
medibles. Sea B la σ–álgebra de Borel en R. Se definen los números reales

pi(E) = µ
(
Y −1

i (E)
)
, Fi(x) = pi

(
(−∞, x]

)
,

para i = 1, 2, 3; E ∈ B y x ∈ R. Probar que:

a) pi es una medida de Borel en R y pi es la restricción a B de la medida de Lebesgue–
Stieltjes µFi (completa) asociada a la función Fi. Se cumple, además, Fi(−∞) = 0
y Fi(+∞) = pi(R) = 1.

b) Para toda h : R→ C medible Borel, h ∈ L1(R, pi) si y sólo si h ◦ Yi ∈ L1(Ω, µ). En
ese caso, ∫

Ω
h ◦ Yi dµ =

∫ +∞

−∞
h(x) dFi(x).

Si Y1 ∈ L1(Ω, µ), entonces
∫
Ω Y1 dµ =

∫ +∞
−∞ x dF1(x). (Sugerencia: inducción en L1.)

c) Sea m la restricción a B de la medida de Lebesgue en R. Si p2 ¿ m, entonces existe
f2 ∈ L1(R, m) con f2 ≥ 0 m–ctp tal que

∫ +∞

−∞
h(x) dF2(x) =

∫ +∞

−∞
h(x)f2(x) dx

para toda función compleja h ∈ L1(R, p2). Si además Y2 ∈ L1(Ω, µ) entonces∫
Ω Y2 dµ =

∫ +∞
−∞ xf2(x) dx.

d) Si Y3 ∈ L+(Ω, µ) entonces
∫
Ω Y3 dµ =

∫ +∞
0

(
1 − F3(x)

)
dx. (Sugerencia: aplicar

Fubini.)

2. Sea (X,M, µ) un espacio de medida finito y sea f ∈ L∞(µ) (con la norma del supremo
esencial). Supongamos que ‖f‖∞ = 1 y definamos, para n ≥ 1:

In =
∫

X
|f |n dµ.

a) Probar que I2
n ≤ In−1In+1 y que In 6= 0 para todo n ≥ 1. Concluir que In+1/In es

una sucesión creciente. (Sugerencia: usar la desigualdad de Cauchy–Schwartz.)

b) Demostrar que In+1 ≤ In y concluir que In+1/In converge a un número b ≤ 1.

c) Demostrar que
∫

X
|f |n dµ ≤

(∫

X
|f |n+1 dµ

)n/(n+1)
µ(X)1/(n+1)

(Sugerencia: usar la desigualdad de Hölder.)

d) Probar que ‖f‖n tiende a 1 = ‖f‖∞ por la izquierda, cuando n → +∞. Deducir
que

In+1

In
→ 1, cuando n → +∞.

(Sugerencia: utilizar la definición de supremo esencial.)



3. Sea (Rn, L, m) el espacio de medida de Lebesgue en Rn. Los conjuntos E, ∂E y E◦

son respectivamente la clausura, la frontera y el interior topológicos de E ⊂ Rn. Los
conjuntos Ê, bE y E◦ son la adherencia, el borde y el interior esenciales de E ∈ L,
definidos como sigue:

Ê = {x ∈ Rn | m(
E ∩B(x, ε)

)
> 0 para todo ε > 0}

bE = {x ∈ Rn | 0 < m
(
E ∩B(x, ε)

)
< m

(
B(x, ε)

)
para todo ε > 0}

E◦ =
{
x ∈ Rn | existe εx > 0 tal que m

(
E ∩B(x, εx)

)
= m

(
B(x, εx)

)}

Se llama exterior esencial de E al interior esencial de Ec, (Ec)◦, o lo que es lo mis-
mo, (Ê)c. Probar las siguiente afirmaciones:

a) E◦ es abierto y (Ec)◦ = (Ê)c, luego Ê es cerrado.
bE = Ê ∩ (̂Ec) = Ê \ E◦, luego bE es cerrado.
El interior, borde y exterior esenciales de E forman una partición medible de Rn.
E◦ ⊂ E◦ ⊂ Ê ⊂ E y el exterior esencial de E contiene al topológico.
bE ⊂ ∂E y ∂E \ bE = (E \ Ê) ∪ (E◦ \E◦).

b) Se cumple bE = ∂E si y sólo si E◦ = E◦ y Ê = E. En ese caso, también el exterior
esencial y el topológico de E coinciden. Si U es abierto, entonces Û = U , y si F es
cerrado entonces F◦ = F ◦. (Sugerencia: (F◦)c = (̂F c).)

c) Probar que para todo n ≥ 1 existen en Rn conjuntos U abierto, F cerrado y E ∈ L

tales que bU 6= ∂U , bF 6= ∂F , bE 6= ∂E, E◦ 6= E◦ y Ê 6= E = Rn. (Sugerencia:
para n = 1 considerar F c = U = (−1, 0) ∪ (0, 1) y E = (F ∩Q) ∪ (U ∩Qc).)

d) Para todo E ∈ L se cumple m(E \ Ê) = 0. (Sugerencia: m–ctp x pertenece al
conjunto de Lebesgue de la función χE ∈ L1

loc(m).)


