ANALISIS REAL
CuURsO 2003. CENTRO DE MATEMATICA

Examen. 18 de agosto del 2003

Sea (£, M, u) un espacio de medida tal que p(2) = 1. Sean Y7, Ys, Y3 : Q© — R funciones
medibles. Sea B la c—é4lgebra de Borel en R. Se definen los ntimeros reales

parat=1,2,3; E € By x € R. Probar que:

a) p; es una medida de Borel en R y p; es la restriccién a B de la medida de Lebesgue—
Stieltjes ur, (completa) asociada a la funcién F;. Se cumple, ademas, F;(—o0) = 0
y Fi(+o00) = pi(R) = 1.

b) Paratoda h: R — C medible Borel, h € L*(R, p;) siy sélo si hoY; € LY(Q, ). En

ese caso,
400
/ hoYZ-du:/ h(z) dF;(z).
Q

— 00
SiYi € L'(, p), entonces [, Y1 du = [T° 2 dFy(z). (Sugerencia: induccién en L)

¢) Sea m la restriccién a B de la medida de Lebesgue en R. Si py < m, entonces existe
f2 € LY(R,m) con f2 >0 m-ctp tal que

+oo “+oo
/ h(zx)dFy(x) = / h(z) f2(x) dx

para toda funcién compleja h € L'(R,ps). Si ademds Yo € L'(Q,u) entonces
Jo Yadp = fj_oooo x fo(x) dz.

d) SiYs € LT(Q,u) entonces [, Ysdu = [;7°(1 — F3(z)) dz. (Sugerencia: aplicar
Fubini.)

Sea (X, M, u) un espacio de medida finito y sea f € L>(u) (con la norma del supremo
esencial). Supongamos que || f|cc = 1 y definamos, para n > 1:

L= [ 157" dn
X

a) Probar que I?l < In—1Ip41 y que I, # 0 para todo n > 1. Concluir que I,,+1/1, es
una sucesién creciente. (Sugerencia: usar la desigualdad de Cauchy—Schwartz.)

b) Demostrar que I,+1 < I, y concluir que I,,+1/1, converge a un ntmero b < 1.

¢) Demostrar que

n/(n+1)
Jourraus ([ 1stan)™" e
X X

(Sugerencia: usar la desigualdad de Holder.)

d) Probar que ||f||, tiende a 1 = ||f]|e por la izquierda, cuando n — +o00. Deducir
que

In—i—l

I,

(Sugerencia: utilizar la definicién de supremo esencial.)

— 1, cuando n — +oc.



Sea (R™,L,m) el espacio de medida de Lebesgue en R”. Los conjuntos E, 0F y E°
son respectivamente la clausura, la frontera y el interior topolégicos de E C R". Los
conjuntos E, bE y FE, son la adherencia, €l borde y el interior esenciales de £ € L,
definidos como sigue:

E={zeR"| m(E N B(z,e)) > 0 para todo € > 0}
bE ={z € R"|0<m(ENB(zec)) <m(B(z,e)) para todo € > 0}
E, = {z € R" | existe g, > 0 tal que m(E N B(z,e,)) = m(B(z,e,)) }

Se llama exterior esencial de E al interior esencial de E, (E€)o, o lo que es lo mis-
mo, (E)¢. Probar las siguiente afirmaciones:

a) E, es abierto y (E), = (E)°, luego E es cerrado.
bE = EN(E°) = E\ E,, luego bE es cerrado.
El interior, borde y exterior esenciales de E forman una particién medible de R™.

E°CE,CECEyel exterior esencial de £ contiene al topoldgico.
bE COE y OE\bE = (E\ E)U (FE, \ E°).

b) Se cumple bE = OF siy sélo si E, = E° y E =F. En ese caso, también el exterior
esencial y el topolégico de F coinciden. Si U es abierto, entonces U = U, y si F es

—

cerrado entonces F, = F°. (Sugerencia: (F,)¢ = (F°).)

¢) Probar que para todo n > 1 existen en R" conjuntos U abierto, F' cerrado y E' € L
tales que bU # OU, bF # OF, bE # OE, E, # E° y E # E = R". (Sugerencia:
para n = 1 considerar F*=U = (-1,0)U(0,1) y E=(FNQ)U(UNQ°).)

d) Para todo F € L se cumple m(E \ E) = 0. (Sugerencia: m—ctp x pertenece al

conjunto de Lebesgue de la funcién xg € L, (m).)



