ANALISIS REAL
CURSO 2001. CENTRO DE MATEMATICA

Examen. 8 de agosto del 2001

1. Decimos que t € R es un numero de Liouville si existen reales C' > 0 y r > 2 tales que
-2
ql — q"

para todo p,q enteros. Sea N(C,r) el conjunto de los t € [0,1] que no satisfacen la
condicion anterior para algtin par de enteros 0 < p < gq.

a) Probar que m(N(C,r)) < 203,40 1/q" L.

b) Mostrar que el complemento en [0, 1] de los niimeros de Liouville estd contenido en

N (L),

¢) Concluir que el complemento de los nimeros de Liouville tiene medida 0.

2. Sea f : R — R una funcién Boreliana que verifica f(z + y) = f(x) + f(y) para todo
z,y € R (ecuacion de Cauchy).

a) Probar que f estd acotada en un entorno del origen. (Sugerencia: el conjunto {x {
|f(z)| < K} tiene medida de Lebesgue positiva para algin K.)

b) Sea (fn)neny una sucesion de funciones Borelianas que satisfacen la ecuacién de
Cauchy. Probar que si f,, — f en casi todo punto, entonces

Jeb= o

3. Sea E un conjunto de nimeros reales y (p, )nen una sucesién tal que p,, — 0. Supongamos
que E + p, = E para todo n. Sea

F(z)=m(ENn[a,z]), z>o

para todo compacto K.

a) Probar que
F(z+pn) — F(z —pn) = F(y +pn) — F(y — pn)
para o+ p, < x <y.
b) Probar que F es derivable en casi todo punto y que F’(x) = 1 en casi todo punto

x € E. Concluir que E 6 E¢ tiene medida nula. (Sugerencia: usar la parte (a) y el
hecho! de que Dg(z) = 1 para casi todo x € E.)

¢) Sea f una funcién medible Lebesgue periddica con periodos sy ¢, con s 6 t irracional.
Probar que f es constante en casi todo punto. (Sugerencia: considerar los conjuntos
E\ = {f > A} y probar que estan en las hip6tesis de las partes anteriores observando
que el conjunto {ns + mt | n,m € Z} es denso en R y todos sus elementos son
periodos de f.)

'Recordar la definicién de la densidad de E en el ejercicio 5 del practico 6:

) = lim (EﬂBr(z))
DE( ) - lHO BT(.’E)



