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1. Se considera el sistema de ecuaciones diferenciales (2 x 2):
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y=-x—y

donde A es un parametro real no negativo y f es una funcién de R en R de clase
C!, negativa en (—1,0) y positiva en (0, 1).

a) Probar que existe V' definida positiva con derivada (sobre las 6rbitas) definida
negativa, con V' (0) = 0 y cuyo dominio es la faja vertical —1 < z < 1.
b) Resolver el sistema para A = 0.

¢) Demostrar que para cualquier compacto K en R? existe un € > 0 tal que si
A € (0, €) entonces la érbita futura de cualquier punto de K converge a 0.

2. Sea U = [0,1] x (0,T). Decimos que v € C*'(U) N C(U) es una subsolucién de la
ecuacion del calor si
Uy — Ve <0 en U.
a) Probar que méxy v = maxpyv donde I'(U) = ([0, 1] x {0}) U ({0, 1} x (0,7)).

b) Sea ¢ : R — R un funcién diferenciable y convexa. Probar que si u es solucién
de la ecuacion del calor y v = ¢(u), entonces v es subsolucion.

¢) Probar que v = u2 + u? es una subsolucién si u es una solucién de la ecuacion.
3. Sea C' una curva simple cerrada, L su longitud y A el area encerrada por ella.
La desigualdad isoperimétrica afirma que: 4rA < L?. M4s atin, la igualdad se da si,
y s6lo si, C' es una circunferencia.

A continuacion sugerimos una prueba usando series de Fourier trigonométricas.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que C' estd parametrizada por

a(t) = (z(t),y(t)) dondet € [—m x| vy | (t)] = L/2.

El rea encerrada por la curva puede calcularse (usando Stokes o Green) por
A= / de N dy = / zdy = / z(t)y (t)dt = 27 (z(t), v (t)).
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a) Expresar L? y A en funcién de los coeficientes de Fourier de z(t) e y(t).
b) Probar la desigualdad isoperimétrica L? —47A > 0.

¢) Encontrar una condicién sobre los coeficientes de Fourier de z(t) e y(t) para
que se de la igualdad. Concluir que se da si, y solo si, C' es una circunferencia.



