Algebra I
Segundo semestre 2000
Examen 21/12/01

1. Sea M un modulo sobre un anillo R.
(a) Sean N, P, S submédulos de M tales que N es simple y P NS = {0}. Probar
quees N C P+ S olasuma N + P+ S es directa.

(b) Supongamos que podemos escribir M de la forma M = @;_; M;, siendo cada
M; un submoédulo simple de M. Probar que para cada submédulo S de M
existe un submédulo P de M tal que M = S @ P. (Sugerencia: considerar
P =@,c; Mj,siendo J C {1,...,n} de cardinal mdximo entre los que verifican

S (Djes M;) = {0})
(¢) Sea M como en (1b) y ¢ : M — M un morfismo sobreyectivo de médulos. Pro-
bar que existe un submédulo P de M tal que ¢|p : P — M es un isomorfismo.

(d) Probar que para R = M = Z no se verifican las hipétesis de (1b).
2. Sea K un cuerpo.
(a) Probar que (X) es un ideal maximal de K[X]. Dar explicitamente un ideal

maximal de K[X] distinto de (X).

(b) Probar quesi f € K[[X]], f # 0, entonces existen n € N y u € U(K[[X]]) tales
que f = XFu,

(c¢) Probar que K[[X]] es un dominio de ideales principales y que sus tinicos ideales
son {0}, K[[X]] y (X*), k€ Z.



