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Resumen

En este trabajo se pretende hacer una presentaciéon completa de el estudio de la estabilidad casi

global desde un punto de vista tedrico.

1. Introduccion

Dada la importancia del segundo teorema de Lyapunov, tanto para el estudio de la estabilidad local
como global de puntos de equilibrio de ecuaciones diferenciales; es bueno, al menos cuando se pretenden
estudiar propiedades globales de estabilidad, buscar generalizaciones que permitan incluir casos donde si
bien la estabilidad no es global, el conjunto de puntos que no converge al origen es pequeno (por ejemplo
en el caso de tener otros puntos de equilibrio).

Otro motivo de interés (que no serd en el cual se profundice en este trabajo) es el de conseguir
métodos mas sencillos de tratar con las computadoras. La busqueda simultanea de funciones de Lyapunov
y acciones de control para un sistema dindmico no resulta en general convexo (requerimiento escencial a
la hora de buscar algoritmos de programacién lineal) y es por eso también de interés encontrar resultados
analogos a las funciones de Lyapunov con estas propiedades.

Rantzer en [Ran01] propuso una respuesta a estos problemas. En su trabajo, considera la nocién
de “estabilidad casi global” y propuso un método dual (utilizando densidades) al segundo método de
Lyapunov para asegurar esta nocion.

En este trabajo presentaremos los resultados de Rantzer y ademas estudiaremos resultados posteriores
que dan respuestas acerca de preguntas que surgen del trabajo mencionado, en particular acerca de que
tan buena es la caracterizacién con densidades (Teoremas Reciprocos), alternativas mds débiles que las
densidades (medidas mondtonas), dificultades de computabilidad en algunos casos y relaciones con la
estabilidad local.

Para eso estudiaremos el trabajo de Rantzer [Ran01], el de Angeli [An03], los de Monzén [Mon03],
[Mon05], [Mon04] y el de Monzén-Potrie [MPOG].

2. Definiciones y presentacion de resultados

Trabajaremos siempre con la ecuacién diferencial en R" (puede ser todo definido en una variedad

cualquiera M, pero por simplicidad® lo haremos en R"):

@=f(z) [feC(R"R") f(0)=0 (1)

1Es maés facil hacer cuentas en un espacio vectorial. En todo caso, el lector puede pasarlo a variedades usando cartas...



En general, R" serd tratado como un espacio de medida con los Borelianos y m denotard la medida de
Lebesgue. Llamaremos f* al tiempo ¢ del flujo generado por (1) y R = {y € R" : fi(y) — 0t — +o0}

denotard la regién de atraccion.

Definicién 1. Diremos que p € C(R™\{0},R) no negativa es una funcion de densidad sii ||pr\| es

integrable en B(0,¢)¢ Ve y si se cumple que

V-(pf)>0 m—ctp. (2)

Definicién 2. Decimos que el origen es casi globalmente estable (a.g.s.?) si el complemento de la regién

de atraccién del origen tiene medida de Lebesgue nula (m(R°) = 0).

El teorema que disparé el estudio de este nuevo concepto de estabilidad, se encargd de relacionar estos

dos conceptos. Fue introducido en [Ran01]:
Teorema 1 (Rantzer [Ran01]). Si (1) admite una densidad de clase C*, entonces, el origen es a.g.s..

La idea se basa en que el hecho de que pase (2) implica que los conjuntos se mueven por el flujo hacia

los lugares donde la densidad es mayor. El hecho de que “’Tf” sea integrable lejos del origen, implica que
el lugar donde se concentra mas densidad es cerca de este.
En definitiva, podemos reformular el teorema en terminos de medidas que crecen con el flujo como

fue hecho en [Mon04].

Definicién 3. Decimos que una medida de Borel p es una medida mondtona sii m < u, ¥e > 0

1(B(0,e)¢) < 400 y vale que 0 < pu(Y) < +oo implica que

p(f'(Y)) > p(Y) vt>0

Esta definicién permite reformular el teorema de Rantzer de la siguiente manera?:

Teorema 2. Si (1) admite una medida mondtona entonces, el sistema es a.g.s..

En [Ran01] se prueba que la busqueda simultanea de densidades y acciones de control es efectivamente
convexa a diferencia del caso de las funciones de Lyapunov. Esto, como ya fue mencionado tiene grandes
aplicaciones ya que facilita la creacién de algoritmos que permitan que las computadoras se encarguen
de la busqueda.

Sin embargo, veremos que no siempre serd tan facil encontrar densidades con la ayuda de la compu-
tadora. Esto serd consecuencia de un resultado de Angeli en [An03] que prueba el siguiente teorema* que

muestra como la tarea de encontrar densidades puede ser sumamente compleja a pesar de la convexidad:

Teorema 3. Si V- f(z) <0 en un conjunto abierto U y x. # 0 es un punto de equilibrio en U y S es su
variedad estable . Si 3p € C* no negativa y tal que V - (pf) > 0 m—c.t.p. entonces, p(x) = 0 para todo =

que pertenezca a S NU y cuya orbita futura se mantenga contenida en U.

2La abreviatura proviene del inglés, almost globally stable.

3Veremos que la demostracién se aplica a ambos casos. De hecho, la demostracién para densidades C'' implica pasar por
demostrar que la densidad genera una medida mondtona.

4E] teorema fue levemente modificado ya que menos hipotesis son necesarias para llevar a cabo la prueba que propone
Angeli.



Como mencionamos, este teorema dificulta la bisqueda de densidades pues la variedad estable de
un punto de equilibrio puede ser sumamente complicada. Sin embargo, no cualquier punto de equilibrio
tendra divergencia negativa (las singularidades con divergencia negativa cumplen que atraen mds de lo
que repelen, y no hay que olvidarse que la existencia de una densidad asegura que el origen atrae casi
todo) y existiendo dicho punto, es posible que el abierto U donde la divergencia es negativa sea pequeno
y por ende la componente conexa de S N U que contiene al equilibrio también, evitando los problemas
antes mencionados para conseguir una densidad.

Por 1ltimo, estudiaremos resultados reciprocos y otros resultados que vinculan la a.g.s. con la estabi-
lidad asintética local (l.a.s.”) que aparecen en [Mon03], [Mon05], [Mon04] y [MPO06].

Teorema 4 ([Mon03], [MP06]). Sea f € C'(R",R") con f(0) = 0 un sistema dindmico a.g.s. completo
para el cual el origen es un punto de equilibrio l.a.s.. Entonces, si n # 4,5 entonces existe una densidad
diferenciable cuya derivada es continua en RE. Si el equilibrio es exponencialmente estable (por ejemplo,

si el jacobiano es Hurwitz) entonces, el teorema vale para cualquier dimensidn.

Este resultado incluye resultados de todos los articulos mencionados, el enunciado que presentamos
es la versién que se encuentra en [MPOG6].

Otra relacién entre la casi estabilidad global y la estabilidad asintética local nos permitird concluir
que la hipétesis de estabilidad local es necesaria en el teorema anterior.

Teorema 5 ([MPO06]). 1. Si %(O) tiene un valor propio X con Re(\) > 0 entonces m(R) = 0.

2. Si %(O) tiene un valor propio A con Re()\) < 0 y admite una densidad que es C* en un entorno

del origen entonces es l.a.s.

Este teorema entre otras cosas apunta a generalizar un resultado de [Mon04] que vincula la a.g.s.
con la l.a.s. en sistemas bidimensionales. La prueba de ese resultado se basa fuertemente en el Teorema
de Poincaré Bendixon. También estudiaremos en este trabajo algunas generalizaciones de la teoria de
Poincaré Bendixon a dimensiones mayores.

Si se juntan los teoremas 1, 4 y 5 obtenemos un resultado importante vinculando las propiedades locales
y globales que son implicadas por una densidad y como ellas aseguran su existencia al mismo tiempo.
Es decir, bajo ciertas condiciones, encontramos condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de densidades, que son prometedoras en el sentido que aseguran no solo a.g.s. sino también lLa.s. (en
definitiva, eliminando la estabilidad asintética global, nada puede ser mas deseable, la ventaja, es que

a.g.s. + lLa.s. es mucho més general que estabilidad global, como se verd en algunos ejemplos).

Teorema 6. Consideremos la ecuacion (1) y asumamos que %(0) tiene un wvalor propio X\ tal que

Re(X\) < 0. Entonces:

Eziste una densidad p < (1) es a.g.s. y La.s.

Ademsds, en [MPO06], se demuestra que la condicién de tener un valor propio negativo es necesaria
para probar este teorema, pues se presenta un ejemplo de un sistema que admite una densidad, pero
no es localmente asintéticamente estable (sin embargo es localmente estable, continua abierto saber si la

existencia de una densidad implica la estabilidad local del sistema).

5Del inglés local asymptotical stability



Figura 1: Ejemplo 2

3. Ejemplos

Ejemplo 1. El primer y mas trivial ejemplo es el de un sistema globalmente asintéticamente estable. Por

ejemplo, el clasico

r=—-x

con x € R". Si bien es trivial, este ejemplo serd de utilidad, sobre todo pues admite muchas densidades.

Una en particular puede ser p = ||z|~“.

Ejemplo 2. El siguiente ejemplo es similar al anterior ya que las trayectorias son las mismas exceptuando

las que se encuentran en la recta x = 0 que es fija.

& = —a8
gy o= —yz’

Si bien no es la.s. (por tener una linea de puntos fijos) es sencillo observar que es a.g.s. ademds de
ser localmente estable. No es dificil ver, que la funcién p = (22 +y?) =3 funciona como densidad para este
sistema observando que

V- (pf) = 6(x® +y*) (2t + 2%y?) — 42 +yH) Pt =22 +47) P2 > 0 ctp.
b o= 22—y
y = 2wy

Este ejemplo corresponde al campo dado en el plano complejo por asignarle a cada punto el vector

Ejemplo 3.

correspondiente a elevarlo al cuadrado (en los complejos). Lo interesante de este ejemplo, es que si bien
casi toda érbita converge en el futuro al origen, este no es ni siquiera localmente estable puesto que con
condiciones iniciales de la forma (1/n,0) la ecuacién es de la forma @ = x2 por lo cual los puntos se van
a infinito.

Las trayectorias se pueden ver en la figura 2.
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Figura 2: Ejemplo 3

Ejemplo 4.
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Este ejemplo es igual al anterior solo que se le agrega una direccién contractiva. Se vera mas adelante

como es una importante fuente de contraejemplos.

Ejemplo 5. Otro ejemplo interesante es el siguiente, persentado por Rantzer en [Ran01] en el cual se
muestra un sistema a.g.s. y la.s. pero que no resulta ser globalmente asintéticamente estable. Esto se

debe a la existencia de otros puntos de equilibrio. La ecuacion es la siguiente:

T = —2x+x%—1?
Yy = —6y + 22y

Esta ecuacion resulta ser una perturbacion local del ejemplo 3 pues se le agrega una componente lineal
que va a ser predominante en un entorno del origen pero despreciable lejos de este (es una componente
lineal y el campo en que se perturba es cuadratico). Por lo tanto es claramente l.a.s. pues la parte lineal
es Hurwitz pero sin embargo no es globalmente estable por la existencia de nuevos puntos fijos (ver figura
4

3) . Una simple cuenta permite verificar que p = (22 +y?)~* sirve como funcién de densidad para probar

la establidad casi global. Notese que la densidad no se anula en el complemento de la region de atraccién.

Ejemplo 6.
l"1 = X2 — 2.1311‘%
j?g = —T1 — 21‘21‘%
i’g = —lEg

Este sistema es un oscilador armonico en el plano x3 = 0 y las trayectorias son espirales decrecientes
para otras condiciones iniciales (ver la figura 4).

Observamos que V- f = —723 y que utilizando p = (z3+x3+2%)~* tenemos V-(pf) = 23 (23 +a3+a3)~
que efectivamente es positiva en casi todo R® por lo cual el sistema es a.g.s.. No es dificil probar la
estabilidad local del origen, pero sin embargo, dado que en el plano x3 = 0 el sistema se comporta como

un oscilador armonico, se deduce que el sistema no es localmente asintéticamente estable. Este ejemplo

4
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Figura 3: Ejemplo 5

Figura 4: Una trayectoria del sistema 9



es de [MPO06] y resulta interesante pues sin poseer propiedades patoldgicas (por ejemplo puntos fijos
acumulando en el origen) es un ejemplo en donde hay estabilidad casi global pero sin embargo no se

pueden asegurar fuertes propiedades de estabilidad local incluso teniendo una funcién de densidad.

4. Teorema de Rantzer

En esta seccion probaremos el teorema de Rantzer.

Teorema 7 (Rantzer). Sea i = f(x) con f € CHR™,R") y f(0) = 0 y supongamos que existe una
funcién p € CHR™{0},R) no negativa tal que 2T e integrable en B(0,€)° Ve > 0 y se cumple que

[

V.-(pf)(x) >0 m— ctp.
Entonces, si R ={y € R" : fi(y) — 0t — +oo} se cumple que m(R¢) = 0.

Antes de probar este teorema, vamos a probar una versiéon en tiempo discreto que viene a ser una
versién para medidas mondtonas del teorema de recurrencia de Poincaré. Es importante notar que la

versién no hace referencia a la diferenciabilidad de la densidad.

Teorema 8. Sea (X, A, u) un espacio de medida y T : X — X una transformacion medible. Sea P C X
un conjunto de medida finita y Z = {x € P : T"(x) € P para infinitos valores de n > 0}. Entonces, si

1 verifica que

p(TH(Y) <u(Y) VY eA
se cumple que u(T~1(2)) = u(2).

DEMOSTRACION . Primero notamos que

400 +00

Z=pPn((YJT*P)

j=1k=j
que prueba que Z es medible ademds de darnos informacién de como es Z.

Ahora, la demostracién lleva un poco de trabajo. Si R = {x € X : T"(z) € P para infinitos valores
de n > 0} tenemos que R es invariante y que Z = PN R (a primera vista uno podria intentar demostrar
que R cumple la tesis del teorema que resulta trivial).

Desde el punto de vista probabilistico, el resultado tiene sentido. ;Qué diferencia hay entre los puntos
que estan en P y volveran infinitas veces con los puntos que van a caer en P en el siguiente iterado
y volveran infinitas veces?. Sin embargo, la prueba no es tan directa e involucra aplicar una estrategia
tipica de teoria de la medida.

Ya tenemos que p(T~1(Z)) < wu(Z) por hipétesis. Para ver la otra desigualdad, antes que nada
observemos que Z € J;.», T~*(Z) pues todo elemento de Z C P tiene que volver a P por definicién y
como vuelve a P infinitas veces, volverd a perteneces a Z (Z = PN Ry R es invariante, entonces, si
x € Z, como TF¥(z) € R Vk cuando T*(x) € P con k > 1 se cumplird que T%(z) € 7).

Definamos entonces Z,, = |J;_, T~*(Z) que por lo que comentamos Z, N Z | Z.

Probemos por induccién que

W(TN2)) > p(Zn 0 Z) + p(T"(2) N Z5)



Para n = 1 se cumple pues

w(THZ) =T H2)NZ)+ (T HZ)NZ°) >
> W(Z1N2) +p(T~HT™H2)NZ%) = w(Z1 N Z) + p(T7(Z) N Z§)

Ahora, si asumimos que vale para n,5

W(T™H2)) 2 W ZaN Z) 4T~ HZ)NZE) = p(ZunZ2)+u(T ="~ (Z)NZENZ)+ (TN (Z)NZENZE) =

> 1(Za U(T™"NZ) N Z2) N Z) + p(T"2(Z) N T~ ((Z, U 2)))

y recordando que (Z, U(T"""HZ)NZE) = Zpy1 y que T ((Z,UZ)¢) =T~ (Z,UZ)¢ = Z5 | tenemos

que

WT™NZ) 2 1 Znpr N Z2) + (T 72Z) N 25 4)

Para concluir, tenemos que

W(TH2) Z s (20 Z,) = u(Z) = (T~ (2))
O

Vamos a probar ahora el teorema de Rantzer, asumiendo que si p es una densidad, entonces, la medida
p definida de forma tal que u(E) = | g p es mondtona. Observamos, que la prueba no utilizard en ningtin

momento que p es diferenciable, ni siquiera que p es absolutamente continua.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE RANTZER.

Reparametrizando f, podemos suponer que ﬁ acotado (es decir que la ecuacién es completa) y p
integrable en los conjuntos que no tienen al origen como punto de acumulacién’.

La idea es usar el teorema anterior teniendo que la condicién V - (pf) > 0 implica que la medida
definida como p(E) = [}, p crece con las trayectorias (como probaremos a continuacion).

Consideremos ahora, el tiempo A del flujo, llamemosle 7' = f*. Entonces, la medida x estd en las
hipdtesis del teorema anterior con la transformacién T

Como la medida es monotona, salvo que los conjuntos tengan medida 0 o 400 el crecimiento es estricto.
Por lo tanto, si un conjunto mantiene su medida por 7" ha de medir 0 o +oc.

La idea entonces, para ver que la mayoria de los puntos van al origen, es considerar los puntos que no
lo hacen y ver que son pocos. Consideremos entonces el conjunto P, = {x € R" : ||z|| > r} = B(0,r)".

Sabemos que se cumple que u(P.) < +oo. Por lo tanto, si definimos Z} = {x € P, : T"(x) € P.
para infinitos valores de n > 0} como en el teorema anterior, sabemos que como Z} C P, se cumple que
w(Z}) < +o0o pero el teorema anterior nos dice que p(Z) = u(T~(Z})) lo cual vimos que implica que
u(z}) =0.

Tenemos entonces que los puntos cuya orbita por 7' tiene una subsucesion que no se acerca a mas de

r del 0 (en particular no tienden a 0) tiene medida nula. La idea ahora resulta clara, usando que la unién

6Recordar que vale p(A) + u(B) > u(AU B) y que por hipétesis u(T~1(A)) = u(A).
"En definitiva, lo que se hace es que parte de la p multiplique a f de forma que se reparametricen las soluciones y eso

no afecta el resultado pues V - (pf) no se ve afectado pues se mantiene constante pf.



numerable de conjuntos de medida nula tiene medida nula, podemos ver que los que no tienden a 0 por
T tienen medida nula®. Si bien el hecho de que 7" (x) — 0 no implica que f(z) — 0, veremos que lo que
probamos alcanza para probar el teorema.

Sea Z = UneN le //:: que es un conjunto de medida nula por ser unién numerable de conjuntos de
medida nula (el argumento que hicimos valfa para todo r y para todo \).

Sea x ¢ Z, veamos que lim f!(z) = 0.

Sea £ > 0. Consideremos n suficientemente grande de forma tal que si tenemos un punto y € B(0,1/n)
entonces f'(y) € B(0,e) Vt € [0,1/n] (este n existe pues || f|| estd acotado en B(0, ¢), por lo tanto, podemos
considerar n suficientemente grande de forma tal que L max || f|| < e — 1 y tendremos lo buscado).

Pero entonces, como = ¢ Z, = ¢ le //Z por lo tanto, existe un valor kg para el cual se cumple que para
todo k > ko f*/™(x) € B(0,1/n) pero por como elegimos n se cumple que para todo t > Ij—f tenemos que
f*(z) € B(0,¢) concluyendo la prueba.

O

Ahora, como anunciamos, probaremos como la condicién de la divergencia de las densidades implica
que la medida inducida es monétona. El Lema a continuacién es similar al Lema de Liouville que dice
que si la divergencia es nula entonces se preserva la medida.

Lema 9. Sea f € CY(D,R") con D C R" abierto y sea p € C*(D,R) integrable en D. Sea Z C D tal
que fT(Z) C D VY0 <1 <t entonces:

/ft(z) p(z)dx — /Zp(x)dx = /Ot /T(Z) V- (fp)(x)dedr

Queda claro, que como las densidades cumplen que V- (fp)(z) > 0 c.t.p. vale que la medida inducida

por p sea mondtona.

DEMOSTRACION .

Si tenemos una funcién matricial C', M(t) tal que M(0) = Id, se cumple que (denotaremos |A| =
det(A)):

9 /
E‘M(t” » = traza(M'(0))

Esto se debe a que si M(t) = (a;;(t)) entonces [M(t)| = > (=1)7a145(1) - - - Gno(n), ¥y POI lo tanto,
a hacer la derivada, sobreviven tnicamente el término (ai1(t)aa(t) ... ann(t)) |t=0 (pues a;;(0) = 0 si
i # ).

Tenemos que (a11(t)age(t) ... ann(t)) |t=0 = a}1(0)a2(0)...ann(0) + ... + a11(0)asx(0)...a,,(0) =
ai1(0) + ...+ al,,(0) = traza(M’(0)) pues a;(0) = 1.

Sea entonces M (t) = 8—ft(z) Tenemos

ox
a |oft B 0% B f B
5 %(x) . traza <8t8zf (x)) . = traza <%(x)> =V - f(z)
Usando esto y recordando que %p(ft(x))hﬂ = Vp(a:)%—l;t(a:)‘ .= Vp(z) - f(x) tenemos que si
- i

consideramos p(z) = p(ft(z)) ’%—J:(a:)‘ se cumple que

8Pues tomamos la unién en n considerando r = 1/n y los puntos que no esten en esa unién tienen que tender a 0 pues
si no tendieran, tendrian una subsucesién que se aleja mas que cierto & del 0.



0
apt(m)

t=0
Esto nos permite ver que:

0

0
apt(ﬂf)

- i {mtro) |50}

Entonces, para concluir la prueba, sea y la funcién caracteristica del conjunto Z entonces:

=V (oD @) | G @)

h=0

t=1

/fﬁ(z) P(x)dx—/zp(:c)dx:/" p(x)X(f’t(x))dx—/Zp(x)dx:/Rn P(ft(z)))X(Z)dZ—/Zp(z)dz:

:/n .(2) dz_// NG (2 ))'afT dez—//f(Z («)dzdr

Aplicando cambio de variable varias veces.

5. Algunas restricciones

En esta seccién presentaremos un resultado de Angeli en [An03] que muestra como, en algunos casos,
la tarea de buscar una funcién de densidad no es tan sencilla a pesar de la convexidad de la busqueda.
Sin embargo, haremos luego algunos comentarios heuristicos acerca de la posibilidad de encontrarse con

estas complicaciones?.

Teorema 10. Supongamos que V - f(x) < 0 en un abierto U C R™ que contiene un equilibrio x. # 0.
Supongamos que x. es tipo silla y sea S su variedad estable. Entonces, si p es una densidad C' para f se
cumple que p(x) = 0 en cualquier x que pertenezca a SNU y cuya drdita futura se mantenga contenida
en U.

DEMOSTRACION . Como py f son C! y se cumple que V - (pf) > 0 c.t.p. entonces:

V(pf)x) 20 vz

Entonces, usando que

V- (pf)(x) =Vp(z) - f(x)+ p)V - f(z)
Vemos que evaluando en z = z. tenemos que p(z.) = 0 pues tanto V - f(z) <0, f(z.) =0y p > 0.
Sea ahora y que pertenezca a S NU y cuya 6rbita futura se mantenga contenida en U y supongamos
que p(y) > 0 entonces, como f*(y) — z. se tiene que cumplir que p(ft(y)) — 0 con t — +o00. Esto implica
que en algin punto § = f7(y) € U se cumple que p(§) > 0y que % (p(f*(y)))|i=r = Vp(§) - f(§) < 0 que
no puede ser pues se tendria que (teniendo en cuenta que p(7)V - f(g) < 0)

9 Angeli trabaja en variedades, cosa que no genera ningin tipo de problema. Sin embargo, para simplificar la visualizacién

y por simplicidad de algunos argumentos, en este trabajo se hace todo en R"

10



V- (pf)@) = V@) - f(G) +p@)V - f(y) <0
]

Si bien, como dijimos, este teorema representa una dificultad a la hora de embarcarse en la busqueda de
funciones de densidad para ecuaciones diferenciales; no significa que en general la dificultad se encuentre
presente. En definitiva, si el abierto U es pequeno o incluso, si el resto de los puntos de equilibrio tienen
divergencia positiva (cosa no tan extrana pues al haber un atractor casi global, es natural esperar que
el resto de los equilibrios sean “repulsores”, o que tengan divergencia positiva) la dificultad pasa a ser
menor. Sin embargo, no hay que desmerecer el resultado pues, a modo de ejemplo, casi todos los sistemas
mecdnicos reales (disipativos) tienen divergencia negativa en todos lados, en particular, en presencia de

otros equilibrios se estara en las hipdtesis del teorema anterior.

6. Medidas monotonas

Repetiremos la definicién de medida mondétona en un contexto un tanto mas general.

Definicién 4. Una medida de Borel p se dice mondtona sii cumple que m < p (o sea que pu(A4) =0 =
m(A) =0 VA € B) y para todo boreliano Y de medida finita no nula (0 < u(Y) < +00) se cumple:

p(f1(Y)) = p(Y)

tiene signo definido V¢t > 0. Dependiendo del signo serd mondtona o mondtona decreciente

En general vamos a trabajar con medidas que crecen con el flujo y por eso utilizamos la nomenclatura
explicitada en la definicién. Aclaramos también que para eliminar casos triviales asumiremos en general
que la medida tiene conjuntos de medida finita. Utilizaremos Mon(f) para designar al conjunto de todas
las medidas mondtonas para f y omitiremos la mencién a la funcién cuando consideremos que no es
necesario mencionarla, de la misma forma, denotaremos como Mon, (f) a las medidas mondtonas que
crecen con el flujo. M(R™) denota el conjunto de las medidas de Borel en R" y por el teorema de
representacién de Riesz sabemos que M(R") = (Cp(R"))*.

Recordamos de la seccion 4 que vale el siguiente teorema que motiva el estudio de estas medidas.

Teorema 11. Si existe p € Mony(f) tal que u(B(0,7))¢ es finito para todo r > 0 entonces el conjunto

de puntos cuyas orbitas convergen al origen tiene medida total.

En general resulta més comodo trabajar con medidas que con densidades excepto por lo que veremos
en la seccién 9. En particular, como se vid, toda densidad define una medida monétona.

Si bien la nocién es mas general, no se conocen ejemplos de sistemas que admitan medidas monétonas
pero no admitan densidades. Ademds, probaremos que ambas nociones son equivalentes en presencia de

estabilidad asintética local.

Algunas propiedades basicas

Primero mostraremos una proposicién cuya demostracién es practicamente trivial, pero antes haremos

un par de observaciones de gran utilidad (de hecho bastante claves).
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Observacion 1. Los conjuntos de medida de Lebesgue nula son preservados por el flujo. Esto es cierto a
pesar de que existan conjuntos de medida nula homeomorfos a conjuntos de medida positiva. Eso se debe
a que dichos homeomorfismos no pueden ser regulares, de hecho, es sencillo ver que si el homeomorfismo

es difeomorfismo, los conjuntos de medida nula son preservados'®.

Observacion 2. Los conjuntos invariantes miden cero o infinito para las medidas mondtonas

Proposicién 12. Mony(f) es un cono convexo en M(R").

DEMOSTRACION . Sean p1, v € Mon y sea A boreliano tal que 0 < tu(A) + sv(A) < 400 con t,s € RT de
lo que se deduce que alguna de las dos es no nula y ambas menores que infinito.

Tenemos entonces que

Aa(A) + (1= Np(A) < Aulf'(A)) + (1= Nw(f'(4)) ¥ >0
O

Vamos a presentar una proposicién que aparece en [MP06] que muestra como encontrar una medida

que provenga de integrar una funcién a partir de una medida mondétona cualquiera.
Proposicién 13. Sea pn € Mony, si p=v+ X es la descomposicion de la medida p con v < m, X L m

entonces v es mondtona.

DEMOSTRACION . Existen L'y R tal que R" = LURy v(L) = 0y A(R) = 0. Entonces, por la observacién

acerca de la imagen por el flujo de conjuntos de medida nula tenemos
v(fH(L) =0 Wt

Entonces dado Y tal que 0 < v(Y) < oo se tiene que dado ¢

0<v(Y)=v(YNR)=v(YNRNf'R)=pYNRNfYR)) <

<u(ff¥)NFR)NR) =v(f' (V)N [{(R) = v(f(Y))
O

Como el teorema de Radon Nikodym nos asegura que si v < m se cumple que v = [ gdm con

g € L*(m) conseguimos una densidad en L' para cualquier sistema que admita una medida monétona.

“Divergencia” de una medida monétona

Para obtener diferenciabilidad de dicha densidad, habria que conseguir una parecida pero diferenciable.
Una posible idea seria perturbarla, pero eso claramente no se puede hacer a la ligera pues la condicién
es puntual e involucra las derivadas por lo tanto una perturbacién cualquiera probablemente haga que la
densidad deje de serlo. Ahora trataremos de estudiar el conjunto de puntos donde de alguna manera la
perturbacién seria amortiguada.

Definimos para p € Mony(f):

10Esto vale en condiciones mas generales
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que estd bien definida ya que por ser f! un difeomorfismo se tiene que Je1 (), ca(z) > 0 tal que:
B(f'(z),c1(z)r) C fY(B(z,7)) C B(f'(x),ca(x)r) YO <71 < e(x)

y 1o solo eso sino que la forma de f!(B(x,r)) es bastante parecida a medida que decrece r por lo tanto
se puede ver que el limite existe.

Vale también observar que u(t,z) > 1 Vt,x ya que p es mondtona. Ahora consideremos el conjunto:
A={z:3t >0/ u(t,z) =1}

Se ve que este conjunto de puntos es el conjunto donde perturbar la funcién g puede traer problemas, ya

que son los puntos cuya “divergencia” (al menos esa es la idea que interpreto) no es estrictamente positiva.
Proposicién 14. pu(A) =0
DEMOSTRACION .Consideremos los conjuntos
Ay ={z:u(t,x) =1}
es claro que A =, A¢, pero ademds, como p es mondtona, se tiene que si t < s:

p(B(z,r) < u(f'(Blx,r))) < u(f*(Bx,r)) =

plf1(B(z,r)) _ p(f*(B(z,r)))
u(B(z,r)) u(B(z,r))
entonces se cumple que

=1<

=1<u(t,z) <u(s,z) = A; C A,

A= J Ay
neN

o sea que bastarfa probar que u(A;) = 0Vt > 0 porque A es unién numerable de conjuntos de esa forma.
Eso se cumple ya que por ser i de Borel, la medida de A; es el infimo de las medidas de los abiertos que
lo contienen, por lo tanto se cumple que

p(f?(Ar)) = p(As)

que por ser g monétona, implica que p(A;) = 0 como se queria.

Observacion 3. Se cumple que m < p por lo tanto también m(A) = 0.

Abundancia de medidas mondtonas

Teniendo una medida monétona o una densidad, se pueden crear otras de forma no trivial (ya sabemos
que por ser un cono convexo podemos multiplicar por un ndmero positivo y obtener otra densidad). Las
medidas van a ser las siguientes, dada u € Mony(f) , existe A con densidad g = go € L', pero es facil
notar que si considero las siguientes medidas \¢(E) = A(f*(E)) asf definidas también son monétonas. Por

lo tanto voy a considerar la medida

1
v/ V(E):/Ehdm donde h(x):/o gi(z)dt

Proposiciéon 15. v es mondtona.
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DEMOSTRACION . Sean E un boreliano y s > 0 entonces por el teorema de Fubini se tiene

V(E):/Ehdm:/E(/olgt(x)dt> dm:/ol (/Egt(m)da:> dt <
<[ ([ mtme)a= [ ([ aa)an= [ an o

7. Casi estabilidad global en el plano

Presentaremos en esta seccién un resultado de [Mon05] vinculando la a.g.s. con la l.a.s. en el caso de
sistemas planos.

El resultado es en dimension 2 pues su prueba se basa fuertemente en la teoria de Poincaré-Bendixon.
De hecho, mostraremos como un ejemplo presentado en la seccién 3 es un contraejemplo en dimensién 3.

La idea es usar que si tenemos una medida monétona, no hay conjuntos acotados (de medida finita no
nula) invariantes. Esto unido al teorema de Poincaré-Bendixon nos asegura que si los conjuntos abiertos
acotados tienen medida finita no nula entonces todos los puntos tendran como w-limite alguna singula-
ridad!!. Esto nos permitird probar, a partir de las condiciones topoldgicas del plano (en particular que

toda curva cerrada simple separa el plano) que siendo el punto estable, serd asintéticamente estable.

Teorema 16. Sea el sistema @ = f(x) con f € CL(R™,R"™). Si el conjunto de singularidades es discreto
y existe i > m tal que todo conjunto acotado mide finito y para todo conjunto acotado Y de medida no

nula existe t # 0 tal que

u(fHY)) # pu(Y)

Entonces, a.g.s. en el origen implica l.a.s.

DEMOSTRACION . La idea es la siguiente, como mencionamos, el hecho de que los conjuntos acotados
varien su medida implica que los conjuntos invariantes pueden ser, o no acotados, o de medida nula.

Como los abiertos tienen medida no nula (> m) y se cumple, por estar en el plano, el Teorema de
Poincaré-Bendixon ([Kh96]) concluimos que el w—limite de todo punto serd una singularidad (cualquier
curva cerrada, que es la otra posibilidad de w—Ilimite, encerraria un abierto acotado e invariante lo cual
llevarfa a un absurdo por la observacién ya realizada).

De esto, concluiremos que el origen es asintéticamente estable encontrando, si no lo fuese, un conjunto
invariante de medida finita.

Arranquemos por recordar que el teorema de Poincaré-Bendixon asegura que el w—limite de cualquier
orbita es una singularidad, una 6rbita periédica o un conjunto de singularidades unidas por érbitas
(recordar que el w—limite es un conjunto conexo si la érbita futura es acotada). Como las tltimas dos
opciones corresponden a casos donde se encuentran abiertos acotados invariantes concluimos que ha de
cumplirse la primera de las opciones.

A partir de esto deducimos que la estabilidad local implica la estabilidad local asintética dado que

como los puntos fijos son aislados, podemos considerar € de forma tal que no haya puntos fijos distintos

HRecordar que w(z) = {y € R™ : 3t, — +oo fin(x) — y}
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Figura 5: Construccién de regién negativamente invariante

del origen en B(0, ¢). Entonces considerando § > 0 de forma tal que los puntos de B(0, §) se mantienen en
B(0, £) concluimos que si z € B(0,§) cumplen que f*(x) — 0 pues su w—limite ha de ser una singularidad
(es no vacio pues la érbita es acotada) y estar contenida en m

Ahora, supongamos que el origen no es localmente estable, eso implica que existe un ¢ > 0 (que
podemos considerar tan pequeno como deseemos), una sucesién x,, con ||z,|| < 1/n y otra sucesién
tn, — +oo de forma tal que t, es el primer valor de tiempo positivo tal que || f*(z,,)| = & (es facil ver
que t,, tiene que tender a +oo pues a medida que te acercas al origen el tiempo que se demora en salir se
hace cada vez mayor debido a que f(0) = 0).

Llamemosle z,, = f'"(x,) y sea z un punto de acumulacién de z,, (en 9B(0,¢) compacto).

Es sencillo ver que f~%(z) € B(0,2¢) Vt > 0 pues por la continuidad con respecto a las condiciones
iniciales dados T' > 0 y v > 0 existe v de forma tal que si d(z,2) < v entonces d(f~'(z), f~'(z)) < v
Vt € [0,T] entonces, considerando v = £ y z, muy cercano a z de forma tal que ¢, > T concluimos lo
deseado.

Esto implica que a(z) = {0}'2 pues se puede volver a aplicar Poincaré-Bendixon para el pasado y
considerar ¢ suficientemente pequeno de forma tal que el origen sea el tinico punto fijo en m

Dado que el sistema es a.g.s. podemos encontrar un punto y arbitrariamente cercano a z tal que
w(y) = {0}. Podemos entonces, construir una regién negativamente invariante uniendo la érbita futura
de y, la pasada de z y una curva transversal al flujo que una z con y (esto serd una curva de Jordan y
separard al plano en dos componentes, una invariante al futuro y otra al pasado) como se ve en la figura
5.

En esa regién, hay por lo menos una singularidad (el origen) y alguna singularidad serd el a—limite
de muchos puntos (pues en la regién acotada hay finitas singularidades). En particular, habrdn al menos
dos puntos cuyos a—limites coincidan (sean la misma singularidad) y cuyo w—Ilimite sea el origen (por la
a.g.s.). La tnion de esas dos drbitas encierra un abierto acotado invariante (ver figura 6) construyendo
un absurdo.

|

Recordando de la seccién 3 vemos que la ecuacién diferencial

12Recordar que el a—lfmite de un punto es el w—limite del punto tomando el flujo f—*.
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z = —z

constituye un contraejemplo en dimension 3 pues es sencillo observar que la medida de Lebesgue en R3
cumple con las hipotesis, el sistema es a.g.s. pero hay puntos arbitrariamente cercanos al origen cuya
orbita futura diverge (los puntos de la forma (1/n,0,0), observar que la dindmica en el plano z = 0 es el

campo 22 en el plano complejo).

8. Poincaré Bendixon en dimensiones mayores

Esta seccion es de alguna manera independiente del resto del trabajo. Aqui, se estudian generaliza-
cibnes realizadas en [LMO00] y [LM94] al teorema de Poincaré Bendixon para dimensiones mayores. Si bien
estas no resultan suficientes para realizar los mismos argumentos que en la seccién anterior, consideramos
que tiene suficiente interés como para ser agregado al trabajo. De hecho, de estas condiciones se puede
derivar un criterio que asegure que toda érbita acotada converga a un equilibrio, lo cual tiene mucho
que ver con el resto del trabajo. Sin embargo, enunciar dicho criterio puede ser sumamente complicado y

mucho mas verificar que se cumple en una ecuacién concreta.

Introduccién

El hecho de que en el plano (o en la esfera) valga el teorema de la curva de Jordan, tiene como
consecuencia que para que un campo vectorial tenga como soluciones curvas cerradas (pueden ser tanto
6rbitas periddicas como érbitas homoclinicas u heteroclinicas) debe cumplir que preserve area en esa
regién. Un corolario de eso se puede expresar de la siguiente forma: Dada @ = f(x) que verifica V- f #£ 0
en una regién A podemos asegurar que el flujo dado por la ecuacién no tendra curvas cerradas invariantes
totalmente contenidas en A. Incluso, podemos explotar mas esta idea a partir de que si el flujo dado

por & = f(x) no tiene curvas cerradas invariantes ningin flujo con las mismas orbitas las tendra por lo
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que (sabiendo que si multiplicamos un campo por una funcién real positiva no modificamos las orbitas)

podremos concluir la no existencia de orbitas periddicas a partir de la siguiente condicion:
Ja: A—-RM et tal que V- (af) #0

Es sencillo observar que esta condicién es equivalente a que el rotor del campo sea no nulo, pues podemos
utilizar el teorema de Stokes en ambos casos para ver que si la curva es invariante entonces el campo
alrededor de la curva tiene que ser tangente a esta por lo tanto la integral nula. Este criterio es conocido
como el criterio de Bendixon (la segunda formulacién en realidad se conoce como criterio de Dulac, ver
[Le63)).

No necesariamente estas condiciones se cumplen siempre que no existan curvas cerradas invariantes
por el flujo, pero es un criterio muy 1til en la practica que permite sacar interesantes conclusiones teéricas
acerca de la estabilidad de ecuaciones diferenciales (por ejemplo, que no haya orbitas periddicas en el
plano, tiene como consecuencia que todas las orbitas periodicas tengan como conjunto limite singularida-
des del campo, ver por ejemplo [MM98] o [Mon05]) esto motiva a buscar generalizaciones a dimensiones
mayores que van a tener grandes dificultades dado que el criterio es casi una consecuencia de el teorema
de Jordan que vale inicamente para dimensién 2.

La idea de la generalizacion surge de observar que el criterio en el plano se basa en estudiar como
evoluciona el drea de una superficie cuyo borde es una curva cerrada dada (en el plano si la curva es inva-
riante no puede variar el drea dado que es la tinica superficie cuyo borde es la curva) si esta es invariante
entonces en cierto sentido el conjunto de las superficies cuyo borde es la curva también lo serd. Ahora,
si tenemos una condicién que nos implique que el area de estas superficies decrezca, concluiremos que no
podemos tener dichas curvas, ya que considerando una superficie de “area minima”esta no podra evo-

lucionar por el flujo. Esta condicién, por ejemplo, se cumple si la suma de los dos valores propios mas

1/0f* of
5(% +%)

es menor a cero (o analogamente que la suma de los dos menores sea positiva). Esos resultados

grandes de

aparecen en [Sm&6]. Aca buscamos estudiar que pasa con funcionales un poco més generales sobre este
espacio de superficies. El resultado de [LMOO] incluye al recién mencionado.

Notacion

Tenemos una ecuacién diferencial © = f(x) y una funcién diferenciable g : R™ — R™ para la cual 0

es valor regular. Diremos que en esas condiciones ¥ = g~1(0) es una variedad invariante sii

g(w) = 0= g(pi(r)) = OVt

Donde ¢;(x) denota la solucién en tiempo t de & = f(z) .

Ejemplo 7. Como ejemplo, si g(¢i(z)) = g(x) Vo decimos que el sistema tiene m-preintegrales.

Observamos también que si consideraramos la ecuacién

i= Loy

Op¢
ox

comportamiento de las ecuaciones lineales ya que la ecuacion recien mencionada nos sera de utilidad.

entonces su matriz fundamental es . Por lo tanto estamos interesados en estudiar un poco acerca del
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Sea (U, (,)) un espacio vectorial de dimensién finita n. Si 1 < k < n definimos /\kU su k-ésimo

producto exterior como el espacio vectorial de dimensién (}) cuya base es (dada una base ortonormal

{e;} de U):
{eil/\.../\eik : 1§’L'1< Szkgn}

El producto interno en /\k U se define en los elementos a, § de la forma ui; A ... Aug y v1 A... Avg
de forma que (o, §) = det({u;,v,)). y se extiende linealmente.

Dada A : U — U lineal (esto se puede definir aunque vaya a otro espacio vectorial de forma andloga)
definimos los mapas A®) AlF . AF 7 — AF U de 1a siguiente forma:

AP (ug AL Aug) = (Aug) A A (Aug)

k
A[k](ul/\.../\uk):Zul/\.../\(Aui)/\.../\uk
=1

Se puede ver que vale:
1
K] —— 1fm ~ (k) _ (k))
A thrr(l) ; ((I +tA) I

Valen las siguientes propiedades: (AB)®) = A BF) v (A4 + B)F = AFIBF. Ademds es sencillo
observar que AN = Al = A A = det(A) y A" = tr(A).

Por ultimo, vale la pena observar que si Y (¢) es la matriz fundamental de la ecuacién y = A(t)y
entonces Z(t) = Y (t)*) es matriz fundamental de la ecuacién 2 = A(t)lFlz. Esto tiene que ver con la
formula de Liouville, ya que para k = n se tiene que la solucién de z = trAz es det(Y (t)). También para
esto es importante notar que ||z(t)|| mide la variacién de volumen k-dimensional.

Lo que nos va a interesar en realidad es A en general y para una matriz de 3 x 3 se calcula de la

siguiente forma:

ail  aiz a3 a1 + a2 a23 —a13
_ 2] _
A= | ay asp ay | =AP= asz ass + ar aiz
asy a3z ass —as1 azy Qg2 + ass

Vamos a notar siempre como V]{ a la derivada de Lyapunov respecto del campo f.

Teoria No Lineal

Esta subseccion es practicamente sin importancia para el caso en el que nos centramos que es encontrar

condiciones para ecuaciones en R™ no restrictas a variedades invariantes.

Teorema 17. ¥ es invariante < AN : R" — R"™*™ continua de forma que

Vamos a dar solo parte de la prueba

DEMOSTRACION . (<=) Si g(z) = 0 entonces g} (x) = 0 entonces ¥ es invariante.
(=) Sea h = g}. Como ¥ es invariante, sabemos que g(y) = 0 = h(y) = 0, por lo que h(z) = N(z)g(z)

es equivalente a que
oh, . dg ON
%(y) =N (y)%(y) + %(y)g(y)
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que si y € X se traduce en
oh dg
—(y) = N(y) ==
5 W) = N7 ()

Dado que 0 es valor regular lo que implica que %(y) tiene rango completo queda determinada N de

forma tnica en X. Si z # ¥ se define N(z) = (n;;(x)) tal que

by
i) = )2

y se prueba que es continua (esta medio salado, pero tiene pinta que por lo menos puede estar acotado
cuando x — X).
a

A partir de esta prueba, se define v : 3 — R como v(z) = trN(z). Vale la pena observar, que si
trabajamos con g = 0 tenemos m = 0 en cuyo caso definimos v = 0.
A partir de esto, se prueba lo siguiente.

Recordemos que para la ecuacion
. _ 9] .
§ =5, (el2))y
la matriz fundamental es %%. Tenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 18. Bajo ciertas hipotesis (razonables algunas e inentendibles otras) Vk con sentido
m+k

k
8% 3%&
A (% T) N o

De alguna manera es como una acotacién de la evolucién del volumen en el tangente de ¥ a partir de

< Ce Ji v(eu(@)ds

el volumen general.

Para ver como es v enunciamos la siguiente:

Proposicion 19. v es la suma de los valores propios de % asociados a el subespacio complementario a
T, (que es invariante).

Equilibrios y orbitas periodicas

Definicién 5. (a) Una singularidad de # = f(z) es hiperbdlicamente estable sii todos los valores
propios de su diferencial son de parte real negativa (nos interesan los valores propios asociados al
subespacio invariante T,,3).

(b) Una 6rbita periodica es hiperbdlicamente estable si al tomar el tiempo T' del flujo (donde T es el
periodo) todos los valores propios menos uno (de nuevo los asociados a 7, %) tienen médulo menor

a 1. El valor propio asociado a la direccion del flujo va a ser necesariamente 1.

Vale el siguiente teorema (y uno parecido para 6rbitas peridédicas) que no es mds que generalizar el

teorema de Hartman que vale para m = 0.

Teorema 20. x¢ € ¥ equilibrio de & = f(x) :

(a) Si -
Z= <% (z0) — v(x0)1> z

es asintdticamente estable entonces también los es xo (es hiperbdlicamente estable).
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(b) Sit=—N*(xo)u es estable = wvale el reciproco.

Definicién 6. La medida de Lozinskii de una matriz A es
L1
p(A) =l (11 + 4] = 1)
Vale el corolario siguiente

; 1
Corolario 21. p(%[7n+ ](xo)) —v(zg) < 0 entonces es hiperbolicamente estable.

c +1 . c .
La condicién ,u(g—i[m ](xo)) —v(xp) < 0 es equivalente a una condicién en los valores propios. Con la

norma 2 tenemos que u es la suma de los m + 1 valores propios més grandes y v es la suma de los valores
propios asociados al complemento de T, 3. En el caso m = 0 lo que dice es que si el valor propio mayor
es negativo entonces es estable.

Criterio de Bendixon
Vamos a decir que las curvas cerradas (pensadas como mapas ¢ : ST — Q C R") y las superficies
(parametrizadas como ¢ : D — Q C R™) son rectificables si ¢ es Lipchitz.

Si 1(S') se encuentra en un subconjunto simplemente conexo de ¥ notaremos como S(1), %) al sub-
conjunto de superficies rectificables ¢ : D — X tal que ¢(9D) = »(S') (Ademds que |, sea biyectiva).
Definimos también el operador A : S(¢,%) — R asociado a una funcién a : ¥ — R no negativa tal

oo 0

A z/iaz/iao H—/\—

¢ »(D) D ¢ Our  Oug

Proposicién 22. Sea ¢ una curva simple cerrada y rectificable en ©. Si a(z¢) > 0 para algin xq € ¥(S*)
entonces 30 > 0 tal que Ap > 0 Vo € S(¢,X).

que:

EsB0z0 DE DEMOSTRACION El tema es que cerca de zg hay un entorno donde a es estrictamente positiva
y hay una cota inferior para el drea de una superficie con borde en 1)(S') cortada con esa bola, por lo
tanto A¢ va a estar acotado por el minimo de a en esa interseccién por la cota inferior del area.

O

Observacion 4. La idea va méas o menos por ver que el hecho de que una curva sea invariante implica que
el operador se puede aplicar a la superficie llevada por el flujo (porque si ¢(D) € S(z), ¥) como el borde
1 (0OD) es invariante p;(¢(D)) € S(zb, ¥)). Buscamos entonces una condicién para que Apg(¢) — 0.

Condicién de Bendixon

Sea la ecuacién diferencial (z,z)’ = F(x, z) en dimensién n + (7,,) tal que

[m+2]
Fle.) = (fm, o (x)z)

Diremos que & = f(z) cumple una condicién de Bendixon en Q2 C ¥ variedad invariante sii:

= ¢, existe para todo ¢
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= JV localmente Lipchitz, a,b : ¥ — R no negativas y continuas y g continua tal que valen las

siguientes propiedades:
a(z)|zl| < V(z,2) < bz)llz]

Vi (o, 2) < @)V (,2)
= La funcién g cumple una condicién acotaciéon que permite utilizar la proposicion 2.

m [ (fi(ps(7)) — v(ps(2)))ds = —oo

t—o0 0
Observacion 5. Si m = 0 las dltimas 2 se transforman en que la integral de fi en las trayectorias futuras
sea —00

Vale que

: L oftm+
Vil(x,z) = 11m+ﬁ (V (m +hf(x),z+ h% (x)z) - V(x, z))

h—0

Decimos que la condicién de Bendixon es global si a es estrictamente positiva en 2.

Teorema 23. 5i () simplemente conexo y se satisface una condicion de Bendizon entonces no hay curvas

cerradas simples rectificables que corten {x € Q : a(x) > 0} invariantes por el flujo.

ESB0ZO DE DEMOSTRACION (prueba para m = 0) Recordamos que las soluciones de (z,2) = F(x,z2)

son
A et
(z(t), 2(t)) = <<Pt(33(0))> A %(x)2(0)>
Por lo tanto, por la primera condicién en la funcién V', sabemos que se cumple:

2

fiol

Al mismo tiempo, la segunda condicién nos afirma que

a(pi()) < V((t),2(1)) < b(ei())

Vir(x,2) < i)V (x,2) = V(x(t), 2(t)) < K+/O fi(x(s))V (2(s), 2(s))ds

Entonces aplicando el lema de Gronwall tenemos que

V(x(t), 2(t)) < V(x, z)elo Ales(2)ds
Juntando con lo anterior se cumple que

2
A %W < b(a)|zelo o (D

a(pi(x))

Implicando

2

a(p(x)) /\%@H —0  t—-+oo

Por la tltima condicién, uniformemente en x. Ahora supongamos que tenemos una curva ¢(S1) simple

cerrada e invariante por nuestro flujo para la cual hay un punto donde a es estrictamente positiva. Sea
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una superficie ¢ € S(¢, Q) cualquiera. Como 1) es invariante, vimos que se cumple que :(¢) € S(1), Q)
Vt. Llegaremos a un absurdo ya que vimos que se tiene que cumplir que Ap; 0 ¢ > § > 0 pero al mismo

tiempo

2
0
A@t°¢=/ﬁa0%0¢ /\% —0

Robustez y relacién con el closing lemma

La idea es la siguiente, si las condiciones que vimos son robustas, es decir, se mantienen al perturbar el
campo en la topologia C'! tendremos que para un entorno de campos no habra ciclos limite, en particular
(por el Closing lemma que permite perturbar un campo C! y cerrar orbitas de puntos no errantes)
concluimos que para toda dérbita (que pase por el conjunto donde valen las condiciones de Bendixon, que
en principio puede variar) el w y el « limite serdn vacios o un equilibrio del campo. El problema es que
en realidad no son robustas del todo las condiciones, o por lo menos las funciones a, b, V' no sirven para
todo el entorno del campo f. Pero de todas formas recordemos que lo tnico que se utiliza para probar
que no hay ciclos limites es que

2

alp()) /\%@)H 0t

ox

y esto si va a ser robusto ante perturbaciones C'.

En el articulo se prueba el siguiente:

Teorema 24. Suponiendo X simplemente conexa y que & = f(x) satisface una condicién de Bendizon
global en X. Vale que si xy € ¥ y su orbita es acotada entonces lim () = p donde p es un equilibrio

cuya variedad estable tiene codimension a lo sumo 1.

Atractor de Lorentz

Primero haremos una breve introduccién al atractor de Lorentz (por més informacién leer [GH83]),

para aplicar estas ideas en encontrar una regién que lo contenga. La ecuacién que estudiaremos es

T =—0ox+ oy
j=pr—y—az (2,y,2) €ER® 0,p,8>0
Z=—0Pz+uxy

Generalmente se fijan ¢ = 10 , § = 8/3 y se estudia que pasa al variar p. La derivada del campo es
la siguiente

of -0 o 0 af[Q] —o—1 - 0
22| P2 -1 —=z é% = x —o—p o
y oz —f -y p—z —p-1

La primera observaciéon que hacemos es que la divergencia del campo es constante igual a —(1 +
o+ ) < 0 en todo R? por lo que todo conjunto invariante tendrda volumen nulo o infinito. El campo
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tiene una singularidad en (0,0,0) para todos los valores de los pardmetros y si p > 1 tiene dos méds en

(£VB(p—1),£/B(p—1),p = 1).

Los valores propios de % en (0,0,0) son —(y

(1+0)£/(1+0)2—40(1—p)
2

N4l +o)d+o(p—1)=r=—

por lo que serd un punto fijo atractor para p < 1 y tendra un valor propio con parte real positiva si p > 1.

En las otras dos singularidades, los valores propios (luego de una cuenta) se tiene que son atractores
paral < p <o(oc+3+3)/(0c —F—1). En ese valor p, = o(c+ +3)/(c —F—1) ocurre una bifurcacién
de Hopf al pasar los valores propios por el eje imaginario, manteniendose un valor propio real negativo.
Esta bifurcacién no genera orbitas periodicas estables cerca de los puntos fijos sino que aparecen orbitas
que rodean un punto y luego van hacia el otro y lo vuelven a rodear.

Si ahora planteamos la ecuacién diferencial en R®

{ &= f(a)
z= %[ ](J:)z

donde f es el campo de la ecuacién de Lorentz y consideramos también la funcién V(z,z) = |z| =
sup{+/22 + 22, |23|}. Si hubiesemos considerado |z| = (2*2)'/? tendriamos

. V(z,2)~t , (0f" O 2l
V(x,z):%z (8—£ +8—£) z

Con lo cual si los valores propios de (%* + %) son A1 > Ay > A3 tendriamos

(A2(x) + X3(2)V (2, 2) < V(2,2) < (M(2) + Ae(2))V (2, 2)

ya que es facil ver (viendo la férmula de Al y aplicandola a la forma de Jordan de la matriz) que
los valores propios son la suma de los valores propios distintos. De alguna manera se puede esperar
que si los dos mayores suman positivo o los dos menores negativo tendremos chance de utilizar lo visto
anteriormente. Dado que V' es una norma, podemos usar las funciones constantes 1/2 y 2 como a y b
para tener el criterio buscado.

Con un poco més de trabajo se ve que también la que elegimos cumple lo buscado.

9. Mas vinculos entre a.g.s. y l.a.s.

Como vimos en la seccién anterior, no hay una extension natural de los resultados de la seccion 7.
Sin embargo, trabajaremos sobre resultados que nos permiten vincular la a.g.s. con la estabilidad local
mediante el uso de densidades. Los resultados que presentaremos, sin embargo, tienen importancia mas
alld de extender lo visto en la seccién 7 a dimensiones mayores (arbitrarias) dado que también muestran
las implicancias de la existencia de una densidad en la estabilidad.

Fue mencionada la importancia de la estabilidad local para los objetivos del control (eso se ve clara-
mente en el ejemplo 3 que si bien es a.g.s. hay puntos arbitrariamente cercanos al origen cuyas orbitas
divergen). En esta seccién, presentaremos resultados de [MP06] que muestran como bajo ciertas hipotesis,
la existencia de una densidad nos asegura estabilidad local. Al mismo tiempo, veremos que esas hipotesis

adicionales son necesarias.
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Proposicién 25. Sea i = f(x) con f € C1(R",R") tal que %(O) tiene por lo menos un valor propio A

con Re(\) > 0 entonces, la cuenca de atraccion R tiene medida de Lebesque nula.

DEMOSTRACION . La prueba se basa en la existencia de variedades locales invariantes (ver [HPST77], o
por una introduccién més amigable [Sh87]).

La idea, es que existiendo un valor propio con parte real positiva, las variedades centro estables'?
tendrd codimensiéon por lo menos 1. Esto implica que cualquier variedad centro estable local tendrd medida
de Lebesgue nula.

Dado que cualquier punto que converja en el futuro al origen deberd pertenecer (a partir de un
momento) a todas las variedades centro estables locales, en particular pertenecerda a una de ellas (que
tiene medida de Lebesgue nula). De eso, deducimos que R C {J,,.y /™" (W) por lo cual R esta contenido

loc
en una unién numerable de conjuntos de medida nula concluyendo que tiene medida nula.

O

A partir de el anterior resultado, podemos obtener la siguiente importante conclusién que enunciaremos

en forma de Teorema.

Teorema 26. Sea i = f(z) con f € C'R",R" tal que %(0) tiene un valor propio A tal que Re(\) < 0

entonces, la existencia de una densidad p implica la estabilidad asintotica local.

Para demostrar este teorema, haremos uso de la Proposicion recién probada y el siguiente Lema de
[Ran01]

Lema 27. Si para x € U\{0} donde U es un entorno del origen se cumple que
V-(pf)>0 V-f<0 p>0
Entonces V(x) = p(z)~1 satisface VV - f < 0.

Demostracion. Basta recordar que

V. (pf)=Vpf+pV-f

para ver que si tomamos V = p~! tenemos que

VV.-f=-p>Vp-f

que es negativo pues V- f <0y p > 0 obliga que Vp- f > 0.
O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 26. Como hay una densidad, el sistema es a.g.s. por lo que la Proposicién
anterior obliga que todos los valores propios tengan parte real menor o igual a cero. Como hay un valor
propio negativo, en un entorno del origen la divergencia de f serd negativa y utilizando el Lema previo
llegamos a la tesis.

O

Este teorema tiene una gran aplicacién préctica (pues teniendo un valor propio con parte real negativa,

la existencia de una densidad ya asegura una fuerte estabilidad) pero ademds, tiene una importante

13Recordar que no necesariamente son tnicas.
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Figura 7: Una trayectoria del sistema 9

aplicacién tedrica, pues permite mostrar que no vale el reciproco del teorema de Rantzer. Mostraremos
eso mediante un ejemplo de un sistema a.g.s., que tiene un valor propio con parte real negativa pero no
es La.s..

Ejemplo 8.

z = —2
Es fécil observar que hay un valor propio —1 (asociado a la derivada respecto de la variable z) y al
mismo tiempo, no es dificil ver que es a.g.s. pues las dindmicas del plano zy y de z estan desacopladas.

Al mismo tiempo, esa observacién permite ver que el sistema no es l.a.s. (en el plano zy la dindmica es
la del ejemplo 3)

Para terminar la seccién, presentaremos un ejemplo que muestra que la hipotesis de que haya un valor
propio negativo es necesaria. Esto se debe a que en este ejemplo se puede encontrar una densidad, pero
sin embargo, se puede mostrar que no es l.a.s.. Por supuesto que todos los valores propios de la derivada
del campo en el origen son de parte real nula.

Ejemplo 9. El ejemplo es el ya presentado en la secciéon 3. Por comodidad para el lector volvemos a

realizar la descripcion del ejemplo y se agrega algin comentario que viene al caso de esta seccion.

i‘1 = X2 — 2.13133‘%
i’g = —X1 — 21}21‘%
Cbg = —(E%

Este sistema es un oscilador arménico en el plano x3 = 0 y las trayectorias son espirales decrecientes
para otras condiciones iniciales (ver la figura 7).

Observamos que V- f = —722 y que utilizando p = (z3+x3+232)~* tenemos V-(pf) = z2(z3 +23+23)~*
que efectivamente es positiva en casi todo R*. Vale observar que V - (pf) es 0 en el plano z3 = 0. Esto no
es sorprendente ya que f|z,—0 no es a.g.s. (de hecho, la dindmica all{, como mencionamos previamente
es la del oscilador arménico, entre otras cosas probando que el origen no es l.a.s.). De todas maneras, si

bien el origen no es l.a.s., es localmente estable en el sentido de Lyapunov (ver [Kh96]), y esa podria ser
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una cosa interesante para investigar si sucede en general en presencia de densidades. Pensamos que el
principal obstaculo para estudiar ese posible resultado es entender bien el comportamiento del ejemplo

3, en particular si admite o no una densidad.

10. Resultados reciprocos

Presentaremos algunos resultados que nos seran de gran utilidad ([Mon03]).

Teorema 28. Bajo las mismas hipotesis con las que venimos trabajando, si el campo es localmente
asintéticamente estable, entonces existe un difeomorfismo C? entre la region de atraccion del equilibrio y

R™ que conjuga el sistema & = f(x) con y = —y siempre que el campo sea completo.

En la prueba (ver [Mon03]), ese difeomorfismo estd calculado a partir de un difeomorfismo (H) entre
una variedad de nivel (£) de la funcién de Lyapunov (cuya existencia asegura el teorema de Massera) y
una esfera de dimension n — 1, de la siguiente forma: dado x € R (la regién de atraccién) existe ¢, € R
tal que ft=(x) € £ por lo tanto podemos mandar f'=(x) por H hasta la esfera y luego ir hacia atras o
hacia adelante por las orbitas de y = —y = g(y) un tiempo t,. Al difeormorfismo dado por ir hacia atras

le llamaremos hy y al otro he. Cumplen que

hio fi(z) =g'ohi(z) , haof'(z) =g " oha(z)

Estos difeomorfismos me permiten, a partir de una densidad para el campo g(y) = —y definir una
densidad C! para f(z), pero tinicamente en la regién de atraccién; una de las preguntas de interés es
si es posible extenderlas de forma diferenciable a su complemento. Se observa que necesariamente el
complemento de la regiéon de atraccion tendra medida nula, en particular interior vacio. La forma de

definir la densidad a partir de una densidad para el campo g es la siguiente:

(&) = p(ha(a)) | T2 (a)

Teorema 29. La densidad definida de esa forma estd bien definida

Demostracion. Primero que nada, es facil ver que es no negativa (hy preserva orientacién) y es diferen-
ciable en R\{0} ya que h; es C2. Para ver que V - (pf) > 0 c.t.p. consideremos un conjunto medible Z

que no contenga al origen en su clausura y se cumple

[ p@xts= [ o) |G @)

Como hy o ft(z) = g* o hy(x) se cumple que Vo € R

dx = / p(y)dy
h1(2)

ahl o Haj“t '%ix(hl( ))’ %};1()‘
Entonces !
V- (pf) = 3{<f'f<>> %i“}t )
5 {rons %@w\ o)),

:%{p(gt(hl(x))) ‘ Hahl ’}
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_|om

O ()| V- (pg)(hi(z)) >0 c.t.p.

O
Observacion 6. Este pasaje se puede hacer de la misma forma, para el otro lado, es decir de una densidad
para & = f(x) a una para y = —y de forma andloga
10.1. Condicion necesaria de casi estabilidad global

Esta probado, utilizando los resultados de la seccién anterior, que la estabilidad asintética global im-
plica la existencia de una densidad C! ([M03]). Trataremos de generalizar esto para el caso de estabilidad
casi global, pero manteniendo la hipotesis de estabilidad local que nos permitira utilizar los resultados

de la seccion anterior.

Teorema 30. Dado una ecuacion diferencial dada por un campo C' completo, casi globalmente estable, y
localmente asintdticamente estable, existe una densidad p de clase C* cumpliendo todo lo ya mencionado.

Ademdas, la podemos definir de forma de que se anule en el complemento de la region de atraccion.

Notese que en el ejemplo 5 se vié que la densidad no tiene por que anularse en el complemento de la
regién de atraccion.

Para probar el teorema haremos uso del siguiente Lema de [Ran01].
Lema 31. Sea V(z) > 0 Va # 0 y que cumple que
aVV - f<VV-f m-—ctp
para algin o > 0. Entonces p(x) = V(x)~ cumple que V - (pf) > 0 m — ctp.
Demostracion. Al igual que en el Lema 27 haremos uso de la siguiente férmula:

V- (pf)=Vpf+pV-f

Pues si tomamos p = V=% tendremos que Vp = —aV ~*"'VV y por lo tanto tenemos

V-(pf)=—aV e IVV. . f+V V. f=V Y —aVV. - f4+VV-f)>0 m—ctp

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 30. Tenemos definida la candidata a densidad de la siguiente forma:

ple) = ol () | 52 0

Falta ver que asi definida, la podemos extender diferenciablemente a R¢

Queda claro que dada {x”}nEN C R tal que xz,, — z € R se cumple que ¢,, — +oo por lo tanto
hi(x,) — oo o sea que si de alguna manera logramos que p(y) %(hfl(y))‘ — 0 cuando y — oo
lograremos al menos que p sea continua en R¢ extendiendola de forma ovia. Pero ademas, se puede ver

que
o oh ) |9

_Op oh
(o) = () @) | ) .

+ plhn(@)V | 52 (@)
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Donde esa ecuacién es valida Vo € R¢. Por lo que si también logramos acotar adecuadamente a p y
dp — 1
3y lograremos que p sea de clase C* como queremos.

Para eso, definimos

)

jr) =12 sup {\8’“ (h )

lyl<r | O

|v| G )

1
“d(hy ' (y), R°) }

Vale observar que j estd bien definida, porque D, = {y : |y| < r} es compacto, y las funciones
ahi definidas continuas ( la que podria ser dudosa es la de la distancia, pero por ser R¢ cerrado y
hi'(D,) NRE = se tiene que inf{d(h;'(y),R°) > 0).

Ahora definamos  : R"™ — R C* creciente tal que fuera de algtin entorno del 0 cumpla que G(y) >
J(llyll) (v que sea constante en las circunferencias centradas en el origen) y que 5(0) = 0, entonces (3 es
una funciéon de Lyapunov de § = —y. Ademé&s podemos considerar a 3 convexa en cada direccion , es
decir, teniendo en cuenta que (3 estd definida radialmente, que S(tx + (1 — t)y) < tB(x) + (1 — t)B(y).
Probaremos que si consideramos a > n, ¢ serd una densidad para y = —y. Basta ver, por la propiedad

31, que
—aVB(y)y < V- (=y)By) = aVB(y)y > nb(y)

Pero dado que la funcién es radial (su gradiente es colineal a la funcién g(y) = —y, podemos verificar que

esto se cumple en cada direccién, y para eso bastaria con ver que

0
nB(x1,0,...,0) < ole—ﬂ(xl,O,...,O)
81‘1
Pero es facil verificar que se cumple que si se tiene una funcién real h convexa y que h(0) = 0 se tiene
que h(x) < zh/(z) por lo tanto tomando « > n se cumple lo que buscabamos.
De esta manera, dada {‘T"}HEN C R tal que z,, — z € R se tiene que

plen) = plin(a) |52 o)

= 72 (o) | G 00)

Se observa, que p(x) = 0 Vo € R queda por ver que esta funcién es derivable, pero consideremos
un punto z € R¢ y una sucesién cualquiera {xn}nEN C R (basta suponer que estd aqui porque en el

complemento p se anula) tal que x,, — z entonces tenemos que

P(zn) =) _ Ipa)ll _ B~ (ha(n)) |G ()|

lon =2 e =2l [ — ]|

Ya que si tomamos o > 2

Ohy

57 (o) | Gt | 0
F ) _ 1 AT )RS
Fon =l Tl Jon ]
<1

Todo esto por las fuertes restricciones realizadas a la funcién j. La primera porque 3 es mayor al
determinante jacobiano y posee un factor de r? donde r es el médulo de hi(z,) (que tiende a infinito),

y la segunda por un argumento similar (la funcién 3 es mayor que el inverso de la distancia de x,, a R¢
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y posee un factor 72) y dado que la distancia de un punto a un conjunto es menor o igual que la de el
punto a un punto especifico del conjunto.

Por lo tanto, se cumple que p es derivable en R° y su derivada es nula, para ver que también es
continua, recordando la férmula de la derivada y tomando una sucesién cualquiera tenemos que (eligiendo
« suficientemente grande, creo que da con a > 2)

ap Ohy

Ohy
5 () = gy alen)) g (we)

6—x($)‘

ol () ¥ |5 (o)

Para que fuese continua la derivada necesitariamos que

ap
dy

— 0

(y) = (B~ (y)VB(y)

tienda a cero tan rapido como p cuando y — oco. Lamentablemente eso no pasa en general ya que se pueden
construir funciones convexas de forma de que su derivada sea mayor que cualquiera de sus potencias en
puntos arbitrariamente grandes.

|
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