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. Demostrar que z — i—;i es una funcién biyectiva y biholomorfa entre el semiplano
superior H = {z € C : Im(z) > 0} y el disco unidad D ={z € C: |z| < 1}.
Estudiar el comportamiento en el borde de H C C.

(Sugerencia: Recordar que sin(2a) = 2tan(a)/(1 + tan(a)?) y cos(2a) = (1 —

tan(a)?)/(1 + tan(a)?). )

Encontrar una funcién biyectiva y biholomorfa entre el primer cuadrante C' = {z €
C :Im(z) > 0,Re(z) > 0} y el disco unidad.

Sea n entero positivo. Probar que el mapa z — 2" es biyectivo y biholomorfo entre
el sector S ={z€C: 0<arg(z) <w/n}yH.

Mostrar que z +— % es biyectiva y biholomorfa entre la mitad superior del disco
unidad DT = {z € C : |2] < 1,Im(z) > 0} y el primer cuadrante, y estudiar el
comportamiento en el borde de DT C C.

Encontrar un mapa biyectivo y biholomorfo entre DT y D.

Sea log(z) la version del logaritmo con parte imaginaria en el intervalo [0, 27). Esta
funcion es discontinua en el eje real pero es biyectiva y biholomorfa en el semiplano
superior. Describir explicitamente los conjuntos log(H), log(D™) y log(C\ [0, +0)).

Demostrar que la funcién z — z + 1 es biyectiva y biholomorfa entre {z € C : |z| <
1,Im(z) >0} y H.

Para cada matriz de dos por dos y entradas complejas A = < (2 d ) se considera
la funcion: f(z) = gjj_rs Probar que M es invertible si y solo si la funcién fjs no es

constante. Probar que dos matrices A y B invertibles determinan la misma funcion
si y solo si existe A € C tal que A = AB. Demostrar que fap = fa o fp para todo
par de matrices inveribles A, B, de modo que esta correspondencia es un morfismo
de grupos (jOjo que no es un isomorfismo! ;Cual es el nicleo?). Las transormaciones
f4 para matrices invertibles A forman un grupo y suelen llamarse transformaciones

de Mdebius. El dominio natural de estas funciones es C = C U {o0}, ya que son
continuas en oo y tienen a lo sumo una tnica singularidad en C que es un polo.

Demostrar que la iméigen de cualquier circulo o recta en C bajo el mapa z — % es
un circulo o una recta.

Demostrar que toda transformacion de Moebius se escribe como composicion de los
siguientes tipos de funciénes:

= Rotohomotecias: z — Az, A € C\ {0}
= Traslaciones: z — 2+ A\, A € C



s Inversion: z — %

Deducir que toda tranformacién de Moebius envia rectas y circulos en rectas y
circulos (como en el ejercicio anterior).

§10. Si A es una matriz de dos por dos con coeficientes reales y determinante positivo
demostrar que fa(H) = H. Demostrar que si una transformacion de Moebius fp
cumple fp(H) = H entonces existe A € C tal que AB es de coeficientes reales y
determinante positivo.

§11. Mostrar que una transformacién de Md6ebius con 3 puntos fijos (uno de ellos posi-
blemente sea co) es la identidad.

Ejercicios Complementarios

Automorfismos de D y de H.

§1. Sea p,(z) = 2=£ donde a € D.

1-az

a) Probar que ¢, € Aut(D).

¢) Si f € Aut(D) entonces existe # € Ry o € D tal que f(2) = e,

)
b) Probar que ¢! = @,.
)
d)

¢, Cuéles son los automorfismos del disco que fijan el origen?

§2. Sea I' : Aut(D) — Aut(H) dado por I'(¢)) = F~ 1ot o F donde F : H — D es el

mapa F(z) = z;z dado en el Ejercicio §1.

Probar que I' es un isomorfismo de grupos.

§3. La idea de este ejercicio es clasificar Aut(H).
Sea

SLy(R) = {M: ( ‘C‘ Z ) ta,bc,de€Ry det(M)=1}-

SLa(R) es el grupo especial lineal. Dada una matriz M € SLo(R), sea far el mapa
racional definido en el Ejercicio §7.

a) Probar que fy € Aut(H) para todo M € SLy(R).

b) Observa (M, z) — far(z) define una accién del grupo SLs(R) sobre H. Probar
que dicha accion es transitiva: i.e. dados 2z, w € H existe M tal que fas(z) = w.
(Sugerencia: Probar que podemos transformar z € H en 3.)

cosf —sinf

sinf  cosf
corresponde con la rotaciéon de dngulo —260 en D.

d) Sea f € Aut(H), y sea v € H tal que f(y) = i. Sea N € SLy(R) tal que
In (i) =1
Probar que existe 0 € R tal que f = fy,n-1.

e) Probar que Aut(H) es isomorfo a PSLy(R) := SLy(R)/ ~ , donde M ~ M’ sii
M' = —M. El grupo PSLs(R) se denomina grupo especial lineal proyectivo.

¢) Dado 0 € R, sea My = € SLy(R). Probar que F~1o fy;, o F



