ANALISIS COMPLEJO. 2011

1. CUBRIMIENTOS, LA FUNCION EXPONENCIAL Y EL INDICE

La funcién exponencial se define en z € C de la siguiente forma: si z = = + iy
entonces f(z) = e* = e*(cosy + iseny).
Se prueban facilmente las siguientes propiedades:
1. f es sobre C\ {0}.
2. La preimagen de un punto w € C\ {0} es el conjunto

f_l(w) ={x+ (y+2kn)i : k€Z, x=log|w|, y € arg(w)},

donde arg(w) es el argumento de w, es decir, el 4ngulo que forma el seg-
mento que une 0 con w con el eje horizontal, medido en sentido antihorario.

3. La funcion f es diferenciable. En el punto z = x + iy su diferencial tiene
determinante igual a e2*. Del teorema de la funcién inversa se deduce que
f tiene una inversa local en cada punto de C.

La inversa de f no existe ya que f no es inyectiva: como arriba, la preimagen
de un w € C\ {0} es el conjunto log |w| + iarg(w). Sin embargo la inversa puede
definirse en un punto si se elige una determinacién principal para el argumento. Asi,
si se determina que arg(w) € (—m, ) tenemos que log(1) = 0 y que log(i) = im/2.
Con esta determinacion del argumento, la funcién logaritmo queda bien definida y
continua en el conjunto {w € C\ {0} : Im(w) = 0= Re(w) > 0}.

Definicién 1. Sean Q1 y Qo abiertos de R2. Un mapa f : Q1 — Qo es un cubrim-
iento si es continuo sobreyectivo y cada w € Qg tiene un entorno U tal que f~(U)
es igual a la union disjunta de abiertos U; y para cada i se cumple que la restric-
cion de f a U; es un homeomorfismo de U; sobre U. Se dice que U es un entorno
admisible del punto w.

En particular, un cubrimiento es un homeomorfismo local, es decir, para cada z €
Q; existe un entorno V' de z tal que la restriccién de f a V' es un homeomorfismo
sobre su imagen. Sin embargo no es verdad, como algunos creen, que cualquier
homeomorfismo local sobreyectivo sea un cubrimiento.

Por ejemplo, la funcién exponencial f es un cubrimiento de C en C\ {0}, pero
la restriccién de f al conjunto de los z = x + iy tales que y € (0,37) no lo es.
El resultado méas importante de esta parte es:

Teorema 1. Sea f:Qy — Qo un cubrimiento, v : [0,1] — Qo una curva y x €
tal que f(x) = v(0). Entonces existe una unica curva ¥ : [0,1] — Q; tal que 3(0) = x
yfr=n.

A una curva 7 tal que f§ = v se le llama un levantamiento de . Si ademés

4(0) = z, entonces 7 se llama el levantamiento de « a partir de x.
1
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Demostracién: Unicidad: Sean a y 3 levantamientos de una curva . Como una
curva es una funcién continua, resulta que el conjunto de puntos ¢ € [0, 1] donde a y
0 coinciden es cerrado. Pero ademas es abierto porque f es un homeo local: en efecto,
si coinciden en ¢, se toma un entorno V restringido al cual f es un homeomorfismo;
existe un € > 0 tal que a(t') € V y B(¢') € V para cualquier ¢’ € (t—¢,t+¢). Como
f|v es inyectiva se deduce que « y 8 coinciden en (¢t — €, ¢+ €). En conclusién, dos
levantamientos de v coinciden en un abierto y cerrado. Si ademaés parten del mismo
punto punto, entonces la conexioén del intervalo implica que son iguales.
Ezistencia: Sea A el subconjunto de [0,1] definido asi: ¢y € A si existe una curva
Yt : [0,t0] — Q1 que vale z en 0y tal que [, = v|[0,4]-
Evidentemente A es abierto, porque si tg € A se toma un entorno V de 4, (o)
donde f sea un homeo y se extiende la curva a la derecha de .
Para probar que A es cerrado, sea ty de acumulacién de A. Es claro de la definicién
de A, que si algtin t' > ty pertenece a A entonces también ty pertenece a A. Sea
U un entorno admisible del punto ~(ty) y sea t' < ty perteneciente a A tal que
~v(t') € U, digamos que 4 es un levantamiento de la restriccién de v a [0,t']. Sea
U; el tnico abierto de la preimagen de U que contiene al punto Ay (). Defina 44, (¢)
como Jy(t) para t < t' y como (f|U;)"1(v(t)) para t € (¢, to]. Asi definida, 7, es
continua en [0,ty] y su imagen por f es la restricciéon de v a [0,to], por lo tanto
to € A. Il
Por ejemplo, considere la funcién exponencial f; sea vy : [0,1] — C\ {0} definida
por (t) = cos(2nwt) + i sen(27t). Entonces el tnico levantamiento de la curva -y que
empieza en z = 1 es §(t) = 2mit.
Una de las consecuencias interesantes de este resultado es la siguiente definicion
de indice de una curva respecto de un punto. Sea a € C y v : [0,1] — C\ {a}
una curva cerrada (que significa v(0) = y(1)). Sea z € C tal que ¢* = v(0) —a y
4 el tinico levantamiento (por la funcién exponencial) de la curva t — ¥(t) —a a
partir de z. Sea w = F(1). Como e¥ = e* (porque la curva 7 es cerrada) se deduce
que w — z = 2kmi para algin k entero. Veamos que k no depende de la eleccién
del punto z. Sea z; tal que e** = 4(0) — a. Entonces existe un entero j tal que
z1 = zo+2jmi, de donde t — F(t) 4 2jmi es un levantamiento de y(t) —a a partir de
z1. Por el teorema 1, éste es el unico levantamiento. Se concluye que k£ no depende
del z elegido, lo que nos permite definir el indice.

Definicién 2. Sea v : [a, 5] — C\ {a} una curva cerrada. El indice de v respecto
de a se define como
7(B) = (@)

27
donde 7 es un levantamiento de v(t) — a por la funcidn exponencial.

ind,(a) =

)

Observe que si exp(5(t)) = v(t) — a, entonces

1 1 L7y L7, 3(8) = (@) _ .
i) e—a T am ), 0 —a T am [, VWU = T = ind(a).

Esta férmula da una expresién integral para el indice.

Proposicion 1. El indice es un niumero entero, constante en cada componente
conezxa del complemento de v* y vale 0 en la componente no acotada del comple-
mento de v*.
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2. HOMOTOP{AS, CONEXION SIMPLE

Definicién 3. Sea Q contenido en C, x e y puntos en 2. Denotamos por Cq(z,y)
al conjunto de curvas v : [0,1] — Q tales que v(0) = = y y(1) = y. Dos curvas «
y B en Cqlz,y) son Q-homotdpicas si existe una familia (indexada con s € [0,1])
de curvas vs € Cq(z,y) tales que v = o y v1 = B y ademds (t,s) — v5(t) es una
funcion continua de [0,1]? en Q.

A la funcion H(t,s) = vs(t) se le llama homotopia de o a 3.

Diremos que Q) es simplemente conexo si es conexo por caminos y para todo x € §)
cualquier curva en Cqo(x,x) es homotopica a la curva constante 1, (1,(t) = x para
todo t).

Observacion 1. 1. Podemos dotar a Cq(z,y) de la topologia de la conver-
gencia uniforme. Entonces a y B son 2-homotdpicas si y solo si hay una
curva en Cq(xz,y) que une a con B o sea si y sdélo si a y (B estan en la
misma componente conezxa por caminos de Cq(x,y) o también si y sdlo si
Co(a,y) (@, B) es no vacio.

2. Si Q es conero por caminos entonces es simplemente conexo sii vale la

propiedad para algun punto x de Q.

FEs fdcil ver que un convezo es simplemente conexo y que C\ {0} no lo es.

4. También se prueba que Q) es simplemente conexo si y sélo si para cualquier

par de puntos x ey en  se cumple que Cqo(z,y) # 0 y que dos curvas
cualesquiera en Cq(x,y) son siempre Q-homotdpicas.

©w

Lema 1. Sea f : 1 — Q2 un cubrimiento y sea H una homotopia entre dos curvas
de Ca,(x,y). Sea z € O tal que f(z) = x. Para cada curva Hy(t) = H(t,s) sea Hy
su levantado a partir de z. Defina H(t,s) = Hs(t). Entonces H es continua.

Demostracién: Sea (t,s') € [0,1]2, U’ un entorno de H(t',s'), U un cubrimiento
finito de la imagen de la curva Hy | 4 formado por entornos admisibles. Exigimos,
ademads, que un sélo elemento U de U contenga al punto Hy (') y tal que f(U’') D U.
Sea V el cubrimiento finito de [0, '] formado por los abiertos H;,' (U) con U € U. Sea
p un numero de Lebesgue del cubrimiento V y k el mdximo natural tal que kp < t/;
definamos t; = pj, tr4+1 = t’. Numeramos entonces los abiertos de U de forma que
Hy([tj,tj41]) C U; para cada 0 < j < k. Notar que U = U esté contenido en
).

Como cada U; es un abierto admisible, existen Uy,..., U, abiertos en ; tales
que f es un homeomorfismo de U; a U; para cada j y Hy(t)) € Uj. Notar aqui que
U}, esta contenido en U’.

Veamos ahora que para cada j existe un entorno W; de s’ tal que H, (t;) pertenece
a U]{ para cualquier s € W;. Se prueba por induccién. Si es verdadero hasta j,
observe que la restriccién de Hy al conjunto [t;, ;1] es igual a (f|U;)_1 (Hs(t)), por
la unicidad de los levantamientos. Tomando W4, C W; de manera que H (thrl) S
f(U; N Uj) para cualquier s € Wjq, resulta que .H-S(tj+1) estd en U7 ,,. Esto
prueba la induccién.

En particular, Hy(t) € U, C U’ si |s € NEW, y [t —t'| <e.

O

Teorema 2. Sea f : Q1 — Qo un cubrimiento, x ey puntos en Qo y z € Q1 tal que
f(z)=z. Sean o y B en C(z,y) cuyos levantamientos a partir de z se denotan por &
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y 3 respectivamente. Si o y 3 son Qy-homotdpicas entonces a(l) = [3(1) S1 ademds
Oy es simplemente conexo, entonces el reciproco es cierto, es decir &(1) = (1)
implica que o y B son Qo homotopicas.

Demostracién: Denotamos por 44 al dnico levantamiento de v, a partir de z.
Observe que por el lema anterior (s,t) € [0,1]> — () € Q1 es continua. Como
{7s(1) : s €[0,1]} estd contenido en f~!(y) que es discreto, se deduce la primera
afirmacién.

Para probar el reciproco suponga que €21 es simplemente conexo. Por hipétesis,
ay B terminan en el mismo punto, digamos w; en otras palabras, ambas curvas
pertenecen a Cq, (z,w). Como ; es simplemente conexo, resulta de la observacién
anterior que son homotopicas via una homotopia que llamamos H. Es claro que fH
es una homotopia de o a . (|

Corolario 1. Sean o y B curvas Q-homotdpicas. Entonces ind,(a) = indg(a) para
todo a ¢ Q.

Demostracién: Sea a un punto fuera de Q, & y 3 levantamientos segtin la expo-
nencial de & — a y 8 — a a partir del mismo punto. Entonces el indice es el mismo
porque & y B terminan en el mismo punto. ([l

Como veremos, el reciproco del corolario enunciado arriba también es verdadero.

Teorema 3. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. Q es un abierto del plano simplemente conexo.
2. Para cualquier curva cerrada vy contenida en Q se cumple que ind,(a) =0
para todo a ¢ €.
3. Para toda f € H(QY) y v curva cerrada contenida en Q se cumple que
f,y f(2)dz = 0.
4. Para toda f € H(Q) existe F € H(Q) tal que F' = f.
5. Para toda f € H(Q) tal que f(z) # 0 para todo z € ), existe una funcion
f holomorfa en Q tal que exp(f) = f.
6. Con la misma hipdtesis de la parte anterior, existe una g € H(Q) tal que
=1
Demostracion: Si ) es vacio el resultado es trivial.
1) implica 2) por definicién de simplemente conexo y por el corolario 1 enunciado
arriba.
2) implica 3) por el teorema global de Cauchy.
3) implica 4) : Sea zp € . Para cada z € Q sea v € Cq(zo,2) y defina F(z) =
f7 f(&)d¢. Entonces F esté bien definida por hipétesis y es cldsico que si derivada
es f.
4) implica 5) : Como f # 0 en 2, resulta que f'/f es holomorfa en 2. Por hipdtesis
existe g € H(Q2) tal que ¢’ = f'/f. Se deduce que la derivada de e9/f = 0, y por
lo tanto e = K f para alguna constante K. Como K # 0, resulta que existe k tal
que ¥ = K. Entonces e %) = f.
5) implica 6) : Sea f tal que exp(f) = f y defina g = exp(f/?).
6) implica 1) : Usamos el teorema de Riemann:
Si 2 # C y toda funcién en H () que no se anula en €2 tiene una raiz cuadrada
holomorfa, entonces existe una biyeccién holomorfa de 2 en D. Por lo tanto la
hipétesis de 6) del teorema anterior implica que existe una biyeccién holomorfa de
Q aoque 2 =C. En ambos casos es trivial que € es simplemente conexo.
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O
Vale la pena enunciar el Teorema de Riemann en su versién mas famosa:
Teorema de Riemann. Sea {2 un abierto simplemente conexo distinto de C.
Entonces existe una funcién holomorfa y biyectiva f : Q — C.

3. EQUIVALENCIA CONFORME, GRUPO DE CUBRIMIENTO.

Recordamos de los ejercicios los siguientes resultados:
1. Si f es una funcién holomorfa en Q y f’(a) # 0 para un punto a € €, entonces
f preserva angulos en a.
2. Pero si f/(a) = 0 entonces f no presrva dngulos en a.
3. A modo de reciproco, si f es clase C' en € y preserva dngulos en cada punto de
Q entonces es holomorfa en ) y su derivada jaméas se anula.

Definicién 4. Un mapa f se dice conforme en Q2 si estd en H(QY) y su derivada
es distinta de cero en todo punto. Dos abiertos del plano se dicen conformemente
equivalentes si existe una biyeccion holomorfa de uno a otro. Un mapa f es un
automorfismo de  si f : QQ — Q es holomorfa y biyectiva. El conjunto de todos los
automorfismos de Q se denota Aut().

La relacion definida es de equivalencia.

Por ejemplo dos abiertos simplemente conexos, ambos distintos de C, son con-
formemente equivalentes. El 1inico abierto del plano conformemente equivalente a
C es el propio C.

Ya vimos como se levantan curvas y homotopias. Ahora veremos que cualquier
mapa definido en un simplemente conexo se puede levantar de manera unica salvo
una condicidn inicial.

Teorema 4. Sea f : Q1 — Qo un cubrimiento, h : S — Qs un mapa continuo,
donde S es simplemente conexo. Dado un punto 29 € S y un punto wy € 4 tales
que f(wo) = h(20), existe un dnico levantado continuo h de h que vale wo en zo;

es decir, h verifica dos condiciones: fh = h, h(zo) = wo.
Si ademds f y h son holomorfas, entonces h también lo es.

Demostracién: Ezistencia. La h se define en un punto z € S de la siguiente forma.
Se toma una curva v € Cg(zp, 2), se lleva con h a Qq, luego se levanta hy por f a
partir de wy, y se define h(z) como el punto final de esta curva. En otros términos,

h(z) = f~(1),
donde f~7 es el levantado de f~ con punto inicial wy.

Hay que probar que el resultado iz(z) no depende de la curva v escogida. Si
a € Cg(z0, z) entonces a y v son S-homotdpicas de donde se deduce que hy y ha
son 2-homotopicas. Por lo tanto, sus levantamientos a partir del punto wq terminan
en el mismo punto, por el teorema 2.

Obviamente h(zo) = wo y fh = h.

Veamos que h es continua. Sea z € S y W un entorno de fL(z)7 existe U, un
entorno admisible de f(z), tal que f restringida a f~1(U) N W es un homeo local.
Finalmente sea D un disco entorno de z tal que h(D) C U N f(W). Sea v una
curva cualquiera que une zy con z. Dado w € D sea 7; la curva v seguida del
segmento s contenido en D que une z con w. Entonces h(w) = hy1(1) donde hyy
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es el levantamiento (segtn f) de hy; a partir de wg. Si hy es el levantado de hy a
partir de wy, es obvio que hv; es igual a hy seguida de f~Y(hs) N W. Por lo tanto
h(w) = hy1(1) = f~'(hs(1)) € W. Esto prueba la continuidad.

Para probar que h es holomorfa si f v hlo son, y continuando con la notacién
del pérrafo anterior, notar que h(D) = (f|w) 'k, o sea h|p es composicién de
holomorfas.

Unicidad.

Sea h' otra solucién. Si h(z) y h'(z) coinciden, entonces el argumento anterior
muestra que h y h' coinciden en D. Se deduce que el conjunto de puntos donde
coinciden es abierto y cerrado, pero como coinciden en zy resulta que son iguales
porque S es conexo. O

Definicién 5. Sea f: S — Q un cubrimiento, donde S es simplemente conexo. Se
define el grupo de cubrimiento asociado a f como

Lp={p:8—=8/pcHS), fo=f}

Obviamente, la composicién de elementos de I'y esta en I'¢. La identidad de S
también estd en I';.
Observacién fundamental:
Si ¢ estd en I'y, entonces ¢ resulta un levantamiento de la propia f, como en el
teorema anterior. Hay dos conclusiones importantes.

De la existencia demostrada en el teorema resulta que dados dos puntos cua-
lesquiera de f~!(z), existe un elemento de I's que lleva uno en el otro.

De la unicidad demostrada en aquel teorema resulta que ¢ estéd determinada una
vez se conoce su valor en un punto.

En consecuencia, cada ¢ € I'y es un automorfismo de S, porque si ¢(z) = w,
existird una 9 € I'y que lleva w en z, luego ¢ lleva w en w y es también un
elemento de I'f, o sea, es la identidad. De forma similar, 1¢ es la identidad de S.
Se concluye también que I'y es un subgrupo de Aut(S).

Supongamos ahora que {2 es un abierto del plano, que S7 y So son simplemente
conexos y que existen cubrimientos f1 : S1 — Q, fo : Sy — Qy. Afirmamos que Sp
y Sy son conformemente equivalentes. En efecto, sea z € Q y tomemos z; € f; ()
para ¢ = 1, 2. Existe un levantamiento g; de f; por el mapa f; que lleva z; en z5 y
un levantamiento go de fo por el mapa fi; que lleva zo en z;. Ahora gygo lleva Sy
en Sy y fija el punto zo: es por lo tanto, la identidad de Ss. De forma similar, gog1
es la identidad de S7. Se deduce que S7 y S2 son conformemente equivalentes.

Ejercicio 1. Sea S simplemente conexo, f : S — Qq un cubrimiento y g : Q — 4
un cubrimiento, donde ) no es necesariamente simplemente conexo. Probar que
existe un cubrimiento h de S en Q. Ademds h es inyectivo sii Q es simplemente
conezxo.

Por este motivo, al cubrimiento f se le llama el cubrimiento universal de .

Existe una generalizaciéon del teorema de Riemann que no demostraremos.

Teorema de uniformizacién. Dado cualquier abierto Q del plano, existe un
cubrimiento f : S — Q, donde S es un abierto simplemente conexo del plano.
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Por los comentarios anteriores se deduce que S solo puede ser D o C y que si es
uno no es el otro, es decir: qué conjunto simplemente conexo cubre a un determi-
nado 2 es una propiedad de . Se dice que Q2 es hiperbdlico si su cubrimiento es
con el disco y que es parabélico si es con el plano. También el plano ampliado C
es simplemente conexo, pero como es compacto, sélo cubre conjuntos compactos,
el tinico subconjunto compacto y abierto de C es el propio C. También C se lla-
ma eliptico. Las razones de estos nombres tienen que ver con la geometria, como
veremos a continuacién.

4. GEOMETRIA CONFORME.

Definicién 6. Sea 2 un subconjunto abierto de C. Una métrica conforme en ) es
una funcién p : Q — RY de clase C?. Dada una curva v : [a,b] — Q se define su
longitud respecto de p como

b
G0 = [ Ol
Se define en  una distancia asociada a p de la siguiente forma:
dp(z,y) = mf{l,(7) : v € Calz,y)}.

Para demostrar que es una distancia, observe que si [z —a| >,y v:[0,1] = Q
va de a a z, entonces

Ep(W)Z/O V' (1)lp(v(t))dt > r.min{p(z) : z € D(a;7)},

y por lo tanto z # a implica d,(a, z) > 0. El resto de las propiedades de una métrica
se verifican facil.

Ejercicio 2. Probar que la topologia inducida en  por esta métrica es la topologia
usual de Q como subconjunto de R2.

Sea p métrica en Qs y f : Q1 — Qs conforme. Se define el pullback de p por
f como la métrica f*(p)(z) = |f/(2)|p(f(2)). Observar que es una métrica porque
f'(2) # 0. Si v es una curva en ), entonces la longitud de fv segin p es

0(f7) = / (£ (Olp2(Fr (1)) dt = / )l DL ()t = L) ().

Por lo tanto, f : (Q1, f*(p)) — (22, p) preserva las longitudes de las curvas.

Lema 2. Sea f una biyeccion holomorfa de (21, p1) en (Qa,p2). Si p1 = f*(p2),
entonces f es una isometria de (1,d,,) — (Q2,dp,).

La demostracién es obvia a partir de la observacién anterior.

Ejercicio 3. Probar el reciproco, es decir que si f es conforme y biyectiva y f es
una isometria de los espacios métricos, entonces f preserva las longitudes de curvas
y esto implica que el pullback de ps es igual a p1.

Definicién 7. Diremos que una f : (1, p1) — (Q2, p2) holomorfa es una isometria
conforme si f*(p2) = p1.

Analicemos brevemente la relaciéon entre el concepto de isometria conforme e
isometria de espacios métricos.



8 ANALISIS COMPLEJO. 2011

Observacion 2. 1. En primer lugar, una isometria de los espacios métricos
no tiene que ser holomorfa necesariamente.

2. Ademds, una isometria conforme f no tiene porqué ser una isometria de los
espacios métricos asociados, ya que no necesariamente f es biyectiva (en
varias aplicaciones [ serd un cubrimiento). Sin embargo, toda isometria
conforme es una isometria local de los espacios métricos, ya que es biyectiva
cuando restringida a un entorno.

3. En el caso en que f sea conforme y biyectiva, no hay confusion posible ya
que f es isometria conforme sii es isometria de espacios métricos.

Ejemplos. Veamos los tres ejemplos més famosos.

1. Defina 7(z) = 1 en C. Esta es la métrica usual del plano, que define la
distancia euclidea.

2. La métrica de Poincaré en el disco unidad se define como:

B 1

IREFE

Luego se estudiardn sus propiedades.
3. Se define también la métrica cordal en C como o(o00) =0y

1
o(z) = me

p(z)

para z € C.

En este ejemplo no se cumple que o sea siempre positiva, pero también
se admite como una métrica. En general se admiten métricas que valen 0
en puntos aislados, y valen las afirmaciones hechas arriba, pero complica
las cuentas asi que no las consideraremos.

Ahora nos concentramos en el disco de Poincaré.

Lema 3. Todo automorfismo de D es una isometria de (D, d,).

La demostracién es una cuenta. Como sabemos cuales son exactamente los au-

tomorfismos de D, s6lo resta mostrar que p(¢(2))|¢’(z)| = p(z) para cada automor-
fismo de D.

Lema de Schwarz en otra versidon. Sea f : D — D holomorfa. Si f no es una
isometria, entonces

dp(f(z)a f(w)) < dp(27w)7
para todo z # w en D.
Demostracién. Sea a € Dy f(a) = b. Entonces g = ppfp_q llevaD en D y 0 en 0.

Si |¢'(0)] = 1, entonces ¢ es una isometria por el lema de Schwarz, y por lo tanto
lo es también f. Si no, resulta lo siguiente:

p(b) p(0) p(b) .
= f'(a) = ——|f"(a)|
p(eu(b))” 7 p(0—-a(0))  pla)
Luego p(f(a))|f'(a)] < p(a). Esto vale para todo a € D, as{ que un argumento
simple a partir de la definicién de la distancia, muestra que f decrece distancias.

1> g'(0)] = Iy (b) (@) ¢" 4 (0)

Ejercicio 4. Probar el lema de Schwarz usando esta version.
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Ejercicio 5. Probar que una funcion holomorfa de D en D tiene a lo mds un punto
figo o es la identidad. ;Hay alguna sin puntos fijos?

Ejercicio 6. Sea f : D — D holomorfa que deja invariante un subconjunto com-
pacto K de D. Probar que si f mo es una isometria, entonces la restriccion de f a
K es una contraccion del espacio métrico K con la distancia d,,.

Calcularemos las geodésicas del disco de Poincaré. En general se llaman geodésicas
a las curvas que minimizan la distancia localmente. En el plano con la métrica usual
son las rectas.

Sea x € (0,1): Sea v una curva que une 0 con x y supongamos en primer término
que y(t) = (t,h(t)) para t € [0, 13] Entonces

/ V314 ( h’ 1 <m—1)
dt = = log
r+1

1—82—h(t)? 1-— 2
Se propone como ejercicio completar el caso restante, es decir cuando v no es la
grafica de una funcién definida en [0,z]. Como la curva a(t) = ¢ para t € [0,z]
satisface el igual en la desigualdad de arriba, resulta que esta curva realiza la minima
distancia entre 0 y x. Es sabido que las rotaciones son isometrias, que junto con
lo anterior implican que la curva que minimiza la distancia entre 0 y z € D es el
segmento que une 0 con z. Se tiene la siguiente conclusion:

Lema 4. Sean « y (8 puntos cualesquiera en D; si s es el segmento que une 0 con
©—a(B), entonces la curva que minimiza la distancia entre a y 3 es puS.

Ejercicio 7. Hallar la distancia entre o y (. Probar que (D,d,) es un espacio
métrico completo.

5. Aut(Q)

El teorema de la secciéon 3 permite determinar el grupo de automorfismos y
asignar una métrica a cualquier abierto del plano que sea cubierto por D.

Teorema 5. Sea f: D — Q un cubrimiento y v un automorfismo de ). Sea z; € )
y 22 = 9(21). Dados puntos 2 y 2, en D tales que 2z} € f~1(z;) parai = 1,2, existe
un unico automorfismo ¢ de D que cumple:

L fo=1f

2. l=1) = 2.
Demostracion: Como v f también es un cubrimiento de D en €2, resulta que existe

una unica ¢ : D — D que cumple (1) y (2). Usando el mismo argumento que probaba
que cada elemento de I'y es un automorfismo, concluimos que ¢ es biyectiva. [

Ejercicio 8. Si () es simplemente conexo y f : 2 — Q es un cubrimiento holomorfo,
entonces es biyectiva.

Ejercicio 9. Parai = 1,2, sean f; : S — §; cubrimientos, donde S es simplemente
conezo. Si Q; y o son conformemente equivalentes, entonces I'y, y 'y, son grupos
conjugados, es decir, existe ¥ € Aut(S) tal que

pely Yoy~ €Ty,

es una biyeccion.
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Ejercicio 10. Por los teoremas vistos arriba, no puede existir un cubrimiento de
HT en C\ {0}. Ezplicar usando la definicién de cubrimiento porqué la funcion
exponencial restringida a H no es cubrimiento sobre C\ {0}.

Ejercicio 11. Sean @1 y @2 holomorfas tales que fo1 = fpo. Probar que existe
© € Aut(S) tal que 1 = pps. Deducir que 1 y po son ambas constantes o ambas
biyectivas.

Teorema 6. Sea f : D — Q un cubrimiento. Entonces existe una métrica en
Q respecto a la cual todo automorfismo de Q0 es una isometria. Esta se llama la
métrica hiperbolica de 2.

Demostracion: Si pg es una métrica en () tal que f es una isometria conforme,
debe cumplirse po(f(2))|f'(2)| = p(2), siendo p la métrica de Poincaré D. La idea
es definir p(w) como p(2)/|f'(z)| donde z es una preimagen por f de w. Veamos que
esta cantidad no depende del punto z € f~!(w). Si f(21) = f(2), existe p € I'y tal
que ¢(z1) = z. Usando que ¢ es una isometria conforme de la métrica de Poincaré

p(z1) _ pRle' (1)l _ p(2)

|f'(z1)] |f'(z1)] lf' ()1
la dltima igualdad porque fy = f. Esto prueba que puede definirse pq de forma que
f sea una isometria conforme. Si ¢ € Aut(f2), sea ¢ como en el teorema anterior,
es decir tal que f =9 f. Como f y ¢ son isometrias, resulta que ¢ también lo es.

Ejercicio 12. La razon del nombre hiperbdlica para esta métrica radica en la ge-
ometria: dados una geodésica vy de (Q, pa) y un punto p que no pertenenece a v,
existen infinitas geodésicas que pasan por p y mo tocan 7.

Ejercicio 13. Probar que Q con la distancia inducida por la métrica definida arriba
es un espacio métrico completo.

6. EJEMPLOS.

6.1. La exponencial otra vez. Sea f la funcién exponencial. Como vimos, es
un cubrimiento de C sobre Q = C\ {0}.
Por el teorema 5, para todo automorfismo ¢ de 2 existe ¢ € Aut(C) tal que

(1) fo=1f.
Pero no es cierto que para todo ¢ € Aut(C) exista p € Aut(2) que cumpla la
ecuacién 1. En efecto, para que un mapa ¢ : C — C induzca un mapa en 2 tal que
se cumpla la ecuacién 1, es necesario y suficiente que f(¢(z1)) = f(p(22)) para todo
par de puntos z1 y 2z en C tales que f(z1) = f(22). Usando que f es la exponencial
tomemos dos puntos z; = z y 20 = z + 2kmi, que tienen la misma imagen por f.
Usando que un automorfismo de C es de la forma ¢(z) = az+b con a y b complejos,
a # 0, se tiene

o(z) — o(z + 2kmi)

27

si y sélo si 2karmi € Z. Pero como esto debe valer para todo k € Z, resulta que
@ induce ¥ de 2 en si mismo sii a € Z. Veamos que el mapa v inducido por
©(z) = kz + b es una automorfismo de 2 sii K = £1. En caso contrario, |k| > 1, y
por lo tanto f(2wi/k) # f(0). Como ¢(0) = p(27i/k), resulta que 1 no es inyectiva.
Concluimos lo siguiente

=cZ
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Teorema 7. Seal' = {42+b: b € C}. EntoncesT' es un subgrupo de Aut(C). Existe
un epimorfismo de grupos T : T' — Aut(Q) cuyo nicleo es Tg = {z+ 2kni : k € Z}.
Por lo tanto, el grupo de automorfismos de Q estd generado por la inversion z — 1/z
y los z — az con a € C.

El teorema 5 no se puede aplicar directamente para inducir una métrica en 2,
puesto que no todo automorfismo de C es una isometria.

Ejercicio 14. Aplicando el teorema 7, hallar una métrica pg en Q@ = C\ {0} tal
que la exponencial sea una isometria conforme. Determinar las geodésicas de € y
probar que todo automorfismo de ) es una isometria.

6.2. Anillos. Sea r > 1 y defina A4, = {z € C : 1 < |z| < r}. Es claro que
cualquier anillo de la forma {|z| € (a,b)} con a < b reales positivos es conforme-
mente equivalente a uno de estos, basta considerar la multiplicacién por 1/a. El
objetivo es ahora demostrar que dos de los A, no son conformemente equivalentes,
(lo que contrasta con la situacién para subconjuntos propios de C, simplemente
conexos, que son todos conformemente equivalentes).

Para cada a € R, sea f,(2) = 2~ donde se elige argumento de z en (0, 7). Se
verifica ficilmente que es un cubrimiento de HT en el anillo A(e%™). Sea r = 7.
El teorema 6 proporciona una métrica hiperbdlica para A, Veamos que existe una
geodésica cerrada y calculemos su longitud. La imagen por f de la geodésica x = 0
en HY es una geodésica en A, que denotamos por . Su ecuacién es:

fliy) = (iy) ™" = exp(—ailog(iy)) = exp(—ai(log(y) + ir/2)) =
e¥™/2(cos(alogy) — isin(alogy)).

Es la circunferencia de radio /r recorrida infinitas veces. Para calcular su longi-
tud, basta calcular la longitud de un levantado de ella por f en HT. En efecto,
resolviendo alogy = 0 se obtiene solucién yy = 1, y resolviendo alogy = 27 se
obtiene y; = €27/, Si 4(y) = iy para y € (yo,v1), entonces f(7) recorre una vez la
geodésica cerrada. Si p(z + iy) = 1/y denota la métrica conforme en H* entonces:

Y1 |3/ Y1
- Yy 1 27
fp(v):/ )l )|dy:/ —dy = —.
Yo ) Yo ) a

Veamos que no existe otra geodésica cerrada. Sacando las rectas verticales, toda
geodésica en H™ tiene dos puntos limite en el eje real, que llamamos finales. Para
cada una de estas geodésicas y asignemos un ntmero p(y) € R: el producto de los
finales y si v es una recta definimos p(7y) como su final.

Lema 5. Sip(y) > 0 entonces f(v) no intersecta la geodésica cerrada o. Ademds
f(v) empieza y termina en el mismo borde de A,.. Si p(y) < 0, entonces f(v)
empieza en un borde de A, y termina en el otro. Y si p(y) = 0 y v no es la
geodésica cerrada «, entonces f(v) tiende a un borde por un lado y converge a «
por el otro.

La demostracion queda de ejercicio. Se concluye que no hay otra geodésica cer-
rada.

Ejercicio 15. Probar que la métrica hiperbdlica en A, es

pr(w) = (a|w sin(lOg'“’B)_l,

a
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Observar que es invariante por rotaciones y graficarla como funcién de |w|. Concluir
otra prueba de la eristencia de una unica geodésica cerrada.

Ejercicio 16. Hallar I'y para f(z) = e~ .
Concluimos esta parte con la clasificacién de anillos.

Definiciéon 8. Un anillo es un subconjunto de C cuyo complemento en C tiene
exactamente dos componentes conexas.

Teorema 8. Todo anillo es conformemente equivalente a uno y sélo uno de los
siguientes modelos:

= C\ {0}

= A, r> 1.
= D\ {0}
Ejercicio 17. Probarlo.

Ejercicio 18. ;Hay suficientes automorfismos? Es decir, para todo par z,w en un
anillo A, jexiste un automorfismo de A que lleve z en w?



