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0.1. Teorema de estructura de modulos finitamente generados sobre un
dominio a ideales principales

Teorema 0.1.1. Sean D un dominio a ideales principales y M un D-mddulo finitamente generado.

1. Existen D-mdédulos L libre y T de torsion tales que M = L@ T. Ademds, L y T son inicos a menos
de isomorfismos.

2. Existen dy,da, -+ ,dp € D tales que dy | da |-+ | di y

D D D

Ademds, los d; son unicos a menos de asociados.

T

I

3. Existen p1,p2,pr € D irreducibles, ni,na, -+ ,ng € N y ayj,i € {1,2,--- ,t},j € {1,2,--- ,n;} tales

que
D D D D
o) DD (e B Dy D D e

Mads atin, los p; son inicos a menos de asociados y los n;, a; son 1inicos.

T

I

Observacion 0.1.1. = Los d; se dicen divisores elementales de M y los p?”

de M.

se dicen factores invariantes

» Es claro que las afirmaciones 2) y 3) son equivalentes. De hecho, a partir de una descomposicién del tipo
2) se obtiene una descomposicién del tipo 3) usando el teorema chino de los restos. Reciprocamente,
a partir de una descomposicién del tipo 3) se obtiene una descomposicién del tipo 2) tomando dj, el
producto de todos los factores invariantes de exponente méaximo, luego se toma di_; considerando los
factores invariantes que quedaron, y tomando el producto de los de exponente maximo, y asi sucesi-
vamente. Es claro que d; | di+1,Vi y que los dos procesos son inversos entre si .

» Tanto 2) como 3) proporcionan una descomposicién del médulo en submdédulos ciclicos, pero la de-
scomposicién 3) es la mas “fina” posible, en el sentido de que los sumandos que aparecen ya no pueden
descomponerse mas. En efecto, si p € D es irreducible y @ € N, los submédulos no triviales de %

son todos de la forma (p[’) )(p®), con 0 < B < a, por lo que dos submdédulos no triviales cualesquiera
tienen interseccién no trivial, lo que impide que la suma de ellos sea directa.

» Juntando las afirmaciones 1) y 3), se tiene que todo mdédulo finitamente generado se descompone en
suma directa de submdédulos ciclicos indescomponibles (la parte libre aporta sumandos del tipo D, y
la parte de torsiéon sumandos del tipo % con p € D irrecucible y o € N.

Dem.

1. Alcanza con observar que en la sucesién exacta

M

!'Notas redactadas por Mariana Haim para el curso 2010
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el término de la derecha es sin torsién, y por tanto libre (libre es equivalente a sin torsién para el caso
finitamente generado sobrer un dip). Se tiene entonces que la sucesién escinde y por consecuencia

M
M =Tor(M —_—.
or(M) D Tor(M)
Tomando T'=Tor(M) y L = %(M) se tiene la descomposicién buscada.

Supongamos ahora que T'® L = T" @ L’ via un isomorphismo ¢. Entonces ¢ (Tor(T @ L)) = Tor(T' ®

L), i.e. o(T) = T' (nuevamente usamos que sobre un dip se tiene que todo libre es sin torsién).
(TOL) _ T'oL ~ I
(A

Tenemos entonces T = T y la prueba termina observando que L = T?’: S

2. Probaremos la existencia de esta descomposicién en la Proposicién 0.1.2. La unicidad se deduce de la
unicidad de los factores invariantes en vista de la observacién 0.1.1.

3. Probaremos la unicidad de esta descomposicién en las Proposiciones 0.1.6 y 0.1.7. La existencia se
deduce de la existencia de los divisores elementales en vista del teorema chino de los restos.

O

Proposicién 0.1.2 (Existencia). Sea T un mddulos de torsion finitamente generado sobre un dominio a
ideales principales. Exzisten dy,ds, -+ ,di € D tales que dy | do |-+ | di y

D D D
T = . iy
(d1) b (d2) SZRR” (dx)
Demostracion. Como T es de finitamente generado, existe n € Ny p : D" — T epimorfismo. Ademsds,
ker(p) C D™ es libre, por ser submddulo de un médulo libre sobre un dip (sobre un dip, submédulo de un

libre es libre: lo probamos para el caso finitamente generado, que es lo que usamos aqui ).
Se tiene entonces que existen k € Ny ¢ : D¥ — ker(p) isomorfismo tales que el siguiente diagrama conmuta:

0 Db ———=pn T 0
b e e
0 —> ker(p) ——> pn —2>T 0.
Ahora bien, llamemos {eq,e2,---ex} v {f1, f2,-+-, fa} a las respectivas bases canénicas de D¥ y D". El

digrama de arriba puede ser “mejorado”, en el sentido de la siguiente afirmacién. Afirmacién: se puede
encontrar una forma “diagonal” para vy, es decir un morfismo v : D¥ — D™ que verifique ¢ (e;) = d; f;, Vi =
1,2,---k y dos isomorfismos P, Q tales que el siguiente diagrama conmuta:

0—= ph—2= pr

| ig
0—> Dk —= Dn.
Maés atn, los d; verifican dy | da | - - | d.
Probaremos la afirmacién (para el caso de dominios euclideos) en el lema 0.1.4.
Asumamos entonces la afirmacién. El dltimo diagrama puede completarse con un isomorfismo R al diagrama
que sigue:

o= lp

0 pk—2spn_—L o p 0.
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Se tiene entonces que T = %. El término de la derecha es facil de describir, en vista de que 1 es
“diagonal”. En efecto, el término de la derecha tiene a {f1, f2,--- , f»} como generador, por tanto

T=Dfi+Dfy+---+Df,.

Por otra parte, la suma de arriba es directa, puesto que si a1 fi + asfo + ---anfn = 0, entonces a; fi +
asfo + - anfn € (DF) y por tanto ayfi + asfo + - anfn = bidifi + badafo + - - - bpdy fr, para ciertos
bl,bg,"' ,bk e D.

Como { f1, fa,* -+, fn} es linealmente independiente, se deduce a; = b;d;,Vi < k 'y a; = 0,Vi > k, y por tanto
aifi = O,VI >k y alﬁ) = bﬂlfl = 6, Vi < k.

) o dl sit < kv
Ademds, Ann(f;) = { (() ) sii>k 7

_ D oGii<k
tanto DT, = @y St <k, .
por tanto Df {D sii>k
Deducimos D D
T=Tor(T)=Tor (Dfi ®Dfs® - ®Dfp) =2 — B — DB —.

O]

Definicién 0.1.1. Definimos en M, (D) una relacién como sigue: A ~ B si existen matrices P € M, (D)
y Q € My(D) invertibles tales que A = PBQ. Es claro que ~ es una relacién de equivalencia.

Observacion 0.1.2. 1. Los siguientes cambios en una matriz A dan lugar a una matriz equivalente a A:

» Intercambiar dos filas (multiplicar a izquierda por una matriz de permutacin adecuada).
» Intercambiar dos columnas (multiplicar a derecha por una matriz de permutacién adecuada).

= Sustituir una fila f por df con d € D invertible (multiplicar a izquierda por una matriz diagonal
invertible adecuada).

» Sustituir una columna ¢ por dc con d € D invertible (multiplicar a derecha por una matriz
diagonal invertible adecuada).

» Sustituir una fila f; por f; + bf; con b € D y j # ¢ (multiplicar a izquierda por una matriz
triangular invertible adecuada).

» Sustituir una columna ¢; por ¢; + bej con b € D y j # i (multiplicar a derecha por una matriz
triangular invertible adecuada).

2. Tomando las matrices asociadas a P, Q y t¢ en las bases candnicas que corresponda, es claro que la
afirmacioén que se usé en la proposicién, para el caso de dominios euclideos, se deduce del lema 0.1.4.
No probaremos la afirmacién en el caso general.

Lema 0.1.3. Sean D un dominio euclideo, A € My x,(D) y d el mdzimo comin divisor de las entradas de A.

Eziste una matriz B € My, _1xk—1(D) tal que A ~ ( (C)l ( g )

) y tal que d divide a todas las entradas de B.
Dem. La prueba consiste en el algoritmo que permite obtener B a partir de A = (a;;). Diremos que la
matriz (a;;) es normal si §(a11) = min{d(ai;) | a;j # 0}. Es claro que toda matriz es equivalente (mediante
un intercambio de filas y columnas) a una matriz normal.

Conviene aclarar que en cada paso del algoritmo (salvo en los pasos 3 y 6), la matriz se transforma en
otra matriz equivalente, cuyos coeficientes seguimos llamando a;j, cuyos vectores fila llamamos f; y cuyos
vectores columna llamamos ¢;, para ,i € {1,2,--- k},7 € {1,2,--- ,n}.

Paso 1: Cambiar la matriz por otra normal equivalente.
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Paso 2: Hallar ¢, € D tales que as; = qai1 + r y sustituir la segunda fila fs por fo — qfi.
Paso 3: Si r = 0: pasar al Paso 4. Si no: volver al Paso 1.
Paso 4: Idem para asi,a41, -+, Gn1-
Paso 5: Hallar g, € D tales que a12 = qa11 + r y sustituir la segunda columna ce por co — qcy.
Paso 6: Sir = 0: pasar al Paso 7. Si no: volver al paso 1.
Paso 7: Idem para a3, a4, - , Q1.
Paso 8: Se obtiene una matriz de la forma 0
a
(6 (5))

Si a divide a todas las entradas de B: terminar. Si no, elegir una entrada de B que no sea multiplo de
A y sustituir la fila fi por f1 + f;, siendo j la fila de dicha entrada, y volver al Paso 1.

. . . 0
Es claro que el proceso termina, pues en el Paso 8, se sustituye la matriz ( g ( B ) > por otra cuya

entrada ap; verifica d(ai1) < d§(a).

Veamos que el a para el cual el proceso termina es asociado a d. En primer lugar, notar que a divide a
8 ( g ) >;com0A:PA’Q
y las entradas de P y @ estan en D, se tiene que a divide a todas las entradas de A y por tanto a divide
a d. Por otra parte, como todas las entradas de A son multiplos de D, se tiene que todas las entradas de
A" = P71 AQ~! son multiplos de d de donde se deduce que en particular a es miltiplo de d.

todas las entradas de B y por tanto a divide a todas la entradas de A’ =

0

Lema 0.1.4. Sean D un dominio euclideo y A € My« (D). Existe una matriz J diagonal tal que A ~ J y
cada entrada de la diagonal de J divide a la siguiente.

Dem. Haremos la prueba por induccién en k € N.

Para k = 1 sale del lema 0.1.3. Supongamos ahora que vale para kK = r y probémoslo para k = r + 1.
d 0

0 (B)
d. Por hipoodtesis de induccién, se tiene que B es equivalente a una matriz diagonal Jp tal que cada entrada

Sabemos por el lema 0.1.3 que A ~ ( > para cierta B € M,,_1x, cuyas entradas son multiplos de

diagonal divide a la siguiente. Es facil ver que entonces ( g ( g ) > es equivalente a < E)l ( JOB ) >

Ademsds d divide a la primera entrada de Jp, puesto que esta primera entrada es el maximo comun divisor
de las entradas de B, todas ellas multiplos de d.

O

Definicion 0.1.2. Dado un dominio a ideales principales D y un elemento p € D irreducible, llamaremos
p-médulo a un moédulo de la forma (pTDl) &b % PP %.
Diremos que dicho p-médulo es homogéneo de género a si @ = a1 = ag = -+ = Q.

Lema 0.1.5. Sean D un dominio a ideales principales, p,q € D irreducibles, 8 € N y N un p-mddulo. Si
existe un morfimo no nulo ¢ : % — N, entonces p ~ q.
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Dem. Todos los elementos T € % verifican ¢°z = 0. Tomando Z tal que (41,72, ,%n) = @(x) # 0, se

tiene que para cierto i, ; # 0 y ¢°%; = 0. Se deduce que p divide a ¢® y por tanto p divide a ¢, puesto que
p es irreducible. Por ser también g irreducible, se tiene que p y ¢ son asociados.

O

Proposicién 0.1.6 (Unicidad de los irreducibles involucrados).
Sean D un dominio a ideales principales y p1,p2, -+ P, q1,q2, -+ ,qr € D irreducibles tales que p; # pj,
gi 7 qj st F# j. Supongamos que se tiene

Mi®OMxyS- - OM=ZEN ONaD--- DN,

donde M; es un p;-mddulo para cada i € {1,2,--- ,t} y N; es un gj-mddulo para cada j € 1,2,--- ,r.
Entonces t = r y para cada i existe un tnico j tal que p; ~ qj. Mds atun, el isomorfismo lleva cada M; en
N;.

J

Dem. Para cada i, existe j tal que el morfismo mjpt; : M; — N; es no nulo (siendo ¢ : @, M; — @j N;
el isomorfismo involucrado). Aplicando entonces el lema 0.1.5 a este morfismo, se tiene la tesis. La unicidad
de tal j se deduce del hecho de que los g; son no asociados dos a dos. Ademés, también por el lema 0.1.5,
se tiene que para cada k tal que g o p;, el morfismo 7pt; es nulo, de donde sale p(M;) C Nj.

O

En vista de la proposicién anterior, s6lo queda verificar la unicidad de la descomposicion“dentro” de cada
p-modulo.

Proposicién 0.1.7 (Unicidad de los exponentes).
Sean p € D irreducible, a1 < ag < -+ < ag y 01 < [P < --- < B, enteros. Supongamos que se tiene

M=M SMD-- - BMEN ®©NaD:---®N, =N,

donde cada M; es un p-mddulo homogéneo de género o; y cada Nj es un p-médulo homogéneo de género 3;.
Entonces t = r y para cada i se tiene o; = (;. Mds aun, si M; = @Zn:ll p%) y N; = Z’:l p%), entonces
m; = Ny, Vi.

Dem. Observemos primero que del hecho de que todos los elementos de M son anulados por p®*, se
deduce que e, € N también y por tanto oy < (.. Andlogamente se prueba la otra desigualdad y por tanto
oy = (. Llamemos ¢ : M — N al isomorfismo involucrado.

Tenemos M = M1 & Mo ®--- DMy Z Nt B NyP---D N = N, con oy = .. Vamos a probar primero
que a; = (1. Supongamos que a; < (. Tomemos e; = ((1,0,---,0),0,---,0) € M y consideremos
o(e1) = (my,---,m). Como e; es anulado por p® < p% V7, se tiene que cada nj € D debe ser multiplo de
p. O sea que @(er) = pn/ = p(n),--- ,ﬁ;) Como ¢ es sobreyectiva, existe m € M, tal que ¢(m) = n, y como
ademads es inyectiva, se tiene pm = e; € M, cosa que es absurda porque implica que para ciertos z,m; € D,
pmi + pz = 1.

Se deduce que existe j tal que oy > 3; > 31 y andlogamente se deduce 31 > aj.

Ahora bien, argumentos similares permiten probar que as = (32, ag = 3, ..., ay = B¢ y como G, = oz y los
B; son distintos dos a dos, se concluye también ¢ = r.

Falta ver que m; = n;, Vi. Para esto, basta observar que en M la cantidad méaxima de elementos linealmente
independientes cuyo anulador es (p®) es m;, mientras que en N es n;. El hecho de ser linealmente indepen-
diente se preserva por isomorfismos, y el anulador de un elemento también se preserva por isomorfismos;
deducimos entonces que m; = n;.

O
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0.2. Formas canonicas racional y de Jordan

2

En lo que sigue k es un cuerpo cualquiera, V es un k-espacio vectorial y T': V' — V es una transformacion
lineal.

Usaremos el teorema de estructura para, en el caso en que V tenga dimensién finita, obtener una de-
scomposicién de V' en subespacios T-ciclicos (i.e. generados por un elemento v y sus tranformados a través
de T y sus iteradas), que da lugar a una base B de V para la cual la matriz asociada pg[T]p es en algin
sentido “simple”. Dicha matriz es esencialmente tnica y se llama forma candnica racional de T. Ademads,
probaremos que si el polinomio caracteristico de T' se descompone en k[z] como producto de polinomios de
grado 1 (por ejemplo cuando k = C), deduciremos la existencia de la forma de Jordan para T

Antes de enunciar el primer resultado, conviene recordar algunas definiciones. Decimos que un subespacio
W de V es T-invariante si T(WW) C W, y que es T-ciclico si para cierto w € W, se tiene que el conjunto
{w, T(w), T*(w), -, T"(w),---} es un generador de V. En este tiltimo caso, notamos W = Z(T,w).
Recordemos ademéds que un A-médulo M se dice ciclico si M = {am | a € A} para cierto m € M.

La siguiente proposicién permite poner nuestra situaciéon en contexto de médulos sobre k|x].

Proposicion 0.2.1. Sean k un cuerpo, V un k-espacio vectorial y T : V — V una transformacion lineal.
Entonces:

1. Definiendo p-v = p(T)(v),Yv € V,p € k[z], se obtiene que ((V,+,0),-) es un k[z]-mddulo.
2. St W CV es un subespacio, entonces se tiene que:

a) W es T-invariante si y solo si W es un submddulo de V,

b) W es T-ciclico si y solo si W es un mddulo ciclico.
Dem.

1. Es claro que (V,+,0) es un grupo abeliano, puesto que es la estructura aditiva de un espacio vectorial.
Por otra parte es claro que la operacion - : k[z] x V' — V es distributiva con respecto a la suma en
k[z] y con respecto a la suma en V. Observemos ademas que 1-v = Id(v) = v, Vv € V. Falta entonces
verificar que

p-(q-v)=(pq)-v,Vp,q€klz],veV.

Para esto, es claro que alcanza con verificarlo para p y ¢ monomios de k[z]. En efecto, basta con
. k ;
observar que si p = >’ ;a;x", entonces

k
p'U:Zai(mi'v). ()
=0

Tomemos entonces p = ax’, ¢ = bx?. Tenemos que q - v = (b77)(v) = bT(v). Entonces
p-(q-v)=p- (BT (v)) = (aT") (bT7(v)) = aT" (bT7 (v)) = abT" (T?(v)) = abT" ™ (v).

Como pq = abz'*7, se deduce la tesis.

2Notas redactadas por Mariana Haim para el curso 2010
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2. Tomemos ahora W C V subespacio.

a) W es T-invariante si y sélo si T'(w) € W,Vw € W siy sélosi x-w € W,Yw € W. Es claro por (x)
que esto ultimo equivale a p-w € W,Yw € W, p € k[z], es decir a que W sea un k[z]-submddulo
de V.

b) W = Z(T,w) siy sélo si W es generado como k-espacio vectorial por {T%(w) | i € N si y sélo si
W es generado como k[z]-mddulo por w (puesto que T"(w) = 2" - w).

O

Observacion 0.2.1.

1. Si consideramos k como un subconjunto de k[z] de la manera obvia, la accién de k[z] en V' definida
arriba, extiende a la accién original de k en V. En efecto, A - v = (A d)(v) = Av.

2. A partir de la observacion 1, se deduce que un generador de V' como k-espacio vectorial, también es
generador de V' como k[z]-médulo.

3. Es claro que si V' es de dimensién finita Z (7T, w) también lo es, y por lo tanto existe k& € N tal que el
conjunto {w, T(w), T?(w), - -- T*~!(w)} es generador de Z(T,w). Mas adelante, veremos que se puede
optimizar dicho k para obtener una base.

k[z]

4. Si f € k[z], se tiene que Tfj €s un espacio vectorial de dimensién deg(f). En efecto, es facil verificar

que el conjunto {1,Z,---,z%9)~1} es una base.

Polinomios caracteristico y minimal

Consideremos la inclusiéon ¢ : k — End(V), definida por +(\) = A d. Es claro que es un morfismo de anillos
y por tanto se extiende de manera tnica a un morfismo de anillos er : kjz] — End(V) tal que e(z) = T.
Explicitamente, se tiene e7(p) = p(T).

Si V tiene dimensién finita, podem considerar el polinomio yr = det(T — zId). Dicho polinomio se llama
polinomio caracteristico de T, es de grado dim(V') y por tanto no nulo. El Teorema de Cailey-Hamilton
asegura que xr(7) = 0.

Se deduce que ker(er) es un ideal de k[z] no nulo, y por tanto generado por un polinomio no nulo my € k[z]
que se elige moénico y se llama polinomio minimal de 7. (Notar que al elegir m7 ménico, forzamos a que
sea Unico).

Es claro entonces que mp(T) = 0, que mp|xr y que myp es el polinomio ménico de menor grado entre los
que anulan a 7.

La siguiente proposicién permite poner a V', en el caso en que tenga dimensién finita, en el contexto del
teorema de estructura.

Proposiciéon 0.2.2. Seank, V y T como antes. Supongamos ademds que V es de dimension finita. Entonces
V' es un k[z]-mddulo finitamente generado y de torsion.

Dem. Por la observaciéon 2 es claro que V es finitamente generado, puesto que es de dimension finita.
Ademas si V es de dimensién finita, podemos considerar el polinomio caracteristico de T'. Como x7(T) = 0,
tenemos x7 - v = 0,Vv € V. Se deduce que todo v € V es de torsién.
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O

Estamos entonces en condiciones de aplicar el teorema de estructura al k[z]-médulo V' y eso es lo que nos
permitirda demostrar el siguiente resultado.

Teorema 0.2.3. Sean V un espacio vectorial de dimension finita n € N y T € End(V). Sea ademds

my = q'qy? -+ g7 la descomposicion en irreducibles mdénicos no asociados dos a dos del polinomio minimal.

Existen naturales ky, ka,- - , ky y subespacios Vij,i € {1,2,--- ,r},j € {1,2,---k;} de V, tales que
1. V=@, @521 Vij,
2. para todo par (i,7), Vij es T-ciclico,
3. para todo par (i,7), existe nij € N tal que Ann(Vy;) = (qin“),
4. para todo i € {1,2,--- 1} se tiene n; = max{n;; | j € {1,2,--- , k;},
)

- = Zij deg(gi)nij-
Mds atin, los Vi; son unicos a menos de isomorfismos y de reordenaciones.

Dem. Como V es de torsién y finitamente generado sobre el dominio a ideales principales k], el
teorema de estructura nos da una descomposiciéon de V' en subméddulos ciclicos indescomponibles:

t S

k|x
V0D

=1 j=1 %

para ciertos p; € k[z] irreducibles no asociados dos a dos y ciertos n;; € N no nulos.Es claro que los p;;
pueden elegirse moénicos, y eso hacemos.

Sk : . .
Llamemos ¢ : @2:1 @;;1 2, v al isormorfismo involucrado y definamos entonces, para cada 7 €

(p;)
Vo= (o)

{1727"' ,7’} y pa'raj c {17271 s Sty
Es claro que V = @!_, @i, Vij y que Ann(Vy;) = (p;) y que los p;; pueden elegirse ménicos. Ademds,
para cada i € {1,2,--- ,t}, podemos reordenar los j € {1,2,--- ,s;} para que n;; > njo > -+ > nys,.

Veamos ahora que

=1,
» podemos reordernar los ¢ € {1,2,--- ,r =1t} paraque r; =s; y p; = ¢;, Vi € {1,2,--- ,r =t},

" n; =N,V E {1,2,-~- ,T’}.

Como k|z] es un dominio factorial, mg se descompone de manera dnica (a menos de reordenaciones) en
producto de irreducibles moénicos, por lo que alcanza con ver que
_ 151 T2 T4
myp = pyipy? e prt, (k)
para deducir las tres afirmaciones de arriba. Llamemos p al polinomios de la derecha de la igualdad (k).

Como p;* anula a cada Vj;, se tiene que p;"! anula a cada V;; y por tanto p anula any y se deduce que p
es multiplo de my. Para el reciproco, observar que el polinomio minimal de 7};; es p;”; como my anula a
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Vij se tiene que m7p es multiplo de cada p;“j . Como p es el el minimo comun multiplo de los p?"j , Se obtiene
que mp es multiplo de p. Al ser mp y p asociados y ménicos, se deduce que son iguales.

Finalmente, notar que por la observacion 4, tenemos dim(Vj;) = deg(p;)n;; = deg(g;)ni; de donde deducimos
que la dimensién de V' es n =}, deg(qi)ni;-

La unicidad se deduce de la unicidad en el teorema de estructura.

Corolario 0.2.4. Forma candnica racional
Toda matriz cuadrada A € M, (k) es semejante a una de la forma

Ry 0 - 0
Dol 0 0
0 0 R
Roy O 0
0 Roy --- 0
R = 0 cee o 0
0 - 0 R
Ry O 0
0 0 0 R 0
0 0 Ru,
donde para cada i € {1,2,--- ,t},j € {1,2,---  k;}, se tiene que
o o0 - —af)]'
1,
1 —af
R;; = 0 1 —a;]
0 1 —a:flij_l
para ciertos ag av, ... ’a:r]nrl e k.

Mds ain, la matriz R es 1inica a menos de reordenaciones de los bloques R;;.

Dem. Basta con aplicar el Teorema 0.2.3 a la tranformacién 7" : k™ — k™ definida por T'(v) = Av. En primer
lugar se tiene que k™ se descompone en subespacios V;; T-ciclicos como en el teorema. Si Vi; = Z(T, vsj)
para cierto v;; € Vi;. Tomando la base de Vij, Bij = {vij, T(vij), T?(vij), -+, T™4(vi;)}, se tiene que si
x™ii 4 EZ{_l a" es el polinomio minimal de Ty, , entonces la matriz g, [T}y, ]p,; es Rij como descrita en
la tesis.

Para terminar, si B = UZ ; Bij (la unién se toma ordenando los pares (i, j) cocn el orden lexicogréfico) y R
es como la matriz descrita en la tesis, se deduce que A ~ p[T]p = R.

La unicidad se deduce de la unicidad en el Teorema 0.2.3.

O

En el caso particular en que el polinomio minimal de 7" se descompone en k[z] en productos de polinomios
de grado 1, es posible, mediante un simple cambio de variable, obtener una base en la que la matriz asociada
queda atn més simple que la de arriba. Esto vale para cualquier T en el caso particular en que k = C, puesto
que cualquier polinomio de coeficientes complejos es producto de polinomios (de coeficientes complejos) de
grado 1. Enunciamos formalmente este parrafo en el siguiente resultado.
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Corolario 0.2.5. Forma canénica de Jordan Sean k un cuerpo y A € My(k) tal que el polinomio

minimal es producto de polinomios de grado 1 con coeficientes en k. Entonces A es semejante a una matriz
de la forma

Ji1 o .- 0
0 Jig - 0 0 0
0 0 Jig
Jo1 0 0
0 Jox 0
J = 0 0 0 ,
0 0 Jo,
Ju 0 0
o o Ll
0o .- 0 tht

donde para cada i € {1,2,--- ,t},j € {1,2,--- ,k;}, se tiene que

A0 0
1N 0
Ji=1 0 1 0
0 DY

Mads ain, la matriz J es inica a menos de reordenaciones de los bloques J;;.

Dem. Consideremos los V;; de la descomposicién del teorema y para cada i, j, sea Tj; = Ty, - Sabemos,
por el teorema 0.2.3, que el polinomio minimal de 7j; es de la forma q;”j , para cierto ¢; € k[z] ménico e
irreducible. Pero por hipétesis, dicho irreducible debe ser de grado 1 y por tanto de la forma x — \;, para
cierto \; € k.

Consideremos entonces S;; : V;; — V;; definida por S;; = T;; — )\ifdvij- Por el lema 77, se tiene que V;; es
Sij-ciclico y por tanto admite una base Cj; = {v;;, Sij(vij), Sfj (Vig)y - s S;Lj“_l(vij)}. Como ademads SZ-” =0,
tenemos que la matriz asociada a S;; en dicha base es

Kj=| 0 1 - 0

Como, T;; = S;j + /\ifdwj, la matriz asociada a Tj; en la base Cj; es

N 0 0
1 N\ 0
0 - 1 A

Tomando la base C' = |, ; Cs; (ordenando los pares (i,j) en orden lexicografico), se obtiene que la matriz
asociada a T en la base C' es la buscada. La unicidad se deduce de la unicidad en el Teorema 0.2.3.
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O

Definicion 0.2.1. La matriz R del corolario 0.2.4 se dice forma candnica racional de la matriz A en el
cuerpo k, mientras que la matriz J del corolario 0.2.5 se dice forma candénica de Jordan de la matriz A
en el cuerpo k.

Observacion 0.2.2. 1. Ambas formas son tnicas a menos de reordenar bloques, por eso comunmente se
haba de la forma candnica racional o la forma cancnica de Jordan.

2. La forma de Jordan sobre un cuerpo k no siempre esta definida, mientras que la racional siempre lo
esta.

3. Si A es diagonalizable semejante a D, la forma canénica de Jordan de A estd definida (puesto que el
polinomio minimal es el producto de los polinomios x — d;, variando d; en todas las entradas distintas
de la diagonal de D). Ademds ambas formas coinciden y son D.

4. Si A es nilpotente, la forma canénica de Jordan de A estd definida (puesto que su polinomio minimal
es de la forma X" y por tanto se descompone en producto de polinomios irreducibles de grado 1) y
coincide con la forma candnica racional de A (puesto que se tiene \; = 0, Vi).



